BDîDINGLISïAUG  1     1923 


Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2010  with  funding  from 

University  of  Ottawa 


http://www.archive.org/details/s2bulletindessci17fran 


7^iô 


BULLETIN 


DES 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


COMMISSION  DES  HAUTES  ÉTUDES. 


MIM.  IlEHMITE,  président. 
BERTRAND. 
DARBOUX. 
TISSERAND. 
J.  TANNERY. 
N  . . . ,  secrétaire. 


3 


AVIS. 

Toutes  les  communications  doivent  être  adressées  à  M.  Dnrboux,  Membre 
de  l'Institut,  rue  Gay-Lussac,  36,  Paris. 


liisio       Paris.—  Imprimerie  GAUTHIER-VIl.LARS  ET  FILS,  quai  des  Grands-Auguslins,  55. 


iniUJOTIIKQUK    l)K    l/KCOLi:    DKS    IIMilKS    KTIIDKS, 

PLHLIICI':   sous    LKS   AUSPICKS    DU    MINISTIMUi    l)K    l/lNSTIlUCTION    l'UBMyiiK. 


3 


«IILLKTIN 


SCIENCES   MATHÉMATIQUES, 

RÉDIGÉ   PAU  IM.M.  GASTON   DARBOUX  KT  JULKS  ÏANNFJU', 

AVEC    LA   COI.I.AUOUAÏION    DE 

MM.    Cil.    ANDRK,    BATTAGLINI,    BELTRAMI,   BOUGAIKKF,    BIlOCAin),    BRUNKL, 

GOURSAT,     Cil.     HENRY,     G.     KŒNIGS,     LAISANT,     LAMPE,    LESriAULT,     S.    LIE,    MANSIOX, 

A.    MARRE,    MOLK,    TOTOCKI,    RADAU,    RAYET,    RAFFY, 

S.    RINDI,    SAUVAGE,    SCIIOUTE,    P.    TANNERY,    EM.    ET    ED.    WEYR,    ZEUTIIEN,    ETC., 

Sous  la  direction  de  la  Commission  des  Hautes  Études. 

PUBLICATIOX  FOXDÉE  E\  1870  PAR  MM.  fi.  DARHOL.V  ET  J.  IIOIJEL 
FT  CONTINUÉE  DE   1876  A    188G  PAR  MM.  G.   DARBOUX,  .1.   HOiJEL  ET  J.  TANNERV 


DEUXIEME  SERIE. 
TOME  XVII.  -  ANNÉE  1893. 

(tOMF,   XXVII    DE   LA    COLLFXTION.  ) 


PREMIERE  PARTIE. 


PARIS, 

GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS,  IMPRIMEURS-LIBRAIRES 

DU     BUREAU     DES    LONGITUDES,     DE     l'ÉCOLE     POLYTECHNIQUE 

Quai  des  Graiids-Au^jiislins,  55. 

1893 


I 


BULLETIN 


SCIENCI^S  MATHÉMATIQUES. 


PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

P.  DUHEiM,  cliarg:6  de  Cours  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille.  —  Lkçons 
SUR  l'Électr[cité  et  le  Magnétisme.  3  vol.  in-8.  Gauthier- Villars  et  fils  ; 
1892. 

Depuis  près  d'un  siècle  que  Poisson  a  inauguré  la  théorie  de 
l'électricité,  les  phénomènes  électriques  et  magnétiques  ont  été 
Tohjet  de  travaux  presque  innombrahles  où  se  sont  unis  les  efforts 
des  physiciens  et  des  analystes.  Parmi  ces  travaux,  les  uns  peuvent 
être  regardés  comme  définitifs,  en  ce  sens  que  leurs  résultats  et 
leurs  méthodes  sont  sanctionnés  par  un  acquiescement  unanime; 
d'autres,  portant  sur  des  matières  plus  confuses,  sur  des  théories 
encore  en  voie  de  formation,  renferment  des  parties  obscures, 
des  hypothèses  peu  justifiées  sur  lesquelles  l'accord  est  loin  d'être 
fait.  Distinguer,  parmi  cet  amas  de  matériaux:  de  toute  valeur  et 
de  toute  provenance,  les  éléments  vraiment  acquis  à  la  Science  et 
les  fondre  en  un  corps  de  doctrine,  c'est  là  une  entreprise  hardie 
que  M.  Duhem  n'a  pas  craint  de  tenter  dans  les  trois  Volumes 
qu'il  vient  d'ajouter  à  la  liste  déjà  considérable  de  ses  travaux. 

Ce  Traité  n'estdoncpas  une  compilation  des  théories  touchant 
l'électricité  et  le  magnétisme;  comme  l'auteur  le  dit  lui-même, 
c'est  un  exposé  aussi  un,  aussi  logique  que  [)0ssible,  où  il  s'est 
efforcé  de  grouper  ces  théoi'ics  autour  dun  j)otit  nombre  de  piin- 
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cipcs  cL  (rii)[)()Llicse.s.  Los  I(;clciirs  (jui  sont  au  courant  des  publi- 
cations antérieures  de  M.  Dulicm  prévoient,  sans  doute,  que  les 
princi[)es  de  la  Mécanique  j^éu('ralisés  cL  étendus  à  la  Tliermodj- 
naniique  doivent  jouer  dans  ce  groupement  un  rôle  essentiel. 

Peut-être  s'étonnera-t-on  (pi(î  la  description  des  méthodes 
expérimentales  tienne  peu  de  j)lace  dans  cetOuvrage.il  n'en  faut 
pas  conclure  que  l'auteur  en  méconnaisse  l'importance;  mais  il  a 
jugé  inutile  que  son  livre  fit  double  euq)loi  avec  les  Traités  qui 
sont  dans  toules  les  mains  et  où  l'exposition  do  ces  méthodes  ne 
laisse  rien  à  désii'or. 

Ajoutons  ([ue  si  l'Analyse  mathématique  se  trouve  largement 
employée,  elle  n'est  jamais  qu'un  moyen  et  non  une  fin  :  tous  les 
développements  inaLliématiques  ([ue  renferment  le  livre  contri- 
buent à  éclaircir  les  théories  physiques  auxquelles  ils  corres- 
pondent. 

Nous  allons  donner  successivement  une  courte  analyse  des  trois 
V^olumes  dont  se  compose  l'Ouvrage. 

PiiEMiER  Volume.  —  Les  corps  conducteurs  à  l'état  perma- 
nent. —  L'autour  réunit  sous  ce  litre  l'étude  de  l'équilibre  élec- 
trique et  Tétude  des  conducteurs  traversés  par  des  courants  per- 
manents. Ce  Volume  se  divise  en  deux  Parties  bien  distinctes  : 
l'une,  presque  entièrement  analytique,  QsVnne  théorie  de  la  fonc- 
tion potentielle  (Livres  1,  Il  et  111);  l'autre,  d'un  caractère  plus 
j)liysique,  renferme  les  applications  de  la  Thermodynamique  à 
^équilibre  électrique  et  aux  courants  permanents  (Livres  IV, 
VetVI). 

Dans  le  Livre  1  (théorie  des  forces  qui  agissent  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  et  propriétés  de  leur  potentiel),  nous  si- 
gnalerons particulièrement  le  Chapitre  \  11,  où  V action  électro- 
statique et  la  fonction  potentielle  d' une  surface  électrisée  sont 
étudiées  d'une  manière  beaucoup  plus  complète  que  dans  les  Trai- 
tés classiques. 

Le  Livre  II  est  consacré  à  la  distribution  électrique.l^^âulcur 
commence  par  établir  les  conditions  de  l'équilibre  électrique  sur 
les  conducteurs  et  les  théorèmes  classiques  relatifs  à  cet  équilibre 
(théorèmes  dus  à  Poisson,  Gauss,  Green,  C.  Neumann,  etc.); 
puis  il  ramène  le  problème  de  la  distribuhon  électrique  au  pro- 
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l)l(''mc  de  Diriclilcl,  cl,  aprrs  un  expose  critique  de  la  mélliode 
de  Riemann,  il  forme  un  !al)leaii  des  principales  inélliodes  f[ui 
perniclLenl  de  résoudre  ri^oiireiisemenl  ce  dernier  problrnie  pour 
des  classes  de  corps  de  plus  en  plus  étendues.  I^'ordrc  suivi  par 
l'auteur  dans  cette  importante  théorie  est  le  suivant  :  le  problème 
de  Diriclilct  est  équivalent  à  la  recherche  de  la  fonction  de  Grcen, 
fonction  qui  se  détermine  immédiatement  pour  certains  conduc- 
teurs et,  en  particulier,  pour  la  sj)hère.  La  transformation  de 
l'équation  de  Laplace  en  coordonnées  orthogonales  quelconques 
permet  de  résoudre  le  problème  pour  d'autres  corps,  en  particu- 
lier pour  l'ellipsoïde.  La  transformation  par  ra}'ons  vecteurs  réci- 
proques multiplie  infiniment  les  corps  pour  lesquels  on  sait  trai- 
ter le  problème  de  Diriclilet;  mais  aucune  autre  transformation 
ne  jouit  de  la  même  propriété.  La  méthode  de  M.  Cari  Neumann, 
la  méthode  de  M.  G.  Robin  permettent  de  résoudre  ce  problème 
pour  la  plupart  des  corps  convexes.  Le  procédé  alterné  de 
M.  Schwarz  en  fournit  la  solution  pour  une  foule  de  corps  non 
convexes;  enfin  les  méthodes  combinatoires  de  Murplij  et  de 
M.G.Neumann  permettent  de  le  résoudre  pour  l'espace  extérieur 
à  plusieurs  corps  lorsqu'on  sait  le  résoudre  pour  l'espace  extérieur 
à  chaque  corps. 

Au  Livre  111,  M.  Duhem  a  réuni  les  diverses  parties  de  la  théo- 
rie des  fonctions  harmoniques  qui  trouvent  dans  l'expérience  des 
vérifications  ou  des  applications  :  la  théorie  du  plan  d'épreuve,  les 
travaux  de  M.  Robin  sur  les  conducteurs  ouverts,  les  propriétés 
des  lignes  de  force,  les  théorèmes  de  Faraday,  etc. 

Si  complète  que  soit  cette  première  moitié  du  Tome  I,  M.  Du- 
hem, dans  un  Traité  destiné  particulièrement  aux  physiciens,  n'a 
pu  développer  certaines  méthodes  dont  l'importance  analytique 
est  considérable,  telles  que,  par  exemple,  la  méthode  générale  de 
i\L  Poincaré  pour  déterminer  la  fonction  de  Green.  Mais  des  in- 
dications bibliographiques  nombreuses  et  précises  permettent 
aux  mathématiciens  de  compléter  aisément  toutes  les  théories 
qui  ont  dû  être  abrégées. 

A  partir  du  Livre  IV,  nous  entrons  dans  la  seconde  Partie  du 
Volume,  dans  celle  qui  traite  des  applications  de  la  Thermodyna- 
mique à  l'équilibre  électrique  et  aux  courants  permanents.  Le 
premier  Chapitre  du  Livre  IV  est  un  court  résumé  de  la  Théorie 
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du  potentiel  tliermodynamique ;  comme  on  le  sait,  Tauteur  dé- 
signe sous  ce  nom  (au  signe  près)  la  fonction  dont  la  variation 
représente  le  travail  des  forces  intérieures  pour  tout  déplacement 
virtuel  d'un  svstème,  fonction  dont  on  admet  l'existence.  Le  second 
Chapitre,  consacré  à  l'étude  spéciale  du  potentiel  thermodynamique 
d'un  système  électrisé,  doit  attirer  particulièrement  l'attention  de 
ceux  qui  veulent  comprendre  la  pensée  de  l'auteur. 

Pour  les  systèmes  sans  frottement,  où  toutes  les  forces  inté- 
rieures sont  des  forces  de  liaison,  le  potentiel  thermodynamique 
est  d'une  forme  très  simple  :  si  <:/r,,  dv^i  .  •  .  désignent  les  élé- 
ments du  système,  cette  fonction  est  une  somme  de  termes 

o\i  çj,  dépend  exclusivement  des  propriétés  intrinsèques  du  seul 
élément  di\  (telles  que  sa  densité,  son  état  phvsique  ou  chi- 
mique, etc.).  C'est  cette  forme  du  potentiel  thermodynamique 
que  -M.  Duhem  a  prise  comme  point  de  départ  dans  son  exposé 
didactique  de  l'Hydrodynamique  et  de  l'Elasticité  (  '  ),  comme  aussi 
dans  ses  théories  de  la  vaporisation,  de  la  dissociation,  etc. 

Mais,  quand  il  s'exerce,  entre  les  éléments  du  système  non  en 
contact,  des  forces  intérieures  dont  le  travail  virtuel  n'est  pas  nul, 
l'expression  précédente  du  potentiel  thermodynamique  doit  être 
complétée  par  l'addition  d'un  terme  de  la  forme 

l  ^ij  dit  dvj, 

où  ^ij  dépend  de  l'état  de  chacun  des  deux  éléments  ^A/,  d^'j  et  de 
leur  position  relative. 

A  l'aide  de  quelques  hypothèses  et  de  quelques  lois  expérimen- 
tales, ^1.  Duhem  donne  au  terme  'lijdvidij  la  forme  suivante  : 


r      ^       r 


—  9i9j  -  —K"Uqj  -^  fnj  qf)  g{r). 


k  et  £  étant  deux  constantes  absolues  et  positives; 

r  la  distance  des  deux  éléments  r/t/,  ^i^  ; 

niij  nij  leurs  masses  : 

qi.  qj  leurs  charges  électriques; 

enfin  f{r)  et  g{r)  deux  fonctions  qui  sont  sensiblement  nulles 

lorsque  r  n'a  pas  une  très  petite  valeur. 


(')  Hydrodynamique,  Élasticité,  Acoustique.  7  vol.  in-4-  Pari*.  Hermann. 
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Le  premier  terme — -  correspond  à  la  loi  de  la  gravita- 
tion universelle;  le  second  terme  /W|my/(r)  correspond  aux  ac- 
tions capillaires;  le  troisième  terme  " ^       y  aux  actions  électriques 

telles  que  les  ont  définies  Coulomb  et  Poisson:  le  quatrième 
terme  enfin  renferme  la  loi  des  actions  qui  s*exercent  à  petite 
distance  entre  les  masses  matérielles  et  Télectricité,  actions  dont 
il  faut  bien  admettre  Texislence  pour  rendre  compte  des  phéno- 
mènes de  contact,  ainsi  que  M.  Helmhollz  l'a  montré  le  premier. 

Le  Livre  V  est  lapplication  des  principes  précédents  aux  con- 
ducteurs métalliques,  autrement  dit  aux  conducteurs  qui  laissent 
circuler  réleclricilé  sans  éprouver  de  décomposition  chimique. 
Après  avoir  rattaché  à  ces  principes  les  lois  d'Ohm  et  de  Joule, 
M.  Duhem  traite  de  la  différence  de  niveau  potentiel  de  deux 
métaux  en  contact,  de  l'effet  Peltier,  des  courants  thermo-électri- 
ques et  de  l'effet  Thomson  ;  il  est  un  de  ceux  qui,  dans  ces  der- 
nières années,  ont  apporté  à  cette  partie  de  la  Science  la  plus 
large  contribution:  aussi  l'a-t-il  exposée  avec  beaucoup  de  géné- 
ralité et  avec  un  grand  souci  de  la  rigueur.  M.  Poincaré,  discutant 
les  premiers  essais  de  ^L  Duhem  sur  les  couples  thermo-électri- 
ques, considère  sa  théorie  comme  <(  la  moins  imparfaite  que  nous 
avons  jusqu'ici  ».  Dans  une  ^«ote, placée  à  la  lin  du  troisième  Vo- 
lume, M.  Duhem  s'est  attaché,  en  dissipant  tout  malentendu,  à 
lever  la  principale  objection  que  lui  adressait  AI.  Poincaré,  et 
peut-être  l'éloge  de  l'illustre  analvsle  serait-il  aujourd'hui  moins 
restrictif. 

Le  Livre  A  I  renferme  les  résultats  les  plus  précis  auxquels  a 
conduit  l'étude  des  électrolytes,  résultats  qui  se  trouvent  renfer- 
més dans  la  théorie  de  la  pile  voltaïque  donnée  par  Gibbs  et  déve- 
loppée par  M.  Hehnholtz.  Il  convient  de  rappeler  que.  dans  ce 
domaine,  on  doit  à  M.  Duhem  la  relation  explicite  qui  lie  les  va- 
riations de  la  force  électromolrice  d'une  pile  aux  variations  de  la 
pression  qu'elle  supporte,  relation  à  laquelle  les  expériences  ré- 
centes de  M.  H.  Gilbault  apportent  une  complète  confirmation. 

Deuxième  Volvme.  —  Les  aimants  et  les  corps  diélectriques. 
—  Ce  rapprochement  n  implique  nullement,  dans  lidée  de  l'au- 
teur, que  ces  deux  espèces  de  corps  présentent  des  analogies  de 
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nalurc;  il  est  sulTisammcnt  jusLifié  par  l'idcnliU;  presque  coinplctc 
des  calculs  qui  servent  à  l'éUide  des  milieux  magnétiques  cl  diélec- 
Iriqucs. 

Le  plan  du  deuxième  Volume  rappelle  celui  du  premier.  Pour 
ne  pas  rompre  avec  la  tradition,  M.  Duliem  consacre  les  deux 
Livres  VII  et  VIII  à  la  théorie  classicjue  du  Magnétisme  ;  le 
Livre  VII  traite  des  forces  magnétiques,  le  Li\rc  VIII,  de  l'ai- 
mantation pai'  influence  selon  la  théorie  de  Poisson.  Quoique 
ces  deux  Livres  renferment  bien  des  nouveautés  de  détail,  la 
partie  vraiment  personnelle  de  l'Ouvrage  ne  commence  qu'au 
Livre  IX,  dans  lequel  M.  Duhem  développe  la  théorie  de  l'ai- 
mantation par  influence  fondée  sur  la  Thermodynamique 
telle  qu'il  l'avait  indiquée  dans  sa  Thèse. 

L'auteur  commence  par  établir  les  conditions  de  l'équilibre 
magnétique  en  reprenant  la  méthode  employée  au  Livre  IV  pour 
l'équilibre  électrique,  puis  il  aborde  la  discussion  de  la  stabilité 
de  cet  équilibre.  Cette  discussion  le  conduit  à  une  conséquence 
bien  remarquable  :  l'état  d'équilibre  de  l'aimantation  est  un  état 
stable  sur  les  corps  dont  la  fonction  magnétisante  est  positive, 
mais,  au  contraire,  ce  serait,  en  général,  un  état  instable  sur  les 
corps  ajant  une  fonction  magnétisante  négative;  on  doit  donc 
rejeter  l'existence  de  corps  doués  d'une  fonction  magnétisante  né- 
gative, c'est-à-dire  de  corps  proprement  diamagnétiques  au  sens 
que  Faraday  et  Sir  W.  Thomson  donnent  à  ce  mot.  Telle  est  la 
conséquence  à  laquelle  M.  Beltrami,  M.  Parker  et  M.  Duhem  sont 
parvenus  simultanément  dans  des  recherches  indépendantes. 

Mais  s'il  n'existe  pas  de  corps  diamagnétiques  proprement  dits, 
comment  expliquer  que  certains  corps  soient,  en  apparence,  dia- 
magnétiques? On  est  contraint  de  reprendre  une  ancienne  hypo- 
thèse d'Edm.  Becquerel  que  les  physiciens  avaient  peu  à  peu 
abandonnée  :  l'éther  dans  lequel  tous  les  corps  sont  plongés  est 
magnétique,  et  un  corps  semble  magnétique  ou  diamagnétique 
selon  qu'il  est  plus  ou  moins  magnétique  que  l'éther  qui  l'envi- 
ronne. 

La  discussion  de  cette  hypothèse  amène  M.  Duhem  à  développer 
plus  complètement  qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'ici  l'étude  des  lluides 
aimantés  et  des  corps  qui  y  sont  plongés.  Il  montre,  en  particu- 
lier, que  certaines  expériences  amènent  à  regarder  Féthcr  comme 
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un  corps  non  sniilrmcnl  ni.*ii;n('l  i(|iio,  mais  doiir  do  force  coiir- 
citivc. 

Signalons  cncoio  dans  ce  JJvrc;  la  dcmonsUalion  générale  de  ce 
beau  lh('oix'nic,  énoncé  par  M.  Thomson,  qu'w/î<?  masse  iiiafj^nê- 
ti(jU(\  placée  en  jïrrsence  (V aimants  pcrmanciiLs^  ne  peut  être 
en  ('(lul libre  stable. 

\jV  Li\re  X  est  consacré  à  l'ctude  de  V aimantation  des  corps 
cristallisés.  Ce  problème  important  s'y  trouve  traité  en  détail,  et 
l)ien  des  formules  (jiii  serviront  dans  TcHude  des  cristaux  pjro- 
électriques  et  pié/o-électri([ues  y  sont  établies. 

Les  calculs  auxquels  conduit  la  théorie  des  corps  diélectriques 
ont  des  relations  si  étroites  avec  les  calculs  de  la  théorie  des  corps 
magnétiques  qu'un  seul  Livre,  le  Livre  XT,  suffit  à  M.  Duhem 
pour  développer  la  théorie  la  plus  complète  dont  les  diélectri- 
ques aient  fait  l'objet  jusqu'ici.  Il  montre,  en  particulier,  com- 
ment, dans  certains  milieux  cristallisés  pour  lesquels  deux  direc- 
tions, inverses  l'une  de  l'autre,  n'ont  pas  des  propriétés  physiques 
identiques;  les  propriétés  diélectriques  sont  modifiées  et  donnent 
lieu  aux  phénomènes  pyro-électriques  et  piézo-électriques.  11  rat- 
tache ainsi,  d'une  manière  rationnelle,  aux  propriétés  générales 
des  corps  diélectriques  les  lois  des  phénomènes  pyro-électriques 
et  piézo-électriques.  Les  formules  qui  expriment  ces  lois  sont  iden- 
tiques à  celles  qu'ont  admises  j\L  Voigt  et,  après  lui,  MM.Riecke, 
Pockels  et  B.  Ëlie. 

Le  Livre  XII,  consacré  aux  déformations  des  corps  polarisés, 
est  un  de  ceux  qui  attirèrent  le  plus  vivement  l'attention  des  phy- 
siciens par  la  nouveauté  des  théories  qui  y  sont  exposées.  Il  s'agit 
d'étudier  les  lois  de  l'équilibre  intérieur  d'un  fluide  ou  d'un  so- 
lide polarisé.  Maxwell  a  donné,  au  sujet  de  cet  équilibre,  une 
théorie  célèbre.  D'après  lui.  à  l'intérieur  d'un  fluide  polarisé,  les 
lois  classiques  de  l'Hydrostatique  sont  profondément  modifiées  ; 
la  pression  hydrostatique  n'est  plus,  en  toute  circonstance,  nor- 
male à  l'élément  sur  lequel  elle  s'exerce,  ni  indépendante  en  gran- 
deur de  l'orientation  de  cet  élément;  elle  varie  en  grandeur  et  en 
direction  avec  l'orientation  de  l'élément  au  point  de  donner  une 
pression  pour  les  éléments  tangents  aux  lignes  de  force,  et  une 
tension  pour  les  éléments  normaux  aux  lignes  de  force. 

Cette  théorie  a  fait  l'objet  de  controverses  nombreuses.  Tandis 
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que  MM.  Helmliollz,  KirchliofT,  etc.  clierchaienL  à  étendre  les  for- 
mules de  Maxwell  au\  fluides  compressibles  et  aux  solides  iso- 
tropes, M.  Beltrami  et  M.  Brillouin  chercliaient  à  définir  un  sys- 
tème de  déformations  compatibles  avec  de  telles  pressions  ;  mais 
ils  aboutissaient  à  cette  conclusion  ([u'iin  tel  système  n'existe  pas. 

Les  contradictions  auxquelles  étaient  parvenus  ces  deux  auteurs 
étaient-elles  apparentes  ou  réelles?  La  plupart  des  auteurs  n'iié- 
sitaient  pas  à  les  regarder  comme  des  paradoxes  qui  seraient  un 
jour  expliqués.  Pour  résoudre  la  difficulté,  ■NL  Duliem  reprend, 
dès  ses  débuts,  1  étude  des  pressions  au  sein  des  milieux  polarisés, 
en  suivant  la  rigoureuse  mélbode  de  Lagrange  qu'il  a  développée 
dans  son  cours  déjà  cité  d'liydrodynamif(ue.  il  obtient  ainsi,  pour 
définir  la  pression  à  l'intérieur  d'un  fluide  ou  d'un  solide  polarisé, 
des  lois  très  simples  entièrement  dilTérentes  de  celles  qu'a  indi- 
quées Maxwell.  Ainsi,  à  l'intérieur  d'un  fluide  polarisé,  la  pres- 
sion est  en  tout  point  normale  à  l'élément  sur  lequel  elle  agit  et 
indépendante,  en  grandeur,  de  l'orientation  de  cet  élément. 
M.  Duhem  établit  ensuite  les  relations  qui  existent  entre  les  dé- 
formations d'un  milieu  polarisé  et  la  pression  à  l'intérieur  de  ce 
milieu,  relations  qui  n'ont  pas  la  même  forme  qu'au  sein  dun 
milieu  non  polarisé.  Enfin,  reprenant  la  démonstration  des  équa- 
tions de  Maxwell  sous  la  forme  donnée  par  M.  Helmholtz,  il 
marque  le  point  précis  où  cette  démonstration  cesse  d'être  exacte. 
Ce  Cliapitre  remarquable  de  l'Ouvrage  de  ^L  Duhem  ne  sera  pas 
sans  soulever  des  discussions  parmi  les  admirateurs  de  Maxwell. 

Dans  un  dernier  Chapitre,  l'auteur  fait  voir  comment  là  théorie 
de  la  déformation  électrique  s'étend  aux  corps  cristallisés  et  com- 
ment, en  particulier,  dans  l'étude  des  cristaux  hémièdres,  inter- 
viennent certains  termes  qui  rendent  compte  des  phénomènes 
prévus  par  ^L  Lippmann  et  observés  par  MM.  Curie.  Les  for- 
mules auxquelles  il  ])arvient  concordent  avec  celles  qu'ont  ad- 
mises M.  Pockels  et  M.  B.  Élie. 

Troisœmk  \  oLiMF..  —  Les  cou/ants  linéaii'es.  —  Dans  les 
démonstrations  de  l'Electrodynamique,  on  fait  un  continuel  usage 
des  théorèmes  relatifs  aux  intégrales  curvilignes.  Pour  éviter 
toute  confusion  entre  les  difficultés  d'ordre  mathématique  et 
d'ordre   physique,  M.  Duhem  consacre  d'abord  quatre  Chapitres 
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1res  uourris  aux  propriétés  csscnliellcs  des  inlt'<^rales  curvilignes. 

Le  Livre  XI il  traite  de  V Induction  rlcclrodynamlque  qui 
s'exerce  entre  des  courants  linéaires  quelconques.  Pour  des  rai- 
sons de  fond  (jiril  dévelo|)|)e  dans  un  Chapitre  spécial,  l'auteur  a 
jugé  nécessaire  de  renverser  l'ordre  classique  et  d'étudier  l'induc- 
tion avant  d'ahordci'  la  théorie  des  forces  électrodynamiques.  Ln 
petit  nombre  d'hypothèses  très  simples  et  qui  se  présentent  en 
quelque  sorte  d'elles-mêmes  lui  permettent  d'établir  la  loi  élé- 
mentaire de  rinduction,qui  se  trouve  coïncider  avec  celle  d'Helm- 
holtz.  Après  avoir  appliqué  cette  loi  aux  divers  problèmes  qui  se 
présentent  dans  l'étude  des  courants  uniformes,  M.  Duhem,  dans 
un  Appendice,  fait  une  critique  comparée  des  nombreuses  lois 
d'induction  qu'ont  proposées  les  divers  auteurs. 

La  loi  de  l'Induction  électrodynaraique,  jointe  à  une  autre  loi 
qui  peut  être  regardée  comme  une  généralisation  de  la  loi  de 
Joule,  fournissent  l'expression  de  l'énergie  interne  d'un  svstème 
oi\  circulent  des  courants  et  la  loi  des  actions  électrodjnamiques. 
Ici  se  présente  une  proposition  paradoxale  qui,  bien  que  souvent 
entrevue,  n'avait  peut-être  jamais  été  mise  en  pleine  lumière.  Les 
actions  électrodynamiques,  qui  s'exercent  entre  les  éléments  d'un 
système,  admettent  un  potentiel,  comme  les  actions  de  gravité, 
les  forces  capillaires,  électriques,  etc.  Mais,  tandis  que  le  poten- 
tiel relatif  à  toutes  ces  forces  entre  avec  son  signe  dans  la  somme 
de  termes  qui  compose  l'énergie  interne  du  système,  le  potentiel 
électrodynamique  figure,  lui  aussi,  dans  cette  énergie,  mais  change 
de  signe.  Dans  le  Livre  XIV  (Forces  électrodyjianiicjues)^ 
M.  Duhem  discute  en  détail  les  raisons  thermodynamiques  qui 
rendent  compte  de  ce  paradoxe  et  justifie  ainsi  le  plan  suivant 
lequel  il  a  construit  son  troisième  Volume*,  puis  il  développe  les 
lois  des  actions  électrodynamiques  qui  s'exercent  soit  entre  des 
courants  quelconques,  soit,  ce  qui  constitue  un  cas  particulier, 
mais  le  seul  accessible  à  l'expérience,  entre  des  courants  uni- 
formes. 

Dans  l'enseignement  traditionnel,  les  lois  des  forces  électrody- 
namiques font  l'objet  d'une  démonstration  directe.  Pour  ne  pas 
laisser  ignorées  du  lecteur  ces  questions  classiques,  M.  Duhem 
leur  consacre  un  Appendice  où  il  discute  les  démonstrations  de 
la  loi  d'Ampère  données  par  Ampère  et  M.  Bertrand. 

Les  actions  mutuelles  des  coujcints  uniformes  et  des  aimants 
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comnLcnl  parmi  celles  donl  I  exposé,  LeI  cpTon  le  j)résenle  d'ordi- 
naire dans  l(;s  Irailés,  prèle  le  plus  à  la  eiiLi(|UC.  (^cL  exposé  est 
calcjué  prescpie  toujours  sui-  riiisLori([U(!  où  l'élcctrodjnarni(jue  et 
l'élcctromagnélisme  s'enclievelrcnl  |)erpéluellcinent.  M.  JJuliem, 
au  eoulraire,  et  c'est  l'objet  du  Livre  XV,  traite  directement 
l'électroinagnétisme  indépendamment  de  rc'Iectrodjnamique.  Les 
rapports  qui  apparaissent  entre  les  résultats  de  ces  deux  sciences 
prennent  ainsi  une  signification  pins  claire  et  plus  précise. 

Au  Livre  XV  est  joint  un  Appendice  subslanti(d,  où  M.  iJuliem 
indique  les  idées  fondamentales  qui  ont  présidé  au  choix  des  di- 
vers svstèmes  d'unités  électriques.  Les  physiciens  liront  avec 
grand  intérêt  ces  quelques  pages  à  la  fois  très  élémentaires  et  très 


rigourenses, 


Le  Livre  XVI  et  dernier  est  rempli  par  l'étude  des  actions  qui 
s'exercent  entre  les  courants  non  uniformes  et  les  aimants.  Il 
débute  par  hi  démonstration  directe  de  cette  proposition  qui  do- 
mine le  reste  du  Livre  :  Tandis  que,  dans  les  autres  parties  de  la 
Physique,  un  élément  magnétique  peut  toujours  être  regardé 
comme  équivalent  à  deux  masses  magnétiques  égales  et  de  signe 
contraire  placées  en  deux  de  ses  points,  cette  conception  condui- 
rait à  des  résultats  inadmissibles  lorsque  des  courants  non  uni- 
formes sont  en  présence  d'aimants.  Force  est  donc  de  rejeter  ce 
mode  de  représentation  des  éléments  magnétiques  pour  les 
définir  seulement  par  la  grandeur  et  la  direction  de  leur  aiman- 
tation. 

L'analogie  d'un  élément  magnétique  et  d'un  petil  courant  fermé 
qui  se  présentait,  au  l^ivre  XV,  comme  une  conséquence  des 
théories  développées  dans  ce  Livre,  devient  alors  l'hypothèse 
fondamentale  sur  laquelle  reposent  les  tlu'Ories  développées  au 
Livre  XVL 

Dans  sa  Préface,  l'auteur  annonce  ([ue  la  mélhodc  suivie  dans 
ce  troisième  Volume  sera  étendue  ultérieurement  à  l'étude  de  la 
propa""ation  de  l'électricité  dans  les  milieux  d'étendue  finie  en 
toute  dimension,  qu'ils  soient  conducteurs  magnétiques  ou  dié- 
lectriques. Un  travail  de  classification  et  de  sélection  dans  cette 
partie  de  la  Physique  encore  en  pleine  formation  serait,  à  coup 
sûr  d'une  haute  utilité,  et  le  quatrième  Volume  que  nous  promet 
M.  Duhem  ne  peut  qu'ajouter  à  son  Ouvrage  un  nouvel  el  grand 
élémenl  d'intérêt. 


COMPTIiS   HIùNDUS   KT   ANALVSI-S.  i5 

ÏNoiis  MOUS  s()min(\s  cIÏoimm'' ,  (l;ins  celle  analyse,  de  liadiiire 
aussi  ndèleineiil  (jiie  possihh*  I(îs  i(l('os  j^énéralcs  dr.  l'aiilein".  Il 
esl  ceiiain  (|irime  (rii\i(*  de  eelle  imporlanee  el,  (Tinie  eoneepl  ion 
si  originale  csL  appeh'e  à  soidevei"  eerlaiiies  objections.  Les  es- 
prils  (|iii  aiinenL  à  se  senlir  pi-rs  de.  Inexpérience,  ceux  aussi  (pi'in- 
tércssenl  surloul  les  mies  sur  la  nahire  niême  des  (dioses,  repro- 
cheront aux  liypolhèses  dv  Taiilenr  l(Mir  caractère  trop  général  et 
trop  conventionnel,  à  ses  groupements,  leur  apparence  artificielle 
(pii  les  fait  ressembler  à  des  classifications  plutôt  qu'à  des  asso- 
ciations nécessaires.  Il  est  clair  que,  dans  la  pensée  de  M.  Du- 
liem,  certaines  lois  élémentaires  qu'on  regarde  comme  établies 
directement  par  l'expérience  ne  sont,  au  contraire,  vérifiées  que 
dans  leurs  conséquences  assez  éloignées,  et  que,  par  suite,  une 
hypothèse  abstraite,  sur  le  potentiel  thermodynamique  par 
exemple,  est  aussi  admissible,  a  priori^  qu'une  telle  loi  pourvu 
qu'elle  entraîne  les  mêmes  conséquences.  Il  est  clair  encore  que 
M.  Duhem  réserve  un  grand  fond  de  scepticisme  aux  hypothèses 
d'ordre  métaphysique.  Mais  bien  que  ces  tendances  percent  par 
endroits,  l'Ouvrage,  dans  son  ensemble,  en  est  tout  à  fait  indé- 
pendant :  le  but  que  s'est  proposé  précisément  M.  Duhem,  et 
qu'il  a  atteint,  c'est  de  construire  une  théorie  générale  c^wi pût 
être  admise  par  tous  les  esprits  quelles  que  fussent  leurs  ten- 
dances; il  n'a  pas  naturellement  la  prétention  d'avoir  construit 
celle  qu'ils  auraient  préférée  à  toute  autre. 

Pour  ce  qui  est  de  la  forme  même  du  Livre,  tous  les  lecteurs 
seront  frappés  par  le  développement  naturel  des  propositions  et 
des  théories,  par  la  marche  uniforme  des  raisonnements.  Ces 
procédés  systématiques  de  démonstration  entraînent,  en  même 
temps  que  des  avantages  essentiels,  certains  défauts  (longueurs, 
introduction  de  formules  intermédiaires  sans  application,  etc.), 
et  ces  défauts  choqueront  quelquefois  ceux  qui  mettent  au-dessus 
de  tout  l'élégance  et  la  brièveté.  Mais  ces  qualités  n'étaient  pas 
celles  qui  importaient  le  plus  ici,  et  la  méthode  invariablement 
analytique  à  laquelle  M.  Duhem  s'est  tenu  donne  à  son  Livre  un 
véritable  caractère  de  puissance  et  d'unité. 

Les  lecteurs  ne  seront  pas  sans  admirer  aussi  l'érudition  peu 
ordinaire  de  l'auteur.  Les  renvois  bibliographiques  qui  accompa- 
gnent le  texte  permettent  de  compléter  sans  peine  la  «littérature» 
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de  loiites  les  questions  Irailées.  Mais,  quel  que  soit  rinlérèl  que 
présente  en  elle-même  chacune  des  théories  partielles,  le  fait  de 
les  avoir  rassemblées  d'une  manière  logique  constitue  le  princi- 
pal mérite  du  nou\cau  Traité.  Dans  un  amas  de  connaissances 
aussi  confus  que  celui  de  la  science  électrique,  c'est  un  [)récieux 
avantage  que  de  pouvoir  étudier  les  choses  «  en  ordre  »,  lors 
même  que  cet  ordre,  comme  le  dit  l'auteur,  ne  serait  pas  le  seul 
possible,  lors  même  ([u'on  devrait  plus  tard  en  préférer  un  autre. 
Pour  toutes  ces  raisons,  l'Ouvrage  de  M.  Duhem  a  sa  place  mar- 
quée dans  la  bibliothèque  de  tous  ceux  qu'intéressent,  à  un  point 
de  vue  (juelconque,  les  théories  de  l'électricité. 


GREENHILL.  —  Tue  applications  of  Elliptic  functioxs. 
I  vol.  in-8",  xi-357  p.  Londres,  Macmillan;  1892. 

Le  Livre  que  publie  M.  Greenhill  est  de  ceux  qui  peuvent  rendre 
de  grands  services  aux  étudiants.  On  ne  connaît  bien  une  théorie 
que  lorsqu'on  en  a  fait  des  applications  diverses.  Un  recueil  de 
questions  relatives  aux  fonctions  elliptiques,  dont  les  unes  sont 
traitées,  les  autres  simplement  énoncées,  ne  peut  manquer  d'être 
bien  accueilli  par  ceux  qui  sont  au  courant  des  éléments  de  la 
théorie  de  ces  fonctions,  et  s'il  tombe  entre  les  mains  de  quelques- 
uns  de  ceux  qui  ignorent  cette  théorie,  il  leur  inspirera  peut-être 
le  désir  de  l'étudier,  en  leur  montrant  de  combien  d'applications 
diverses,  et  dans  les  directions  de  la  Science  les  plus  divergentes, 
ces  fonctions  sont  susceptibles. 

Un  Livre  comme  celui  de  M.  Greenhill  ne  peut  guère  être  ana- 
lysé longuement  :  il  serait  naturellement  difficile  d'en  exposer  le 
plan,  et  de  montrer  comment  se  rattachent  les  divers  problèmes 
que  la  pagination  du  Livre  a  rapprochés.  Nous  nous  contenterons 
de  l'énumération  de  la  plupart  des  questions  traitées,  dans  l'ordre 
où  elles  se  trouvent,  sans  parler  de  nombreux  exemples  signalés 
par  l'auteur  :  cette  énumération,  si  sèche  qu'elle  soit,  suffira  assu- 
rément à  faire  comprendre  l'intérêt  du  Livre  de  M.  Greenhill. 

Pendule  simple.  —  Surface  de  M.  Schwarz  ayant  pour  ('(pialioii 
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eux -\- cny -\- en  z -\- cnx  cny  cnz  =.  i).  —  Inlé<j;rales  ellipli([ues 
de  j)renn(''re  esprcc.  —  lJ(''^(;nére.scoiice.  —  ]'\)ncLioiis  de  JNl.  VVcior- 
slrass.  —  (^irapliique  des  fondions  elliptiqnes.  —  Applications 
dynamiques  diverses.  —  Formes  de  potentiel  conduisant  à  des  tra- 
jectoires ou  à  des  courbes  funiculaires  où  les  fonctions  elliptiques 
interviennent  simplement.  —  Parallélogramme  de  Watt.  —  Pen- 
dule composé.  —  Courbe  élasti(pie  plane.  —  Lignes  de  Sumnersur 
les  Cartes  de  Mercator.  —  Courbe  funiculaire  d'égale  résistance. 

—  Lignes  géodésiques  sur  la  surface  caténoïde.  —  Rotation  d'un 
corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  —  Surfaces  de  révolution 
applicables  sur  la  sphère.  —  Théorème  d'addition.  —  Polygones 
de  l^oncelel.  —  Forme  algébrique  du  théorème  d'addition.  — 
Théorème  d'Abel.  —  Intégrales  elliptiques  de  deuxième  espèce; 
théorème  d  addition.  —  Théorème  de  Fagnano.  —  Intégrales 
elliptiques  de  troisième  espèce.  —  Pendule  d'Euler.  —  Intégrales 
ellipliques  en  général.  —  Chaîne  qui  tourne  autour  d'un  axe.  — 
Elastique  gauche.  —  Pendule  sphérique.  —  Représentation  géomé- 
trique du  mouvement  d'un  corps  solide  d'après  Mac-Cullagh, 
Siacci,  Gebbia,  Sjlvester,  Darboux,  Mannheim.  —  Addition  des 
intégrales  elliptiques  de  troisième  espèce.  —  Intégrales  pseudo- 
elliptiques. —  Points  d'inflexion  de  Iherpolodie.  —  Gyroscopes. 

—  Trajectoire  d'un  projectile  pour  une  loi  cubique  de  la  résistance. 

—  Double  périodicité.  —  Ovales  de  Descartes.  —  Surfaces  homo- 
focales.  —  Equation  de  Lamé.  —  Décomposition  en  produits  infinis 
et  en  séries  de  fractions;  interprétation  physique.  —  Influence  de 
deux  sphères  électrisées.  —  Mouvements  vorticellaires.  —  Kaléi- 
doscopes. —  Transformation  des  fonctions  elliptiques;  interpré- 
tation physique.  — Transformation  de  Landen.  —  Transformation 
des  fonctions  2r.  —  Equations  modulaires.  —  ^lultiplication,  mul- 
tiplication complexe. 

Ces  diverses  matières,  et  d'autres  encore,  sont  répandues  dans  dix 
Chapitres.  Enfin  un  Appendice  est  consacré,  pour  la  plus  grande 
[)artie,  à  l'étude  du  mouvement  d'un  corps  solide  dans  un  liquide 
indéfini  et  sans  frottement.  J.  T. 


BuN.  des  Sciences  niatlwin.,  -i*  série,  t.  W'It.  (Jiiii\ior  iS()3.; 
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BACILMANN.  —  Die  Elemextr  der  Zahlentiieorie.   i  vol.  in-8°;  xn-'264  p. 

Leipzig.  Teubncr;  1892. 

M.  Bachmann,  bien  connu  par  le  Livre  qu'il  a  publié  il  y  a  vingt 
ans  sur  la  division  du  cercle,  nous  donne  aujourd'hui  des  éléments 
de  la  théorie  des  nombres  qui  ne  peuvent  mancjuer  d'être  bien 
accueillis.  Assurément,  les  admirables  leçons  de  Lejeune-Dirichlet 
qu'a  publiées  M.  Dedekind  n'ont  pas  vieilli  et  il  ne  peut  être 
question  de  les  remplacer;  mais  on  peut,  sur  quelques  points,  faire 
autrement  que  n'ont  fait  l'illustre  maître  et  son  éminent  disciple; 
en  outre,  même  dans  un  livre  élémentaire,  il  y  a  lieu  de  tenir 
compte  de  quelques  progrès  récents,  dus  en  grande  partie  à  Kro- 
neckcr.  C'est  ce  qu'a  fait  M.  Bachmann,  et  sans  doute  on  lui  en 
saura  gré. 

Son  Livre  comprend  une  Introduction  et  quatre  Chapitres. 

L'Introduction  est  relative  à  la  notion  de  nombre  entier  positif 
ou  né^alif  et  aux  opérations  d'addition,  de  soustraction  et  de  mul- 
tiplication. 

Le  premier  Chapitre  concerne  la  divisibilité.  L'auteur  reproduit 
la  démonstration  qu'a  donnée  Poinsot,  dans  ses  Réflexions  sur  les 
principes  fondamentaux  de  la  théorie  des  nombres  [Liou^ille, 
t.  X,  p.  i),  des  propositions  fondamentales  de  cette  théorie.  Cette 
démonstration,  fondée  uniquement  sur  la  périodicité  des  restes  de 
la  division  par  n  des  termes  de  la  suite  o,  a,  ia^  3«,  ...,  et  qui 
permet  d'établir  directement  le  fait  qu'un  nombre  qui  divise  un 
produit  de  deux  facteurs  et  qui  est  premier  avec  l'un  d'eux  divise 
l'autre,  ainsi  que  la  relation  entre  le  plus  petit  commun  multiple 
de  deux  nombres  et  leur  plus  grand  commun  diviseur,  mérite  à  coup 
sûr  de  n'être  pas  aussi  oubliée  dans  l'enseignement  qu'elle  paraît 
Têtre.  M.  Bachmann  suit  d'ailleurs  l'exposition  de  Poinsot  qui  est 
liée  à  la  considération  des  polygones  réguliers.  Signalons  encore 
quelques  remarques  intéressantes  sur  la  recherche  de  la  plus  haute 
puissance  d'un  nombre  premier/?  par  laquelle  on  puisse  diviser  le 
produit  des  n  premiers  entiers,  la  démonstration  du  théorème  de 
M.  Catalan,  d'après  lequel  le  rapport 

o.a\ih\ 
a\  b\  {^a  -^  b  \\ 
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est  (Milici-,  (Miliii  la  (h'inouslral ion  lirs  simple  de  celle  j)roposilioii  : 
l^orscjue  les  deux  ronclions  imnK'-ricjiies  ./(/'),  '^(//)  jouissent  de  hi 
propiMelé 

où  (i  esl  un  dix  isoMi'  (pieleoiKjue  de  //,  on  a 

,(,o=/(.)-i:/(;0.-2/(7^)-:s/(^)-- 

en  désignant  par/?,  /?',  />",  ...  les  facteurs  premiers  distincts  de  n. 

La  seconde  section  se  rapporte  aux  congruences.  On  y  trouvera 
la  notion  généralisée  de  module  et  de  congruence,  d'après  M.  Dede- 
kind  :  un  module  est  un  ensemble  de  nombres  tel  que  la  somme  ou 
la  diflerence  de  deux  nombres  quelconques  de  l'ensemble  appar- 
tienne encore  à  l'ensemble;  une  congruence  entre  deux  éléments  [x 
et  |Jt.'  exprime  que  la  différence  de  ces  éléments  appartient  audit  en- 
semble. Cette  notion  sert  à  l'auteur  pour  établir  les  propriétés  fonda- 
mentales d'une  congruence  (au  sens  ordinaire)  de  degré  quelconque. 
On  j  remarquera  aussi  l'exposition  très  clairement  faite,  malgré  le 
haut  degré  d'abstraction  que  comporte  le  sujet,  de  la  façon  dont 
M.  Rronecker  [Monatsberichte,  1870)  a  montré  qu'on  pouvait 
représenter,  au  moyen  d'éléments  fondamentaux,  tous  les  éléments 
d'un  groupe  fini,  lorsque  la  multiplication  est  commutative.  La  no- 
tion et  l'existence  des  racines  primitives  d'un  nombre  premier/?  sont 
une  conséquence  immédiate  du  théorème  de  M.  Kronecker,  dont  le 
lecteur  trouve  ainsi  immédiatement  une  application  simple  et  im- 
portante. 

Le  troisième  Chapitre  est  consacré  à  la  théorie  des  restes  quadra- 
tiques et  en  particulier  à  la  loi  de  réciprocité.  On  j  trouvera  un 
intéressant  résumé  des  recherches  historiques  (Kronecker,  Mo- 
natsberichte,  i8-5),  d'après  lesquelles  il  semble  bien  que,  malgré 
les  affirmations  de  Gauss,  ce  soit  à  Euler,  plutôt  qu'à  Legendre, 
qu'on  doive  reporter  la  gloire  d'avoir  énoncé  le  premier  cette  loi 
célèbre.  Kronecker  insinuait  même  volontiers  quelques  doutes  sur  la 
bonne  foi  de  Legendre  et  de  Gauss.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  reste  tou- 
jours à  Legendre  un  essai  de  démonstration,  incomplète  à  la  vérité, 
qui  n'en  était  pas  moins  un  effort  considérable.  Après  avoir  donné 
quelques  indications  sur  la  façon  dont  on  peut  classer  les  diverses 
preuves  de  la  loi  de  réciprocité,  l'auteur  expose  celle  de  ^L  Zeller 
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{ Monal^hrilvhlc,   '^7-^)  <|"'  r<'siill<'  lî"<''s  .sii)ij)leinenl  du  leninic  de 

Gaiiss,  ]'(;xl(Misi()n  si  nalmclle  de  ce  leiiime  ;ni  sjinl)ole  (      )  géiiéM'a- 

lis(',  (|ii(;  l'on  doit  à  M.  Sclicrin"  el  à  Kvouacker (Afonatsberichte, 
i(S-()),  ainsi  que  les  dénionslralions  (jue  ces  auteurs  onl  tirées  de 
celle  géiiéralisalion  [Acta  mat  lie  ma  lie  a,  l.  I;  Slizangsherlclite, 
1884);  la  loi  de  i'(''ei|)!'ocilé  élail  pour  Kronecker  un  sujel  de  pré- 
dileclion,  sur  le(piel  il  est  revenu  souvenl  pour  j  porler  chaque 
fois  une  lumière  plus  complète.  On  trouvera  dans  le  Livre  de 
M.  naclnnaun  une  bonne  [)arlie  de  ses  recherclies.  Sij^nalons  encore 

la  l'è^le  (ri'^isensleln   |)our   la  ch'lei'minalion  du   symbole  (  — )   au 

moyen  de  l'al^^orillime  des  fractions  coulinues. 

l.e   fpialrième    Chapitre    se    rap[)orte   aux  formes   ([uadratiques 

binaires  pro|)rement  primitives.  C'est  au  point  de  vue  exclusif  de 

la  représentation   d'un  nombre  par  une   telle  forme  ([ue  se  place 

l'auleur,  (pii  ne  traite  des  formes  équivalentes  que  comme  consé- 

(pience  des  recherches  sur  la  représentation.  L'autre  marche,  qui 

consiste  à  partir  de  la  substitution  aux  indéterminées  de  la  forme 

d'aulres  indéterminées  qui  leur  soient  liées  linéairement,  lui  paraît 

trop  al<;ébrique.  C'est  se  montrer  bien  scrupuleux,  d'autant  que,  à 

vrai  dire,  la  distinction  entre  TAl^jèbi-e  et  l'Arithmétique  n'est  pas 

ici  bien  nette,  et  que,  malgré  tout,  l'identité  qui  rattache  chaque 

représentation  d'un  noml)re  m  par  une  forme  (rt,  ^,  c)àune  racine 

de  la  congruence 

^2^  1)1 —  ac(niod//i) 

lire  son  origine  de  la  transformation  des  formes.  Cette  observation 
ne  comporte  d'ailleurs  aucune  critique  de  la  marche  adoptée  par 
M.  Bachmann  qui  est  aussi  simple  que  naturelle  :  elle  consiste  à 
ramener  le  problème  de  la  transformation  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion de  Pell  (qu'il  conviendrait,  connue  il  l'observe,  d'appeler  plutôt 
équation  de  Fermât);  le  problème  est  alors  entièrement  résolu  pour 
les  formes  à  déterminant  négatif.  Pour  les  formes  à  déterminant 
positif,  la  belle  étude  que  Dirichlet  a  faite  de  celte  équation  donne 
la  solution  du  problème.  La  notion  d'équivalence  de  deux  formes 
de  même  déterminant  s'introduit  alors  comme  résultant  de  la  pro- 
priété de  représenter  les  mêmes  nombres,  par  des  représentations 
attachées  à  la  même  racine  de  la  congruence  précédente.  La  notion 
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(le  loi-iur  rcMliiilr,  d 'aillciiis  loiilc  d  illV'r<'nl<'  <!(■  crllr  <|ii  oui  d ('<; 

(liiiiss  cl  I  )lri('lil('l ,  se  ia|)|)i()cli;iiil  an  coiil  raiic  du  |)(»iiil  de  vue 
adoph'  pai-  M.  Hcrmilc  {(^rrllc,  I.  10).  |)ciii)(l  (raiiiNcr  à  celle 
nronosilioii  :  Le  nombre  de  (dasscs  de  loiin(">  (Min  i\  alen  les  de  dc'-lcr- 
nnnanl  donne*  esl  liniilc'.  li'anlein-  Iraile  en^nile  de  la  composition 
des  foriiKîS  :  celle  comj)osili()n  ponsanl  «'ire  i-e^ard('c  comme  une 
Miull  i|)lical  ion  commnlalive  lui  pcrnu-l  de  donnei*  nnc  nonvcdie 
application  du  llH'orènie  d(î  M.  Kronetlvcr  sni'  l(;s  «groupes  (inis  à 
iuulti[)licalioii  conimnlatlve. 

Enfin  M.  I^aclimaini  termine;  son  IJ\rc  en  cx|)osanl  une  des  (h'- 
nionslrations  de  la  loi  de  ic'ciprocité  (pic  l'on  doiL  à  M.  Knminci". 

.1.   V. 


ARNAUDiiAU  (A.),  ancien  l'Jèvo  de  l'École  PoIn  tcciini<iue,  ]ncnil)rc  aLi;réii;6 
de  rinstitut  des  Actuaires  français,  chef  du  Bureau  de  Slatisli(|u(>  de  la 
Comj)aij;nie  générale  transatlantique,  membre  de  la  Société  de  Statistique 
de  Paris.  —  Guide  dks  Emprunts.  Taiilks  dks  valklus  intiuxskqi :i:s  kt 

DURÉES     PROBABLES    DES    OBLKJATIOXS    DE    JOo'^'     POUR    TOUTES    LES      EPOQUES 

DE  l'emprunt  et  A  TOUS  LES  TAUX  USUELS,  suivies  dcs  Tables  loi^drit/t- 
miques  pour  le  calcul  de  l'intérêt  compose',  des  annuités  et  des  amortisse- 
ments, et  précédées  d'un  texte  explicatif,  ln-4.  avec  figures  et  i  Tai)leaux 
graphiques.  Paris,  Gauthier- Villars  et  fils;  1892.  Prix  :  «j*^'. 


EXTRAIT  DU  RAPPORT 

PRÉSENTÉ   A  l'institut  DES  ACTUAIRES  FRANÇAIS  SUR  LE  PRÉSENT  OUVRAGE 

(  Séance  du  18  février  1892.  ) 

Le  Livre  de  M.  Arnaudeaii  comprend  deux  Parties  d'inégal  dé- 
veloppement :  le  texte  préliminaire  explicatif  et  les  Tables  pro- 
prement dites. 

Dans  la  première  Partie,  l'auteur  rappelle  très  brièvement  les 
formules  qu'il  a  prises  pour  base  de  la  construction  de  ses  Tables. 
En  outre,  il  explique  l'usage  pratique  et  les  applications  de  ces 
dernières.  M.  Arnaudcau  se  trouve  ainsi  amené  à  exposer  les  prin- 
cipes fondamentaux  du  calcul  des  intérêts  composés,  des  annui- 
tés, de  l'amortissement  et  de  la  parité  des  obligations,  et  il  a  su 
résumer,  en  quelques  pages  substantielles  et  concises,  cet  exposé 
classique,  mais  indlsj)cnsable. 


22  PHEMIÈIin:  PARTIE. 

La  seconde  Partie  du  vol  urne  renferme  douze  Taljles  exLrême- 
meut  utiles.  Je  me  contenterai  de  signaler  en  passant  les  trois 
dernières  (Tables  VJlï,  IX  et  X),  qui  sont  la  reproduction  textuelle 
des  excellentes  Tables  logaritbmiques  de  M.  Eugène  Pereire  pour 
les  calculs  d'intérêts  composés  et  d'annuités.  L'éloge  de  ces  Ta- 
bles n'est  plus  à  faire  depuis  longtemps;  elles  jouissent  aujour- 
d'Iiui  d'une  réputation  presque  universelle.  En  les  re[)roduisant, 
M.  Arnaudeau  contribuera  certainement  encore  à  leur  vulgarisa- 
tion et,  par  cela  même,  il  aura  rendu  un  signalé  service  aux  cal- 
culateurs (inanciers. 

r^a  Table  A  fournil  la  vie  probable  des  titres  d'un  emprunt,  en 
fonction  du  taux  et  du  nombre  total  d'années  réservées  à  l'amor- 
tissement. Cette  Table  est  employée  quelquefois  dans  les  estima- 
tions approximatives.  Mais  les  pages  les  plus  importantes,  celles 
qui  donnent  à  l'Ouvrage  son  cachet  d'originalité,  son  utilité  in- 
contestable, ce  sont,  à  mon  avis,  celles  qui  renferment  les  huit 
Tables  relatives  aux  parités  d'obligations  (Tables  I,  II,  II  bisj  III, 
IV^,  V,  VI  et  VU).  Elles  présentent  les  valeurs  actuelles  d'une 
obligation  de  5oo*'  dont  le  taux  nominal  varie  de  2  '/o  à  6  pour 
ioo,  pour  des  taux  réels  croissant  par  '/g  de  2  '/o  à  7  pour  100. 
Dans  les  Tables  I  à  VII,  les  intérêts  sont  supposés  payables  par 
année.  Dans  la  Table  II  bis^  au  contraire,  l'auteur  a  évalué  les 
intérêts  payables  par  semestre,  à  raison  de  i  '/2  pour  100  pour 
chaque  coupon,  soit  3  pour  100  par  an. 

L'idée  de  construire  des  Tables  de  [)arités  pour  les  obligations 
n'est  pas  absolument  nouvelle.  Le  savant  actuaire  Ilippolyte 
Gharlon  a  placé  deux  de  ces  Tables  à  la  fin  de  chacun  des  Ou- 
vrages intitulés  Théorie  mathématique  des  opérations  finan- 
cières et  Théorie  élémentaire  des  opérations  financières.  Mais 
elles  n'ont  été  calculées  qu'au  seul  laux  nominal  3  pour  100, 
avec  coupons  annuels  ou  semestriels.  Elles  ne  correspondaient 
donc  qu'aux  Tables  II  et  II  bis  de  M.  Arnaudeau.  En  outre,  le 
nombre  des  taux  réels  était  moins  élevés.  Ces  laux  variaient  seu- 
lement de  3  •/»  à  G  pour  100  dans  le  cas  des  coupons  semestriels, 
et  de  4  "/s  à  6  pour  100  dans  le  cas  des  coupons  annuels.  Le  mé- 
rite incontestable  de  M.  Arnaudeau  est  d'avoir  donné  à  ses 
calculs  un  tel  développement  que  lous  les  cas  pratiques  soient 
aujourd'hui    prévus,    au    moins  pour   les    obligations    à  coupon 
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annuel.  C'est  là  certainemcnl  un  rrsiiltat  (riiric  iinporlancc 
extrême. 

H  faudrait  à  présent  établir  les  valeurs  réelles  des  obli^^alioris, 
déduction  i\ùU)  des  iiiipols  <|iii  fi;i|)[)ent  en  France  les  lil!(;s  mo- 
biliers. Une  sini|)l(*  Icelnie  fournirait  alors  le  taux  réel  corres- 
pondant à  un  (*()urs  donne-,  et  réciproquement.  Aujourd'luii  la 
solution  de  ("es  deux  problèmes  e\i^(;  encore  un  calcul  prc'alable. 
Mais  il  est  juste  de  rap|)eler  combien  les  Tables  de  AI.  Ainaudeau 
facilitent  ce  calcul.  Espérons  que  notre  collègue  ne  reculera  [)as 
devant  un  nouveau  labeur  et  (pi'il  nous  donnera  quebjue  jour  des 
Tables  complètes  de  la  valeur  corrii;ée  des  obligations  ('). 

Le  volume  de  M.  Arnaudeau  se  termine  par  deux  IMancbes  fort 
intéressantes.  La  première  est  un  Abaque  qni  reproduit  graphi- 
quement les  résultats  contenus  dans  la  Table  IL  Les  diverses 
courbes  forment  une  gerbe  d'un  as])ect  original  et  |)résentent  avec 
une  grande  clarté  reffet  des  variations  du  taux  dans  les  évalua- 
tions mobilières. 

L'autre  figure  la  décomposition  d'une  même  annuité,  effectuée 
de  deux  manières  différentes,  suivant  qne  l'on  applique  le  taux 
nominal  au  capital  nominal  ou  le  taux  d'émission  au  capital  effec- 
tivement emprunté.  Des  courbes  indiquent,  dans  ces  deux  cas, 
la  répartition  de  l'annuité  entre  les  intérêts  et  les  amortissements. 
La  zone  comprise  entre  les  deux  courbes  représente  donc  le  mon- 
tant des  primes  de  remboursement.  Ce  graphique  montre  d'une 
façon  saisissante  comment  les  primes  de  remboursement  consti- 
tuent en  réalité  un  supplément  d'intérêt  capitalisé  jusqu'à  l'époque 
de  l'amortissement. 

Les  Tables  de  notre  collègue,  qui  permettent  d'économiser  le 
temps  et  la  peine  des  calculateurs  financiers,  seront  d'ici  peu 
entre  les  mains  de  tous  ceux  qui  s'occupent  des  opérations  de- 
Bourse  et  des  emprunts  publics.  Les  banquiers,  les  capitalistes, 
les  grandes  sociétés  financières  les  utiliseront  pour  les  évaluations- 


(')  Pour  répondre  au  désir  exprimé  par  M.  Léon  Marie  dans  son  Rapport^ 
nous  avons  donné  une  Table  supplémentaire  indiquant  les  coefficients  par  lesquels 
il  faut  multiplier  les  valeurs  intrinsèques  des  obligations  de  ôoo^""  3  pour  loo, 
pour  avoir  ces  mêmes  valeurs,  déduclion  faite  de  l'impôt  /j  pour  loo  sur  le  re- 
venu. Ces  coefficients  sont  indépendants  du  taux  adopté  et  peuvent  être  appliq^ués 
à  toutes  les  valeurs  des  Tables  II  et  II'"'. 
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de  Litres,  la  ivîclicrclic  rlcîs  taux  de  plaeement  el  rrlablissenienl 
des  pailles  de  valeurs.  I^oiir  nous  autres  actuaires,  l'Ouvrage  de 
M.  Arnaudeau  est  un  livre  indispensable;  il  prendra  place  sur 
notre  table,  à  coté  des  ouvrafj;es  classicpies  de  l^ereire  et  de  Yio- 
leine,  J^éon   Marik. 


]Mi:L\N(.h:S. 

EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  HERMITE; 
Pau  m.  h.  MINFvOWSkI. 

Veuillez  bien  permettre,  Monsieur,  que  je  vous  donne  un  rapide 
résumé  de  mon  Ouvrage.  La  plus  grande  partie  du  livre  traite  des 
fonctions  cû  à  n  variables  jr,,  .r^,  ...,  x^^  qui,  comme  la  racine 
carrée  d'une  forme  quadratique  positive,  satisfont  aux  conditions 

[  o(;ri,ir2,  ...,^rt)>  o,     si  l'ou  a'a  pas     a^,  =o,     :r2=o,     ...,     t,i  =  Q; 
(A)     I  ?(o,o,  .. .,  o)=  o, 

(G)  cp(— a-i,  — .2:2,   ...,— a-„)=  ?(-2"l,^2,   ...,OCn)^ 

Soient  q,,  ^oj  •  •  •  •>  v;  ii"  nombre  fini  de  formes  linéaires  à  coef- 
ficients réels  el  aux  variables  x^,  x.,^  ■  .  • ,  Xn-,  et  parmi  ces  formes 
soient  n  formes  à  déterminant  différent  de  zéro.  Soit 

^{x^yXi,  ....  Xn) 

le  maximuni  parmi  les  valeurs  absolues  de  Ç| ,  ^.>,  .  .  .,  ?v  Une  lelle 
fonction  <ï>  satisfera  évidemment  aux  conditions  d'une  fonction  cp. 

J'établis  d'abord  ce  théorème  : 

cp  élant  une  solution  quelconque  de  (A),  (B),  (C),  et  0  une  quan- 
tité positive  choisie  à  volonté,  on  peut  toujours  trouver  des  lonc- 
lions  ^  comme  je  viens  de  les  caractériser,  de  sorte  €]ue,  pour  toutes 
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1rs  valeurs  possibles  <le  ./•,,  .r^,  •  .  .,  JC,,^  on  ail 

Il  en  résiillc  f|ii<'  l'iiih'^rule  //' .  .  ,  f  dx^  dx^  •  •  .  dx,i  élcndiie 
sur  l(?  (loin  a  lue  cp(./;, ,  j;^,  .  .  . ,  .r,^)5:i  aura  toujours  une  valeui-  (h'Ier- 
[uiiH'e.  wSoii  1  celle  valeur,  .le  (léinonhc  alors  (jiie  /V>//,  peut  tou- 
jours trou\>er  des  nombres  entiers  .r,,  x.,-,  .  .  . ,  x„  pour  lesquels 
on  (lil 


(I)  o<  cp(^i,.r.2,  ...,.r«)^ — 


I 


J'ajoule  ce  lliéorènic  suppli'nicnlalre  : 

Le  cas  qu^il  n'existe  pas  de  nombres  entiers  X\^  x,^  •  •  • ,  .^//,  pour 
lesquels  on  ait 

ne  peut  se  présenter  que  chez  des   fonctions  ^  provenant  d'un 
nombre  v  de  formes  linéaires  ^2"  —  i . 

La  plus  simple  application  du  théorème  (1)  est  la  suivante  : 
5,,  ^27  •  •  •  7  v/  étant  n  formes  linéaires  à  coefficients  réels  quel- 
conques et  à  déterminant  égal  à  zt  i ,  on  peut  toujours  donnera 
X\^  x^i  .  .  ,,  Xn  des  valeurs  entières  qui  ne  s'évanouissent  pas  toutes 
et  de  sorte  que  les  valeurs  absolues  de  5i,  ?2)  •  •  •  5  ^u  soient  toutes 
<i. 

L'énoncé  plus  exact  de  ce  théorème  est  que  l'on  peut  trouver 
des  nombres  entiers  Xi^  X21  .  •  -  -,  ^n-,  qui  ne  s'évanouissent  pas  tous, 
et  de  sorte  que  les  valeurs  absolues  de  Ji?  Ç27  •  •  •?  5//  soient  toutes 
<C  I,  excepté  le  cas  où  les  formes  ?«,  ^2»  •  •  •  7  vo  P^>i'  une  subslitu- 
tion  linéaire  à  coefficients  entiers  et  à  déterminant  zh  1,  peuvent 
être  transformées  de  manière  que,  abstraclion  faite  de  l'ordre, 
elles  deviennent 

Xi,     a^iCCi -]- x-i,     ...>     «rti  jTi -i- a,i2.r2  + .  .  .4- .-T/i. 

Ainsi,  par  exemple,  <7,,  a-jy  .  .  .,  ^//_»  étant  des  quantités  réelles 
quelconques  et  T  une  quantité  >>  i ,  il  v  aura  des  nombres  entiers 
Xi.x^i  ...,x,i_i.  x,t,  parmi  lesquels  x,i  est  dilTércnt  de  zéro,  de 
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sorle  que  les  valeurs  ai)solues  de 


X, 


soient  toulcs  -<  —,  excepté  le  cas  où  T  est  un  nombre  entier,  et 

<7,,  «2  1  •  ••7  (^ii^\i  abstraction  faite  de  l'ordre,  ont  des  expressions 

T      T  T 

Tp-î  ?p|'  •••'  rp^|l|  •>   dans    lesquelles   T,,  To,    ...,  T/z-i    sont  des 

nombres  entiers  premiers  à  T. 

En  appli(piant  le  théorème  (I)  à  la  fonction  ^  qui  est  définie  à 
l'aide  des  iii  —  2  formes 

_!_  ^n  1     X fi  _^  X ,1 

^1— ai^,i=tZ   -— ,        X.i—  a^Xn-^l  —-,        --',       Xn-i~  a,i-iXn±  -;^-  ^ 

on  conclut  que  l'on  peut  toujours  trouver  des  nombres  entiers 
j;,,  .^2,  .  .  .,  •Z',i^\,  Xni  sans  diviseur  commun  et  parmi  lesquels  x,i 
est  positif,  de  sorte  que  les  valeurs  absolues  de 

Xi  Xi  Xfi  —  i 

—  ^1>        "-; ^2y        •  •  •  ) <^f^n—l 

X  II  X  fi  X  II 

soient  plus  petites  fpi'une  quantité  positive  t  choisie  à  volonté,  et 

eu  même  temps 

n  —  I 
<  :r-- 


A  l'aide  de  certaines  autres  fonctions  cp,  on  obtient  les  théorèmes 
analogues  pour  les  quantités  complexes. 

Les  théorèmes  que  j'ai  exposés  dans  ma  dernière  lettre  sont 
aussi  des  conséquences  spéciales  du  théorème  (I).  De  ce  théorème 
découlent  enfin  les  théorèmes  de  Dirichlet  sur  les  unités  com- 
plexes. 

Ensuite  j'établis  cette  généralisation  du  théorème  (1)  : 

Pour  toute  fonction  cp,  satisfaisant  aux  conditions  (A),  (B),  (C), 
on  peut  trouver  n-  nombres  entiers  Ikk  ^^  déterminant  différent  de 
zéro,  de  sorte  que  l'on  ait 

^(^M>  ^21r  •  •  •  ?  ^//l  )  'f  (^12)  ^22,   •  •  •  :•  l  ni)  •  •  •  ^  (J  \  m  ^2n,   •  •  •  ,  f  un)'-  -T  ' 

Le  déterminant  \lhh\  s>cra  alors  toujours  ^  i  .  2  .  .  .  /i. 


m(i:langes. 


•>i 


Je  fais  aussi  (jii('l(|ii('s  i(Miiat<|ii('s  sur  les  cas  cxlrèiries  (le  celle  rc- 
lalioii.  I  )('s  a|)|)li('ali(»us  (le  ce  llH'orrnic,  je  ri(;  ci  le  ici  que  ces  deux  : 

Soieul  afih{lh  Z^'  =  '  ?  '^•,  •  •  •  ?  ''  )?  ""  (juauiilés  réelles  à  délerniinant 
(lincrcnt  (le  /.cio,  cl  soit  I)  la  val(;ui'  absolue  de  ce  délerminanl.  Il 
y  aura  ou  //-  nombres  culiers  /^/^  à  délerminanl  difTérenl  de  zéro, 
de  sorle  (juc  le  sjslème  composé 


^^11 


(iit\ 


a, 


fu,. 


'm      •  •  •      '  /i/t 


On\ 


■       f>\n 


i>na 


satisfasse  à  toutes  les  n"  inégalilés 


±  ^/,,i  l^i,,i  •■■f^linn<  1^,         (/ti  =  1,  9-,  ...,  n\  h2  =  \,'i,  ...,  n\  ha  =  1,2,  ...,  n), 

ou  /i- nombres  enliers  l^i^  à  délerminanl  zh  i ,  de  sorle  que  ce  syslème 
composé,  après  une  permulalion  convenable  des  lignes,  prenne 
une  foime 


Cil 


-/il 


C[ri 


salisfaisant  aux  conditions 

ciik=  o,         A  >  /:, 

o'ichk<Chh,         h<k. 

Une   forme   quadratique    positive   à  n   variables    el  à    détermi- 
nanl  D  peut  toujours,   par  une  substitution  à  coefficients  entiers 

et  à   délerminanl  différent   de  zéro     dont  la  valeur  absolue    est 


^._,n 


r    1  + 


n 


vl 


>  être  transformée  en  une  forme  Ytbhkyhykj  satis- 


faisant aux  conditions 


^■■(■^")T 

bxibiï..  .b,i,i<     '—       D. 


Dans   un  au  Ire  Chapitre,  je  donne  une    nouvelle  démonslratioa 
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des  t,li(;()F("'iii<'s  (|ii('  Kronccker  a  étal)lls  dans  son  Mf-niolrc  Ndlie- 
rungsivelse  ganzzdkti^j^e  /i  iijlosung  llnearer  Gleickungen. 

J^nfin  j<'  |)ro('rdo  à  la  lurlluxlc  de  réduction  des  formes  quadra- 
tiques positives  que  vous  avez  donnée  en  dernier  lieu  dans  vos 
lettres  à  Jaeohi.  Il  résidte  de  vos  développements  que  l'on  peut 
transformer  toute  forme  quadratic|ue  posilive  y*  à  /z  variables  |)ar 
une  substitution  à  eoeflieients  entiers  et  à  rh'terminant  zt  i  en  une 
fonne  ^b/if^j'/ij'/f,  qui  satisfait  à  toutes  les  inégalités 

OÙ  m  esl  \\\\  des  nombres  1,2,  .  .  . ,  /i  et  oùy;,,/>2,  •  •  •  ^J^n  sont  des 
nombres  entiers  quelconques,  pour  lesquels  le  plus  grand  diviseur 
connnun  de  p,n,pni-^\-,  •  •  • , Pn  est  éi^al  à  i . 

Je  démontre  que  parmi  ces  inéi^alités  on  trouve  un  nombre  fini 
d'où  dérivent  toutes  les  autres. 

Pour  une  forme  donnée/",  il  y  aura,  en  général,  2''  '  formes  satis- 
faisant à  ces  inégalités,  et  qui  se  déduiront  d'une  seule  par  les  2" 
substitutions 

Ces  inégalités  étant  linéaires  dans  les  coefficients  b/ik,  on  en  con- 
clut que,  pour  la  somme 

Z(  t>  +  0+  /(  D  -h  '2)  +  . .  .H-  x(D  ^-  d), 

y  (A)  désignant  le  nombre  des  classes  de  formes  à  coefficients 
entiers  et  à  déterminant  A,  il  existe  nne  expression  asynq^totique 

n  -  1 

Je  démontre  que  l'on  a 

S/i  désignant  la  somme 

I  I  I 

A  l'aide  de  ce  résultat,  j'arrive  enfin  au  théorème  suivant  : 
•}(x,,  .  .  .,  x,i)  riant  une  fonction  quelconque,  continue  aux 


l'drifthlca  .r, ,  .  .  . ,  x„  cl  sdlisfaisai)!  aux  conditions  (\  )  des  fonc- 
tions '.D  [<>(/  aux  citnditions  (A)  cl  (C)],  et  I  dcsi^nant  la  va- 
leur de  r inlcLii'<(l<'  I  .  .  .  f  d.r'i  .  .  .  d.r„  étendue  sur  le  domaine 
6(.r,, . .  .,.r,/)  '1  '>/'  peut  toujours  trouver  n-  (jitantités  réelles 
(tfiff  à  détermina  ni  i,  de  sorte  que  la  relation 

ne  soit  vérifiée  par  aucun  syslénie  de  nombres  entiers  y  ^ ,  . .  .^y,,- 


En  appliquant  ce  théorrine  à  la  fonction  <h  ^sj x\  -(-... -j-  .z;J,  il 
rcsulle  une  certaine  limite  inférieme  de  la  limite  précise  du  mi- 
nimum des  formes  quadratiques  positives,  et  cette  limite  donne  lieu 
à  l'observation  suivante  : 

,3„VD  désignant  la  limite  précise  du  minimum  des  formes  qua- 
dratiques positives  à  n  variables  et  à  déterminant  D,  on  a 

Il  m      -r-^- =1. 


«^^  \  log/i 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSEE  A  M.  HERMITE; 

Pau  >F.   F.-Gomes  TK[Xian\. 

Permettez,  INLonsieur,  que  je  vous  présente  une  manière  bien 
simple  de  former  des  fonctions  analytiques  qui  admettent  pour 
espace  lacunaire  un  cercle.  Je  m'appuierai  sur  le  théorème  suivant, 
dont  on  trouve  une  démonstration  bien  simple  dans  le  Traité 
d'Analyse  de  M.  Picard  (t.  II,  p.  i38). 

Si  les  fonctions  /,  (:;),  f.>{z)^  f^[z),  . . .  peuvent  être  représentées 
par  les  développements  suivants,   dans  les  environs  du    point  Zq^ 

/i('S)  =  «o  +  «i(-  —  -o)  +«2(^  —  ^0)^  +  .  .-, 
f,{z)  =z  al  +  a'[{z  —Zf^)  -\-  a",{z  —  ^o)-  +  -  •  -, 


et  si  la  série   suivante,  que    l'on    obtient   en   remplaçant    chaque 
terme  des  ])récédenles  par  son  module  et  en  additioniianl  ensuite 


3o 

les  résultais, 
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a„\  -h  \  a, 


a'L  I  -4-  I  a'[ 


o   —   ^0 
Z  Zq 


\n',\\  z 


est  conver^ciilc  dans  les  environs  du  même  point,  le   pioduit 


/1=:1 


représente  une  fonction   holomorphe   de  z  dans   les  environs  du 
point  :?o- 

Cela  posé,  je  considère  le  produit 


(0 


n 


/?  =  2 


I  — 


n 


et  je  remarque  premièrement  que  ce  produit  est  convergent  quand 
I  3  I  >>  I ,  parce  qu'il  est  alors 


Il  m 

n  ^  as 


I  — 


Il  -i-  I 


/i-hl 


, — f  <f 


.-  l/'  +  l 


Soit  donc  I  c^o  I  >  I  •  Nous  avons,  dans  les  environs  de  ce  point, 

(  z  —  z,  )-3  ~| 

^6         ""'T 


I              r            z  —  So        n(  n  -h  \) 
I  —  n 1 


n 


et  le  théorème  précédent  fait  voir  que  le  produit  (i)  représente 
une  fonction  de  z  holomorphe  dans  les  environs  de  ^^o  quand  la 
série 


«^2       I 


I    \'' 


n)     I---1" 


i  -h  n 


n(  n  ^  •>  )  I  :;  —  ^i,  '- 


est  convergente. 


Mais  celle  sc'-nc  csl   (''(|iiival('Ml('  à  la  siiiNaiilc   : 


V 

1 

jL^  ( 

n  -.  2 

\ 

I  — 

(llll 

rsl 

conxci 

i-:;('iil(' 

(|.i 

and 

\z-z^\< 

I  — 


;o   —  '' 


parce  qiralorslc  rapport  (riiii  lerine  précédent  tend  veis  la  limite, 
inférieure  à  Tu  ni  té, 


Donc  la  série  précédente  est  convergente  dans  le  cercle  dont  le 
centre  est  le  point  d'affixe  ^o  6t  dont  le  rajon  est  égal  à  la  quantité 
positive  I  ^0  I  —  i ,  et  le  produit  (i)  représente  une  fonction  holo- 
morplie  dans  les  environs  du  point  Zçs- 

Le  point  Zç^  est  d'ailleurs  un  point  quelconque  tel  que  l'on  ait 
I  Co  I  >  I .  Le  produit  (i)  représente  donc  une  fonction  holomorphe 
à  l'extérieur  du  cercle  de  rayon  égal  à  l'unité. 

Je  remarquerai  maintenant  que  les  racines  de  la  fonction  (i)  sont 
données  par  l'équation 


I 
11 


=  1, 


en  attribuant  à  n  les  valeurs   2,  3,  4>  •••^  et  que  cette  équation 
donne 

2  ki  TC 

e    " 

(/:  =  o,  I,  9,,  ...,  Al  — i). 


I 
I 

n 


Donc  les  racines  qui  correspondent  à  chaque  valeur  de  n  peu- 
vent être  représentées  par  des  points  d'une  circonférence  de  rayon 

égal  à  et  ces  points  divisent  la  circonférence  en  n  parties 


I 

1 

11 


égales. 

Quand  n  tend  vers  l'infini,  le  rayon  de  la  circonférence  précé- 
dente tend  vers  l'unité  et  les  points  qui  représentent  les  racines  de 
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la  fonclion  (i)  aii^inenlciil  d'une  telle  manière  que,  dans  le  voi- 
sinage de  cliaque  point  delà  circonféienee  de  rayon  é<;al  à  l'unité, 
il  jaune  infinité  de  points  qui  représentent  des  racines  de  la  fonc- 
tion (i).  (domine  les  racines  des  fonctions  holoinorphes  doivent 
être  séparées  par  des  intervalles  finis,  il  n'existe  donocjuiinc  fonc- 
tion holornorphe  qui  soit  la  continuation,  à  l'intérieur  du  cercle 
de  rajon  égal  à  l'unité,  de  la  fonction  (i). 


COMPTKS   HI'INDUS   KT   ANALYSES.  33 


COMPTKS   KKNDUS   KT   ANALYSES. 


IîImvm  i:i,  CZUIU'^U.         TiiKouii:  i)i:n  Hi;()i{\(:irrLN(;sFiîiiLr:n. 
Loipzii;.  Tcubiicr.  i8()i. 

Le  lilrc  de  l'Ouvrage  de  M.  E.  C/.ubcr  en  indique  nelLemenl  la 
portée.  C'est  un  Livre  [)iirement  théoricjue.  L'auteur  s'est  proposé 
((  d'exposer  de  la  façon  la  plus  complète  et  la  plus  métliodicpje 
qu'il  lui  serait  possible  de  le  faire  les  fondements  scientifiques  et 
les  développements  de  la  théorie  des  erreurs.  11  n'est  pas  entn* 
dans  le  domaine  si  étendu  et  si  varié  des  applications  de  cette 
théorie  et  ne  s'est  pas  occupé  de  la  prati([ue  des  calculs.  11  a 
cherché  à  faire  un  Livre  utile  à  ceux  qui  veulent  connaître  la  mé- 
taphysique de  cette  théorie  et  les  questions  mathématiques  qu'elle 
soulève  et  aussi  à  ceux  qui,  ayant  à  l'appliquer,  veulent  en  con- 
naître les  bases  d'une  manière  approfondie  ». 

L'auteur  a  eu  le  courage  d'entreprendre  un  travail  des  plus 
difficiles  à  mener  à  bonne  fin.  Tous  ceux  qui  liront  son  Ouvrage 
admireront  avec  quel  talent  et  quelle  clarté  il  a  su  ordonner  et 
exposer  les  nombreux  travaux  auxquels  la  théorie  des  erreurs  a 
donné  lieu.  Mansfield  Merriman,  qui  a  publié  une  liste  de  ces  tra- 
vaux en  1877,  dans  les  Connecticut  Transactions,  t.  IV,  a  repro- 
duit les  titres  de  4^8  Ouvrages,  et  cette  liste  s'est  notablement 
allongée  depuis.  La  lecture  des  4  10  pages  du  Livre  de  M.  Czuber 
dispensera  sans  doute  le  lecteur  le  plus  scrupuleux  de  celle  d'un 
grand  nombre  de  ces  écrits  et  rendra  toujours  facile  celle  des 
autres. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  trois  parties,  consacrées,  la  première 
aux  erreurs  linéaires  d'observation,  c'est-à-dire  aux  erreurs  que 
peuvent  offrir  diverses  mesures  d'une  même  grandeur,  erreurs 
auxquelles  correspondent  divers  points  d'une  droite  si  l'on  porte 
sur  cette  droite,  à  partir  d'un  même  point,  les  valeurs  fournies  par 
les  mesures;  la  seconde  à  la  méthode  des  moindres  carrés  em- 
ployée pour  obtenir  le  système  le  plus  avantageux  de  valeurs 
d'inconnues  liées  linéairement  à  des  quantités  mesurées,  en  suppo- 
sant que  le  nombre  des  mesures  surpasse  celui  des  inconnues;  la 
Bull,  des  Sciences  mathé/n.,  2*  série,  t.  WII.  (l'Y'vricr  189.'!.)  3 
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Lroisicmc  à  la  ihcoric  des  erreurs  de  posillon  d'un  point  dans  le 
plan  et  dans  l'espace. 

T.  La  prcuiière  Partie,  (jui  compte  'a'oi  pa^es,  est  divisée  en 
I  I  Chapitres.  Après  avoir  donné  les  définitions  ordinaires,  entre 
autres  celle  de  la  loi  d'erreur  cp (s),  l'auteur  passe  en  revue  les  prin- 
cipes généraux  relatifs  au  meilleur  choix  à  faire  pour  la  valeur  de 
la  quantité  mesurée.  Il  indique  successivement  le  premier  point 
(le  vue  de  Gauss  consistant  à  rendre  maximum  le  produit 
r^(^x — li)z){x — L2,).-.'^{oc  —  In),  celui  de  Laplace  conduisant 
à  une  valeur  x  telle  qu'il  j  ait  même  probabilité  pour  une  valeur 
plus  grande  et  pour  une  valeur  plus  petite,  et  le  second  point  de 
vue  de  Gauss  rendant  minimum  l'erreur  moyenne,  c'est-à-dire  la 
somme  des  produits  des  carrés  des  erreurs  par  leurs  probabilités. 
Dans  le  troisième  Chapitre,  M.  Czuber  étudie  le  principe  do  la 
moyenne  arithmétique.  Il  rappelle  les  travaux  de  Lagrange  et 
reproduit  deux  des  problèmes  traités  par  lui,  donne  la  démonstra- 
tion de  Laplace  de  la  probabilité  que  la  somme  des  erreurs  des 
mesures  d'une  grandeur  donnée  ait  une  valeur  donnée,  reproduit 
les  critiques  d'Ellis  et  Tait  contre  le  principe  de  la  moyenne,  la 
remarque  de  Glaisher  que  les  diverses  règles  que  l'on  peut  adopter 
coïncident  si  les  erreurs  sont  très  petites.  D'autres  recherches, 
entre  autres  celles  de  Encke,  Schiaparelli,  Stone,  de  Morgan 
Ferrero,  ont  pour  objet  de  déduire  la  règle  de  la  moyenne  arith- 
métique d'hypothèses  conformes  à  la  nature  des  choses.  L'auteur 
expose  en  terminant  ce  Chapitre  les  idées  de  Estienne  qui  propose 
de  ranger  les  résultats  des  mesures  par  ordre  de  grandeur  et  de 
prendre  celui  qui  occupera  le  milieu  de  la  série  ou,  si  leur  nombre 
est  pair,  une  valeur  quelconque  choisie  entre  les  deux  qui  occupent 
le  milieu.  L'auteur  critique  avec  sûreté  et  avec  la  plus  parfaite 
netteté  ces  divers  travaux. 

Le  quatrième  Chapitre  est  consacré  à  la  recherche  de  la  loi 
d'erreur  qui  résulte  de  l'axiome  de  la  moyenne  arithmétique.  L'au- 
teur donne  la  première  méthode  de  Gauss,  reproduit  cette 
remarque  de  M.  J.  Bertrand  qu'il  y  a  des  cas  où  la  moyenne  arith- 
métique est  sûrement  la  valeur  la  plus  probable,  tandis  que  la  loi 
d'erreur  n'a  que  le  caractère  de  loi  approchée  ou  limite,  et  la 
recherche  du  même  auteur  sur  la  forme  générale  de  la  loi  d'erreur 
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L'ii  supposant  sculcmonl  que  lu  prohabillu';  (riiiK;  erreur  dépend 
do  celle  erreur.  Il  r;illaclic  le  icsiilhiL  à  l'un  des  poslulals  d(; 
Seliiaparclli,  indi(pi(î  des  ap[)licaLioiis  de  Kcuschh;  à  (Jes  formes 
[)arliculières  et  terininc  en  remar(|iiant  (pie,  si  louU;  loi  d'iin-eui- 
conduit  à  un  mode  le  plus  avanta^^eux  de  combiner  les  observa- 
tions, la  réciproque  n'est  pas  viaie,  et  qu'en  particulier  il  n'y  a  pas 
de  loi  d'erreur  conduisant  à  prendre  comme  valeur  la  plus  pro- 
bable la  moyenne  géométri([ue  des  résultats  des  mesures. 

Le  cinquième  Chapitre,  intitulé  :  La  loi  d'erreur  fondée  sur 
/'hypothèse  des  erreurs  élémentaires,  renferme  des  recherches 
des  plus  importantes  et  difficiles.  Une  erreur  x  est  une  fonction 
donnée /(Ç)  d'une  quantité  ^  qui  peut  avoir  toutes  les  valeurs 
entre  —  a  et  -f-  a.  On  donne  la  loi  g{^)  de  probabilité  des  valeurs 

de  ?.  La  loi  cp(x)  de  l'erreur  j-  est  égale  à  jr^-  Le  problème 

est  simple  et  la  solution  aisée.  Une  erreur  x  provient  de  deux 
causes  produisant  des  erreurs  élémentaires  .Tj,  X2  dont  les  lois  de 
probabilité  sont  'f,(^,),  02(^2)-  La  loi  o(z)  de  probabilité  de  z 
est  représentée  par  /cp,  (x,  )  cp2(:;  —  ^i)  t/^i,  l'intégrale  étant 
étendue  à  toutes  les  valeurs  de  ^,  compatibles  avec  la  valeur  z. 
L'auteur  expose  la  marche  donnée  d'abord  par  Schols,  dans  les 
Ann.  de  l'Ecole  Polyt.  de  Delft,  donne  une  formule  de 
M.  Grofton,  rappelle  les  recherches  de  Bessel,  d'autres  plus  ré- 
centes de  Kummel  et  Schols,  puis  étudie  trois  hypothèses  élé- 
mentaires :  la  première  limitée  à  ce  que  des  erreurs  élémentaires 
égales,  provenant  de  causes  différentes,  aient  même  probabilité,  a 
donné  lieu  aux  recherches  de  Laplace,  et,  dans  des  cas  particuliers, 
de  von  Hagen  et  de  Tait;  la  deuxième,  qui  est  la  base  des 
recherches  de  Bessel  est  relative  à  des  erreurs  produites  par  un 
grand  nombre  de  causes  agissant  suivant  des  lois  et  entre  des 
limites  arbitraires,  de  telle  façon,  seulement,  que  des  erreurs  posi- 
tives ou  négatives  numériquement  égales  soient  également  fré- 
quentes, et  que  les  valeurs  probables  des  carrés  des  erreurs  élé- 
mentaires soient  de  même  ordre;  la  troisième,  qui  sert  de  base  à 
une  théorie  de  M.  Grofton,  est  que  l'erreur  d'observation  soit  pro- 
duite par  un  très  grand  nombre  de  causes  indépendantes  dont 
chacune  agissant  seule  produirait  une  erreur  peu  importante  par 
rapport  à  celle   qui   résulte  de  l'ensemble  des  autres.  Dans  le 
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sixième  Cliapitre,  l'auteur  examine  diverses  démonslralions  de  la 
loi  d'erreur,  notamment  une  démonstration  donnée  par  Adrain,  à 
New-Brunswick,  anléri(Mirc  ;ui  Theorla  motus,  d'autres  de 
Herscliel,  de  Donkin  et  termine  pai'  une  notice  historique. 

Le  septième  Cliapitre  traite  de  la  discussion  d^ une  sr rie  d'obser- 
vations d  après  les  erreurs  vraies.  Il  débute  par  certains  dévelop- 
pements en  séries  ou  en  fractions  continues  de  la  loi  d'erreur  et 
l'indication  des  tables  de  Kramp  et  de  Bessel.  Après  avoir  défini 
la  mesure  de  la  précision  et  les  poids  des  observations  et  recherché 
pour  quelles  lois  d'erreurs  ces  définitions  ont  un  sens,  l'auteur 
exprime  la  valeur  probable  de  la  mesure  de  la  précision  au  moyen 
des  sommes  de  puissances  des  erreurs.  Généralisant  une  analyse 
de  Laplace,  il  détermine  la  probabilité  que  la  somme  des  valeurs 
absolues  de  m'^'""  puissances  des  erreurs  soit  comprise  entre  des 
limites  données  et  fait  application  à  la  loi  de  Gauss.  Il  donne  une 
méthode  de  M.  J.  Bertrand  pour  déterminer  la  mesure  de  la  pré- 
cision, une  méthode  de  Gauss  pour  calculer  l'erreur  probable 
d'après  une  seule  erreur  de  la  série  et  termine  en  cherchant  la 
probabilité  que  la  somme  de  n  erreurs  ait  une  valeur  donnée,  et 
de  même  la  somme  de  leurs  carrés. 

Le  huitième  Chapitre  :  Discussion  d'une  série  d'observations 
d'après  les  erreurs  apparentes,  contient  les  résultats  les  plus 
appliqués.  La  démonstration  ordinaire  delà  formule  connue  pour 
l'erreur  moyenne  suppose  nulle  une  somme  qui  peut  ne  pas  l'être. 
Helmert  a  donné  une  démonstration  rigoureuse.  Après  l'avoir 
reproduite,  l'auteur  en  donne  une  autre  qui  lui  est  propre,  fondée 
sur  la  recherche  de  la  loi  des  erreurs  apparentes  d'après  la  loi  des 
erreurs  vraies.  Il  reproduit  la  démonstration  de  Peters  fondée  sur 
l'hypothèse  que  les  erreurs  apparentes  obéissent  à  la  loi  de  pro- 
babilité; Helmert  a  amélioré  cette  démonstration.  Jordan  a  eu 
l'idée  d'introduire  les  différences  des  mesures  au  lieu  de  leurs 
écarts  à  la  moyenne  arithmétique;  et  après  lui  Andraeet  Helmert. 
L'auteur  termine  en  examinant,  d'après  M.  J.  Bertrand,  le  cas  où  la 
constante  qui  caractérise  la  précision  d'un  système  d'observation 
étant  connue  d'avance,  on  demande  quelle  influence  doit  avoir 
l'accord  plus  ou  moins  grand  des  mesures. 

Dans  le  neuvième  Chapitre  :  Comparaison  de  la  loi  d  erreur 
à   la  réalité,    Tauteur  applique    de    nombreuses  vérifications  à 
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(li\('isfs  sùrics  d\)l).scr\ allons  de  Hiudlcy  on  d(;  Hcssel,  aux.  (erreurs 
de  •A'?.',\H  lrian«;l(*s  mesurés  à  Modène  |)ai-  rin^énieur  Giiarducci 
sous  la  diicclion  du  général  l'Crrcio,  à  (juaranlf  (h'Icruiinalions 
niUM'os("()|)i(|ucs  de  la  |)()sili(»n  d'un  liail  sur  une  ir^lc  (aiLcs  en 
Vn^leLcrre.  il  donne  la  \(  rilicalion  d<;  I.aurciil  loudc'c  sur  la  com- 
paialson  de  i  \  f4  «ïiesures  d'un  môme  angle  au  moyen  d'un  théodo- 
lite. II  termine  en  donnant  d'aiilres  vérifieations  fondées  sur  cer- 
taines combinaisons  des  erreuis,  en  particulier,  le  théorème  trouvé 
empiriquement  par  le  commandant  Dclauney  (pie  si  Ton  g^roupe 
les  mesures  deux  à  deux  au  hasard  et  que  dans  chaque  groupe  on 
choisisse  la  plus  grande  des  deux  erreurs,  la  valeur  probable  de 
cette  erreur  égale  le  produit  par  s^^'a  de  la  valeur  probable  d'une 
erreur  prise  au  hasard;  M.  J.  Bertrand  a  démontré  ce  théorème 
et  trouvé  aussi  la  valeur  probable  du  carré  de  la  plus  grande. 

Le  dixième  Chapitre  se  rapporte  à  l'étude  de  la  plus  petite  et 
de  la  plus  grande  erreur  d'une  série  d'observations.  La  plus  petite 
erreur  est  étudiée  d'après  M.  J.  Bertrand.  La  loi  de  Gauss  ne  se 
prête  pas,  au  sens  mathématique  strict,  à  l'étude  de  la  plus  grande 
erreur  puisqu'elle  ne  donne  jamais  une  probabilité  nulle  d'une 
erreur  si  grande  qu'elle  soit.  Jordan  a  remplacé  l'exponentielle  de 
Gauss  par  une  fonction  rationnelle  entière  convenablement  déter- 
minée. 

Dans  le  onzième  Chapitre,  M.  Czuber  critique  avec  finesse  et 
netteté  les  recherches  relatives  à  la  suppression  des  observations 
douteuses.  Il  reproduit  les  études  faites  sur  ce  sujet  par  MM.  Ber- 
trand, Peirce,  Chauvenet,  Stone,  Airj,  Faje,  de  Morgan  et 
Glaisher. 

11.  La  deuxième  Partie  de  l'Ouvrage  (i  i  i  pages)  est  consacrée 
à  l'étude  de  la  méthode  des  moindres  carrés.  Elle  est  divisée  en 
neuf  Chapitres.  Dans  les  trois  premiers,  l'auteur,  après  avoir 
ramené  un  système  d'équation  à  un  système  linéaire,  rappelle  que 
la  méthode  fut  proposée  sans  démonstration  en  1 8o5  par  Legendre 
et  indépendamment  par  Adrain  en  1808.  Il  expose  la  première 
démonstration  de  Gauss  donnée  dans  le  Theoria  motus  et  fondée 
sur  la  loi  d'erreur  déduite  du  principe  de  la  moyenne  arithmétique 
et  sur  l'idée  d'adopter  les  valeurs  des  inconnues  conduisant  à  un 
système  d'erreurs  dont  la  coexistence  ail  la  plus  grande  proba- 
bilité. 
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Le  qualricmc  Chapitre  est  eonsacré  aux  recherches  de  J^aplace 
qui,  d'après  M.  Czubcr,  que  personne  ne  contredira,  sont  incon- 
lestablementrune  des  parties  les  plus  difficiles  de  sa  Théorie  des 
probabilités.  Les  démonstrations  de  Laplace  sont  exposées  au 
moyen  des  notations  universellement  adoptées  aujourd'hui,  lillles 
se  rapportent  d'abord  aux  équations  à  une  inconnue  et  sont  fon- 
dées sur  la  recherche  soit  de  la  valeur  pour  laquelle  il  y  a  la  plus 
Jurande  probabilité  que  son  erreur  soit  comprise  entre  des  limites 
données,  soit  de  la  valeur  pour  laquelle  11  y  a  la  plus  petite  valeur 
moyenne  de  V erreur  à  craindre  en  plus.  Ensuite  sont  étudiées, 
d'après  Laplace,  les  équations  à  deux  inconnues.  L'analyse  de 
Laplace  suppose  une  même  loi  d'erreurs  rendant  également  pro- 
bables des  erreurs  égales  et  de  signes  contraires. 

Poisson,  se  limilant  d'ailleurs  au  cas  d'une  seule  inconnue, 
suppose  seulement  que  toutes  les  erreurs  possibles  sont  des  mul- 
tiples de  l'une  d'elles.  Ellis  et  Glaisher  ont  étendu  la  démonstra- 
tion de  Laplace  à  un  nombre  quelconque  d'inconnues  et  l'ont  sim- 
plifiée en  introduisant,  le  premier  une  intégrale  double  de  Fourier, 
le  second  une  intégrale  simple  de  Lejeune-Dirichlet;  Ellis  suppose 
encore  la  loi  d'erreur  paire;  Glaisher  ne  le  suppose  pas,  et  sa  dé- 
monstration est  aussi  générale  que  celle  de  Poisson.  M.  Gzuber 
donne  une  démonstration  fondée  sur  les  travaux  de  ces  trois 
auteurs.  Le  Chapitre  se  termine  par  une  démonstration  de 
Todhunter  fondée  sur  l'emploi  de  deux  intégrales  définies  mul- 
tiples, démonstration  fort  intéressante  et  qui  conduit  à  un  résultat 
remarquable  énoncé  par  Laplace  dans  le  premier  supplément  à  la 
Théorie  analytique  des  probabilités  et  relatif  à  la  })robabilité  que 
les  déterminations  x^y^z^  ...  les  plus  avantageuses  des  incon- 
nues admettent  des  erreurs  x',  y'^  jz' ,  .... 

Dans  le  cinquième  Chapitre  est  exposée  la  seconde  démonstra- 
tion de  Gauss.  Celle  de  Laplace  a  le  double  inconvénient  de 
supposer  très  grand  le  nombre  des  observations,  et  l'on  ne  sait 
jamais  s'il  l'est  assez,  et  de  reposer  sur  une  analyse  très  difficile. 
Gauss  s'est  afTranchl  de  ces  deux  inconvénients  delà  façon  la  plus 
heureuse;  sa  méthode  suppose  seulement  qu'il  n'y  a  pas  d'erreurs 
systématiques  de  telle  sorte  que  des  erreurs  égales  et  de  signes 
contraires  soient  également  fréquentes.  Elle  est  fondée  sur  la  con- 
sidération des  carrés  des  erreurs.  L'exposé  de  la  méthode  est 
suivi  d'une  recherche  de  Glaisher  sur  la  valeur  moyenne  d'une 
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l'onclion  de  rcrrciir  (rohscrvaliori,  (jui  condiilL  à  iiii  rapprochcmcnL 
entre  Tanalysc  de  Laplacc  et  celle  de;  Gaiiss.  Le  Chapitre  se  ter- 
mine par  une  comparaison  des  deux  démonstrations  de  Gaiiss. 
M.  l^ertrand  a  démonlré  (jiie  Fliypollièse  introduite  dans  la  se- 
conde démonstration,  (|ue  les  carrés  et  les  [)roduits  des  erreurs 
soient  néi^ligeables,  rend  toutes  ](;s  lois  équivalentes. 

Dans  le  sixième  Chapitre,  M.  Czuber  expose  trois  démonstra- 
tions d'Ivory,  fondées  sur  des  considérations  étrangères  à  la  théorie 
des  probabilités.  Dans  la  première  Ivorj  remarque  que  l'influence 
de  £(  dans  l'équation  s  =r — l-\-ax  diminue  (juand  a  augmente 
et  inversement,  de  sorte  que  le  cas  est  comparable  à  celui  d'un 
levier  soumis  à  une  force  donnée.  La  seconde  est  aussi  fondée 
sur  l'analyse.  De  même  que  de  plusieurs  séries  d'observations  on 
regarde  comme  la  meilleure  celle  qui  rend  minimum  le  mojen 
carré  d'erreur,  de  même  de  divers  systèmes  de  valeurs  d'in- 
connues on  adoptera  celui  qui  rendra  minimum  la  somme  des 
carrés  des  erreurs  restantes.  Dans  sa  troisième  méthode,  Tvorj 
cherche  à  montrer  que  la  méthode  des  moindres  carrés  est  la  seule 
qui  s'accorde  avec  l'indépendance  mutuelle  des  erreurs. 

Le  septième  (Chapitre  est  consacré  à  l'étu-de,  d'après  Gauss,  de 
la  précision  des  observations  et  des  valeurs  déduites  des  inconnues. 
L'auteur  reproduit  une  critique  de  M.  Bertrand  relative  au  calcul 
de  l'erreur  moyenne  et  termine  en  cherchant  si,  en  supposant 
connue  la  précision  des  observations,  leur  discordance  peut  influer 
sur  la  confiance  que  l'on  a  dans  le  résultat. 

Dans  le  huitième  Chapitre,  l'auteur  expose,  d'après  les  travaux 
de  Van  Geer  et  Glaisher,  la  détermination  au  moyen  de  détermi- 
nants des  valeurs  des  inconnues,  de  leurs  poids  et  de  leurs  valeurs 
moyennes,  et  dans  le  neuvième  il  s'occupe  de  la  précision  d'une 
fonction  de  grandeurs  directement  mesurées  ou  calculées  d'après 
des  observations. 

IIL  La  troisième  Partie  (68  pages)  est  divisée  en  trois  Cha- 
pitres. 

Dans  le  premier,  après  avoir  rappelé  que  c'est?  Adrain  qui  le 
premier  a  considéré  les  erreurs  dans  le  plan,  et  qu'il  en  a  tiré  une 
démonstration  de  la  loi  des  erreurs  linéaires,  l'auteur  expose  les 
remarquables  travaux  de  Bravais  sur  les  probabilités  des  erreurs 
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(1(;  siLiiaLioii  d'un  point,  travaux  qui  renferment  |)res(|uc  tous  les 
résultats  im|)ortants  connus  aujourd'hui  sur  ce  sujet.  Le  [)rincipal 
est  que  les  points  d'ég^ale  probabilité  dans  un  plan  soient  situés  sur 
des  ellipses  concentriques  et  homotliétiqnes  et  dans  l'espace  sur 
des  ellipsoïdes  également  concentriques  et  homothétiqnes. 

Il  reprend  ensuite  les  mêmes  questions  au  point  de  vue  de 
Bien-Ajmé,  en  suivant  une  analyse  de  Todhunter.  Il  mentionne  les 
travaux  de  Andrae  et  de  Helmert  sur  la  précision  de  la  détermina- 
tion d'un  point  dans  le  plan  et  expose  une  théorie  récente  de 
Schols,  où  la  recherche  de  la  loi  d'erreurs  dans  le  plan  ou  dans 
l'espace  est  rattachée  à  la  théorie  des  moments  d'inertie.  Ce  Cha- 
pitre se  termine  par  une  recherche  de  Schols,  fondant  l'étude  des 
erreurs  d'un  point  dans  le  plan  et  dans  l'espace  sur  le  principe 
énoncé  dès  1709  par  Cotes,  que  la  position  la  plus  probable  d'un 
point  dont  on  a  plusieurs  déterminations  également  probables  est 
le  centre  de  gravité  des  points  ainsi  déterminés. 

Les  deux  autres  Chapitres  sont  consacrés  à  l'étude  de  la  préci- 
sion de  la  détermination  d'un  point  dans  le  plan  et  dans  l'espace. 

Le  compte  rendu  qui  précède  indique  assez  quelle  est  la  richesse 
du  Livre  de  JM.  Czuber,  où  se  trouvent  réunis,  dans  l'ordre  le  plus 
méthodique,  à  peu  près  tous  les  travaux  importants  faits  sur 
toutes  les  questions  qui  se  rattachent  à  la  théorie  des  erreurs.  La 
lecture  seule  de  l'Ouvrage  peut  faire  apprécier  à  toute  leur  valeur 
la  clarté  et  la  sûreté  de  la  critique,  qualités  maîtresses  d'un  pareil 
Livre.  B.  B. 


D'  r.  MANSION,  Professor  an  dcr  UniversitiU  Gcnl.  .Mitglied  dcr  Konigl.  Bcl- 
i^nsclien  Akadcmie.  —  TiiEonnî  der  partiellen  Differentialgleichungen 
ERSTER  Ordnung.  Vom  Verfasser  durchgesehenc  und  Vermehrte  deulsche 
Ausgabe.  Herausgegeben  von  H.  Maser.  489  p.  in-8".  Berlin.  1892. 

M.  PaulMansion  avait  publié,  il  J  a  seize  ans,  une  Théorie  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  avait 
été  couronnée,  en  1873,  par  l'Académie  de  Belgique  et  qui,  comme 
telle,  parut  dans  les  Mémoires  de  celte  Académie.  Ce  lut  le  pre- 
mier Livre  complet  sur  ce  sujel,  et  le  mérite  de  iM.  Mansion  ne 
fut  pas  pelil  d'avoir  réuni,  rapproché  el  ordonné  les  nombreux 
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lravau\  lails  jiis([irà  (-cUc  ('potiuc;  sur  1(îs  ('(jnaLions  du  jjrcinlcr 
ordre.  Les  ailleurs  cjui,  depuis,  ont  Irailé  la  (jucslion  se  sont  ccr- 
lainemenl  lar*;emenl  servis  de  ce  pr(''eieux  travail. 

A  cause  de  la  manicic  nièuic  doiil.  il  lui  publié,  h;  \À\n\  de 
M.  Mansion  n'iMiL  pas  loulc  la  publicité  qu'il  luf'rilail  cl,  dcjjuis 
lon<^lemps,  il  était  devenu  très  idrc.  L'auteur  s'est  enfin  décidé  à 
(M  donneur  une  seconde  édition  cpi'il  a  revue  et  augmentée  et  dont 
il  a  conlié  la  publication,  en  langue  allemande,  à  M.  IL  Maser. 

Depuis  la  première  édition,  de  nombreux  travaux  de  divers 
auleurs,  en  particulier  les  travaux  de  J^ie  et  de  son  école,  ont 
paru.  Pour  faire  rentrer  toutes  ces  nouvelles  recberches  dans  son 
Volume,  M.  Mansion  aurait  été  obligé  d'en  augmenter  considéra- 
blement le  cadre  et,  par  suite,  moitié  {)Our  éviter  de  profondes 
modifications,  moitié  parce  (pie  MM.  Lie,  Goursat  et  Fors}'the  ont 
récemment  publié  des  Ouvrages  sur  le  sujet,  il  s'est  contenté  d'y 
faire  quelques  petites  additions  et  quelques  changements  d'expo- 
sition. 

Le  Livre  dont  je  vais  parler  n'est  donc  pas  nouveau,  mais 
comme  il  est,  à  mon  avis,  trop  peu  connu,  je  me  permettrai  d'en 
faire  un  Compte  rendu  complet. 

L'Ouvrage  n'est  pas  fait  pour  des  étudiants,  pour  des  débutants  : 
comme  le  dit  l'auteur  lui-même,  il  s'adresse  «  aux  géomètres  qui 
voudront  s'initier  à  l'ensemble  des  travaux  dont  la  théorie  des 
équations  aux  dérivées  partielles  a  été  l'objet  depuis  Lagrange 
jusqu'à  Lie  ».  Gomme  ce  n'est  pas  un  Livre  pédagogique,  M.  Man- 
sion a  cru  devoir  conserver  l'ordre  historique,  et  il  a  fort  bien  fait. 
Il  se  trouve,  d'ailleurs,  que,  par  la  nature  même  des  choses,  cet 
ordre  procède  du  simple  au  composé,  du  facile  au  difficile,  et 
qu'à  mesure  qu'on  avance  dans  la  lecture  [du  travail  on  entre  plus 
avant  dans  le  sujet.  Les  démonstrations  originales  ne  sont  mo- 
difiées que  juste  ce  qu'il  fallait  pour  les  rendre  plus  brèves  et  plus 
rigoureuses,  sans  leur  enlever  leur  cachet  spécial  et  sans  masquer 
l'idée  fondamentale  de  l'inventeur. 

Au  début,  une  introduction  pour  expliquer  la  formation  des 
équations  et  définir  l'intégrale.  Tout  de  suite,  après  avoir  donné 
la  définition  de  l'intégrale  complète  de  Lagrange,  on  passe  à  la 
généralisation  de  Lie.  On  apprend  ce  qu'il  faut  entendre  par  in- 
tégrer au  sens  attaché  à  ce  mot  par  Lie  :  c'est  trouver  de  la  façon 


la  plus  f»(';néralc  une  mullipliciu';  M„,  à  /i  diincnsions,  (r(';lcmcnls 
Zj  x^ ,  ^2'  •  •  -j  ^in  P\  1  p-ii  '  '  '1  Pli  4^''  satisfasse,  à  la  fois,  à  l'cqiia 
lion  donnée 

cl  à  la  relation  diflerenlielle 

dz  =  pi  dxi  -t-  p2  dx<2 -h. .  .-h Pli  dx,i. 

Puis  apparaît  la  classification  des  équations,  par  Lie,  en  équa- 
tions linéaires,  semi-linéaires  et  ordinaires  suivant  leur  origine.  Le 
problème  est  ainsi,  dès  l'entrée,  posé  dans  toute  sa  généralité  et 
l'on  devine  du  même  coup  l'importance  du  rôle  des  intégrales 
complètes  dans  toute  cette  théorie. 

L'introduction  se  termine  par  un  premier  Appendice  qui  est 
une  longue  Note  historique  sur  les  travaux  parus  sur  l'existence 
de  l'intégrale  générale  et  sur  les  solutions  singulières. 

L'Ouvrage,  proprement  dit,  est  divisé  en  trois  Livres. 

Un  Livre  pour  les  travaux  dcLagrange  et  Pfaff,  un  second  pour 
la  méthode  de  Jacobi,  le  troisième  pour  la  méthode  des  caracté- 
ristiques de  Cauchy  généralisée  par  Sophus  Lie.  Chacun  de  ces 
Livres  forme  un  tout  bien  homogène  et  chacun  sert,  pour  ainsi 
dire,  de  Préface  au  suivant. 

Le  Livre  I  contient  d'abord  l'intégration  d'une  seule  équation 
linéaire  à  une  seule  inconnue  et  un  nombre  quelconque  de  va- 
riables indépendantes. 

Les  équations  simultanées  n'y  sont  pas  traitées  et  l'auteur  les  a 
laissées,  à  leur  place,  à  la  suite  de  l'exposition  de  la  méthode  de 
Jacobi,  où  elles  se  présentent  naturellement. 

Vient  ensuite  l'exposition  de  la  méthode  classique  de  Lagrangc 
pour  la  détermination  de  l'intégrale  complète  d'une  équation  en 
x^  y,  ^,  /),  q  et  une  extension  de  Jacobi  de  cette  méthode.  Le 
Livre  se  termine  par  une  exposition  rapide  du  problème  classique 
de  PfafT,  l'extension  de  la  méthode  de  PfafT,  par  Gauss,  au  cas  où 
le  nombre  des  variables  est  impair,  et  l'application  de  la  méthode 
de  PfafT  à  l'intégration  des  équations  du  premier  ordre.  PfafT  fui, 
ainsi,  le  premier  à  donner  une  méthode  générale  pour  ramener 
l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  à  celle  d'équations  difTérentielles  ordinaires. 
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.l'insislorai  siii*  i\i\  polnl  spécial  1res  iiilcrcssaiil  de  ce  premier 
Livre.  /Vu  §7  du  (llia|)ilre  I,  l'auleur  re|)r()duil  un  Mémoire  très 
iiiléressanl  de  Jacobi  (^Joiii'iial  de  Crcllc,  l.  Il,  [).  32i-3î>.3)  fjui 
montre  commenl  on  ranu''nc  l'inlégralion  du  sj'Slème  spécial 


7--\    '^'^' 


(ix„ 


(i'=i,?-, 


m) 


crtupialions  linéaires  simullanécs,  à  ni  fondions  inconnues  et  /?  va- 
riables, à  celle  du  système  difrérenliel 


Z, 


dzi 


dx\ 


Celle  proposilion  fournit  à  Jacobi  un  moyen  pour  faire  l'exlcn- 
sion  de  la  méthode  de  Lagrange,  vainement  clierchée  jusque-là. 
Jacobi  montre  comment,  en  désignant  par  f=o  l'é(|uation  pro- 
posée et/=:o,  u^  =  c^,  . .  .,  If 2//-i  =  C2n-\  Ics  intégrales  du  système 
dilTérentiel 


dxi 


d^n 

M. 
àpa 


dz 


dp\ 


dp,, 


Pk 


àpk 


^f 


àf 


dxx  Oz 


àf 


W 


dXn  "  àz 


on  ramène  l'intégration  à  celle  de  Féquation 

traitée  par  PfafF. 

Dans  cette  nouvelle  édition,  l'auteur  a  ajouté  deux  Appendices 
à  ce  Livre.  Dans  l'un  il  donne  une  démonstration  personnelle  de  la 
proposition  de  Jacobi  dont  nous  venons  de  parler,  exposée  au  §  7 
du  Chapitre  I;  dans  l'autre  il  donne  l'intégration  complète  de  l'é- 
quation aux  dérivées  partielles  des  surfaces  réglées  en  la  ramenant 
à  celle  d'équations  linéaires. 

Nous  entrons  avec  le  second  Livre  dans  la  belle  méthode  de 
Jacobi.  M.  Mansion  réunit  d'abord,  dans  une  sorte  d'Introduction, 
toutes  les  propriétés  des  parenthèses  de  Poisson  et  de  parenthèses 
analogues,  qu'il  définit,  et  donne  immédiatement  huit  formes  sous 
lesquelles  on  peut  écrire  la  condition  pour  que  les  valeurs  de  /?i, 
p-2.  .  .  .^  Pli  tirées  de  n  équations 


II,  (^.  x/,,  p/,)=  ai 


il„( z,  x/,,  p/,)  =  a„. 
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V(''rili<'i)l  ht  l'clalioii  (llircronllellc 

dz  =  p\  dxi  -\- .  .  . -\-  p n  dxii . 

C'esl  ce  qu'il  ap[)('llc  les  conditions  cV intégrahilité. 

Vient  alors  l'exposition  de  la  méthode  originale  de  Jacobi  pour 
une  seule  équation  H,  =  rt,  qui  ramène  le  problème  à  l'intégration 
d'équations  linéaires  simultanées.  La  méthode  est  exposée  dans 
tous  ses  détails,  d'abord  sous  sa  forme  la  [)lus  générale,  ensuite  dans 
le  cas  où  l'on  résout  les  équations  par  rapport  à  /?,,  /?2,  •..,/>«  et 
dans  ce  dernier  cas  l'exposition  originale  a  été  modifiée  de  façon  à 
la  mettre  à  l'abri  des  objections  de  Gilbert  que  l'auteur  reproduit, 
d'ailleurs,  dans  un  Appendice  placé  à  la  fin  du  second  Chapitre. 
La  méthode  de  Jacobi  s'étend  alors,  sans  difficulté,  comme  l'avait 
fait  remarquer  Bour,  à  un  système  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles simultanées.  Bour,  en  faisant  cette  extension,  avait  fait  une 
erreur  qui  fut  relevée  en  187  i  par  Majer  et  la  méthode  ainsi  recti- 
fiée ne  souffre  aucune  difficulté. 

Toutes  les  autres  méthodes  qui,  comme  celle  de  Jacobi,  con- 
sistent à  chercher  une  intégrale  complète  ne  diffèrent  de  celle  de 
Jacobi,  sauf  la  méthode  de  Korkine,  que  par  le  procédé  employé 
pour  intégrer  les  équations  linéaires  simultanées  auxquelles  con- 
duit la  méthode  de  Jacobi. 

Clebsch  remplace  les  équations  linéaires  par  un  système  équiva- 
lent qui  est  jacobien,  c'est-à-dire  pour  lequel  toutes  les  paren- 
thèses de  Poisson  des  premiers  membres,  pris  deux  à  deux,  sont 
identiquement  nulles,  et  tel,  en  outre,  que  chaque  équation  admette 
n  —  I  intégrales  connues  à  l'avance.  En  appliquant  à  ce  nouveau 
système  la  méthode  de  Jacobi,  il  simplifie  considérablement  l'inté- 
gration. 

La  méthode  de  Boole  consiste  à  faire  un  changement  de  variables 
qui  diminue  le  nombre  des  équations  du  système  d'une  unité.  Etant 
donné  un  système  complet  de  m  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  entre  z  et  m -^  n  variables  jr,,  .r^,  ...,  Xni, 
y^j  . .  .,  jK/i,  Boole  remplace  les  n  variables  y,,  jo,  »  •  >  ■>  y'n  par 
/i  fonctions  t'i,  (^21  •  •  • ,  ^w  de  ces  /i  variables  qui  sont  des  intégrales 
de  l'une  des  équations  de  ce  système  qui,  au  préalable,  ont  été  ré- 
solues par  rapport  aux  dérivées  y"'  •••-  -77—*  Il  obtient  ainsi  un 

Ox\^  Ox„i 
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nouveau  syslriuc  dims  l('(|U('l  une  des  ('(lunlinns  s'inlrgr-c  (rdl*'- 
UJL'Uic  cl  les  ( /;/  -  I  )  ;iul  rcs  ne  coiiliciiiicii  I  plus  (juc  (///  -|- //  —  i) 
variables  iu(l(''|)<'iulaulrs.  lin  coiihnuauL  de  la  soric  il  ol  laïucui- 
iinalouicnl  à  inléi^rcr  une  seule  é(juation  iinéain;  à  /ii  variables. 

La  plus  éléj^anle  (le  lotîtes  les  iU(':lho(les  esl  celle  (\r.  Mayci'.  L  au- 
Icui'j  d'après  uiu*  nl<''e  de(>aucliy,  iniroduil  les  \  ;ilcuis  inilialcs  (1(îs 
variables  indépcndanlcs  cl  aiiive,  d'un  seul  couj),  j)ar  un  cban*;('- 
uicnl  de  variables  iiuaj^in('  pai-  W  du  Bois-Koyniond,  à  foiincr  b; 
syslèine  diflcrcnlicl  doni  riul(''*^ralion  fournit,  celle  du  syslènic 
lino'aire  jacobien  aux  dérivées  paiiielles. 

Enfin,  au  Cbapitre  V,  M.  Mansion  a  exposé  brièvement  la  mé- 
ihode  de  Korkine.  Voici,  en  quelques  mois,  comment  Jvorkine  pro- 
cède :  Soient  y,  =  r/, ,  .  .  . ,  frn=^  dm  Lin  système  en  involution,  de 
m  équations  du  premier  ordre,  quelconcfues,  entre  z  et  les  Ji  va- 
riables X\^  X2-)  .  .  .  j  x,i.  On  forme,  d'abord,  une  intégrale  complète 

de  l'une  des  équations,  f,n:=:a,yi  par  exemple,  jKi,  JKl>i  •  •  '•,yn.-\ 
étant  des  constantes  et  u  la  constante  additive.  On  cherche  alors  à 
déterminer  ?/ en  fonction  de  j^i,  ..  .,ji«_i  de  façon  que  l'intégrale  i; 
vérifie  les  [m  —  i)  autres  équations.  On  prend  pour  variables 
nouvelles  jK,,  y. 2,  .  .  . ,  yn-\  ?  ^n  dans  ces  {di  —  f)  équations  et  l'on 
obtient   un  système   de  {m  —  i)  équations  entre  jKi,  -  »  .  -,  y n-\i 

du                                  du  .  .  , 

ch  =  -, —  j  •  •  •'  ^/n-i  =  -, ^/"^  ^<?  contiennent  plus  x,,  et  qui 

^  àyi  ^  àyn-i    '  t  n  i 

satisfont  aux  conditions  d'intégrabilité.  En  continuant  de  la  sorte, 
on  arrive  finalement  à  une  seule  équation  à  (/?  —  /n)  variables. 

Le  troisième  et  dernier  Livre  nous  initie  à  la  belle  méthode  des 
caractéristiques  de  Cauchj,  magistralement  généralisée  par  M.  Lie. 
La  méthode  même  de  Cauchj  pour  trois  variables  x,  y,  ^,/?,  ^, 
complétée  par  la  remarque  de  M.  Bertrand,  sert  de  début.  Puis, 
vient  la  généralisation  de  celte  méthode  et  l'exposition  de  Serrel 
avec  l'examen  minutieux  du  cas  critique  signalé  par  M.  Bertrand. 
Je  ne  parlerai  pas  ici  de  la  méthode  bien  connue  de  Cauchy. 
M.  Darboux,  dans  ses  nombreux  et  remarquables  travaux  sur  les 
équations  aux  dérivées  partielles,  adonné  à  cette  méthode  une  forme 
géométrique  qui  en  facilite  singulièrement  la  compréhension  et 
conduit  naturellement  à  son  extension.  M.  Mansion,  tenant  à  rester 
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dans  le  (lomainc  puremcnl  aiialyllqiK;,  devait  nécessaircnienl 
passer  ces  coiisidérallons  gc'ométriques  sous  silence;  il  s'est  simple- 
ment contenté  de  les  indi(pier. 

La  dernière  méthode  étudiée  est  celle  de  M.  Jjie.  La  démonstra- 
tion est  celle  que  Majer  a  donnée  pour  montrer  que  la  méthode 
de  Lie  pouvait  être  établie,  comme  généralisation  de  la  méthode 
des  caractéristiques,  indépendamment  de  la  théorie  des  groupes  de 
transformations. 

Enfin,  ce  troisième  Livre  se  termine  par  un  exposé  succinct  de 
la  méthode  générale  de  Lie  qui  est,  pour  ainsi  dire,  une  synthèse 
des  méthodes  de  Cauchj  et  Jacobi.  Le  procédé  de  Lie  montre 
comment  on  peut,  après  avoir  commencé  l'application  de  la  mé- 
thode de  Jacobi,  abandonner  cette  méthode  pour  terminer  l'inté- 
gration par  celle  de  Gauchj  ou  inversement. 

Le  but  de  l'auteur  était  d'exposer,  dans  ce  Volume,  les  méthodes 
pour  l'intégration  directe  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  avec  une  seule  fonction  inconnue;  on  voit,  d'après 
ce  Compte  rendu  détaillé,  que  ce  but  a  été  atteint  dans  toute  la 
mesure  du  possible.  M.  Mansion,  étant  donné  le  cadre  bien  déter- 
miné dans  lequel  il  s'était  confiné,  n'avait  donc  à  parler  ni  de 
l'existence  des  intégrales,  ni  des  solutions  singulières,  ni  de  la 
théorie  des  groupes  de  transformations;  cependant,  pour  rendre 
service  aux  chercheurs,  il  a  reproduit  à  la  fin  de  son  Livre  trois 
Mémoires  de  la  plus  haute  importance.  D'abord,  la  belle  démon- 
stration de  Sophie  de  Kovvalewski  de  l'existence  des  intégrales 
d'un  système  de  m  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  linéaires  à  m  fonctions  inconnues,  résolubles  par  rapport 
aux  dérivées  de  ces  m  fonctions  par  rapport  à  une  même  variable. 
Ce  théorème  fournit  la  démonstration  de  l'existence  de  l'intégrale 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  d\in  ordre  quelconque,  à 
une  fonction  inconnue. 

Puis,  deux  Mémoires  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre.  Le  premier  :  Recherches  sur  les  méthodes  d'in- 
tégration des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
à  une  fonction  inconnue  et  deux  variables  indépendantes  de 
V.-G.  Imschen'etsky,  avait  été  tiré  à  très  peu  d'exemplaires  et 
M.  Mansion  rend  un  véritable  service  aux  mathématiciens  en  le 
publiant  à  nouveau.  Le  second,  qui  esl  la  traduction  d'un  Mémoire 
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de  M.  Daihoiix  :  S///-  les  ('(/tialions  aux  cW' rive  es  jxir  Lie  lies  du 
second  ordre,  paru  dans  les  .{nnales  seicnlijujues  de  racole 
Norj}i(fle  supérieure  ou  iS^o,  est,  comme  tous  les  travaux  de  ce 
gcomèlre,  éminemment  su^^estil  et  l'on  peut  s'étonnei".  à  hon 
droit,  (pTil  n'ait  pas  en(U)i'e  pi()VO(pi(''  aillant  de  liavanx  nouveaux 
(pi'il  aurait  pu  le  lairtr.  Jasperons  «pu;  la  nouvcdie  publicité  donnée 
à  ce  Mémoire  par  INI.  Mansion  (mgaj^eia  les  mathématiciens  à  étu- 
dier les  équations  du  second  ordre,  (pii  ont  peut-être  été  un  peu 
délaissées.  (].  Bouulet. 


IL  WEISSENBOHN.  —  Zi;r  GEScineuTiî  \w.\\  lili\FLi:niiuNG  ni:u  jetzigi:n  Zif- 
fi:rn  in  Europa  durcii  Germkht.  iî»3  p.  in-8.  Berlin,  Aluycr  and  Miillcr. 
1892. 

Dans  sa  précédente  étude  sur  Gerbert,  dont  le  Bulletin  a 
rendu  compte  en  1888  (t.  XII,  p.  283-288),  M.  Weissenborn, 
tout  en  concluant  à  l'emprunt  direct  de  nos  chiffres  modernes  aux 
Arabes  d'Espagne,  avait  réservé  la  question  des  rapports  person- 
nels que  le  futur  pape  Sylvestre  II  aurait  pu  avoir  avec  des  arith- 
méticiens mahométans.  C'est  sur  ce  point  que  revient  le  nouveau 
travail  du  professeur  d'Eisenach. 

Il  est  parfaitement  établi,  par  le  récit  de  Richer,  élève  de  Ger- 
bert, que  ce  dernier  acquit  surtout  ses  connaissances  mathémati- 
ques pendant  le  séjour  de  trois  ans  qu'il  fit  dans  la  Marche  espa- 
gnole (9^7-970),  alors  que  le  comte  Borel  de  Barcelone  l'emmena 
d'Aurillac  et  le  confia  aux  soins  de  l'évéque  de  Vich  d'Osona. 
D'autre  part,  dans  son  Algèbre  de  i685,  Wallis  signalait  déjà 
deux  lettres  écrites  vers  984  par  Gerbert,  alors  à  Reims;  dans 
l'une,  il  réclame  à  l'abbé  du  monastère  d'Aurillac  un  exemplaire 
qui  avait  été  laissé  chez  lui  d'un  Libellus  de  multiplicatione  et 
divisione  numerorum^  publié  par  Joseph  Ilispanus ;  dans  l'autre, 
il  demande  à  l'évéque  de  Girone,  de  la  part  de  l'archevêque  de 
Reims,  l'envoi  du  même  libellus,  dont,  cette  fois,  il  appelle  l'au- 
teur Joseph  Sapiens. 

On  a  naturellement  pensé  que  ce  traité  arithmétique  avait  servi 
de  modèle  à  Gerbert  pour  celui  qu'il  composa  plus  tard,  vers  qgG, 
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sur  le  mt^-me  sujel.  II  convient  loiilofois  de  faire  quelques  réserves 
à  CCI  égard;  on  doit,  en  efïel,  conclure  de  ces  lellres  que  si  Ger- 
berl  avait  jamais  vu  ce  livre  de  Joseph  en  Espagne,  il  ne  l'avait 
pas  emporté;  j)eut-être  l'ouvrage  n'avail-iJ  été  composé  qu'après 
(j-o,  et  Gerbert  n'en  avait-il  a])pris  l'existence  que  par  les  rela- 
tions qu'il  avait  conservées  avec  les  ecclésiastiques  de  la  Marche 
espagnole,  par  exemple,  l'abbé  Garin,  qui  semble  être  celui  qui 
laissa  le  livre  ii  Aurillac.  D'autre  [)art,  il  n'est  nullement  })rouvé 
que  l'ouvrage  en  question  soit  parvenu  à  Reims;  si  Gerbert  Ta 
réclamé  en  Espagne,  cela  peut  indiquer  que  l'exemplaire  d'Auril- 
lac  était  perdu;  son  correspondant  de  Girone  a  j)u  également  se 
trouver  dans  l'imj)Ossibilité  de  le  satisfaire,  car,  vers  cette  époque 
(en  980),  la  ville  de  Barcelone  fut  saccagée  par  les  Arabes. 

Une  autre  lettre  de  Gerbert,  écrite  également  vers  984  et  adres- 
sée à  un  Lupitus,  de  Barcelone,  demande  à  ce  dernier  la  traduc- 
tion qu'il  avait  faite  d'un  ouvrage  astronomique  (évidemment 
arabe).  Ces  diverses  lettres  suffisent  à  prouver  qu'il  y  avait  alors 
dans  la  Marche  espagnole  des  gens  capables  soit  de  rédiger  en 
latin,  soit  de  traduire  de  l'arabe  des  écrits  mathématiques.  Si, 
pendant  son  séjour  dans  ce  pays,  Gerbert  n'a  connu  personnelle- 
ment ni  Lupitus,  ni  Joseph,  ce  qui  est  possible,  il  est  clair  que 
l'enseignement  qu'il  y  a  reçu  a  mis  à  profit  une  circonstance  qu'il 
eût  été  difficile  de  rencontrer  à  la  même  époque  dans  un  autre 
pays  de  langue  latine.  Tout  au  contraire,  il  n'y  a  aucun  indice  sé- 
rieux que  Gerbert  ait  jamais  lui-même  appris  l'arabe,  ni  qu'il  ait 
été  en  rapport  personnel  avec  les  Maures  de  l'Espagne. 

M.  Weissenborn  a  concentré  ses  efforts  sur  la  détermination 
de  la  personnalité  du  Joseph  Sapiens  Hispanus  des. lettres  de 
Gerbert.  Il  a  institué  dans  ce  but  de  minutieuses  recherches  mé- 
thodiques, qui  lui  ont  révélé  nombre  de  faits  accessoires  et  qui, 
par  là  même,  sont  intéressantes  à  suivre.  Je  me  contenterai  d'en 
signaler  les  résultats  : 

\°  Joseph  n'était  pas  chrétien  ni,  en  particulier,  membre  du 
clergé,  comme  on  l'a  supposé;  dans  ce  cas,  Gerbert  aurait  écrit 
José  plias. 

2°  L'épithèle  de  Sapiens^  dans  la  lettre  à  l'évêque  de  Girone, 
paraît  être  la  transcription  latine  du  mot  hébraïque  «  chacham  », 
surnom   fréquent    chez  les  Juifs.    On    comprend   aisément,   dans 
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celle  hypolhrsc,  poin^jiiol,  dans  la  IcUriî  à  TaLIx-  d'Aiirillac,  à 
eelle  (''pllliric  se  home  siihsriliK'c  ccllr  (l'///.s/ >»<'/// //.v  (  ri'.^|)a<^iiol  ). 
3°  Il  y  a\ail  alors  à  Harccdoiic  une  colonie  Irrs  iinpoilanlo  de 
Juifs,  s'occupaiil  smloiil  de  coniinercc;,  cl  en  parlicidier  du  Iralic 
des  esclaves,  en  relation,  par  eons('(|tieiil ,  a\(!e  Icmiis  corcdi^ion- 
naires  des  j)avs  nialioiuélans.  I)  autre  pari,  le  eoinle  de  l)areeloiH^ 
avail  à  son  service  des  Juifs,  j)()ni'  son  lise  ou  pour  s(;s  monnaies, 
el  il  leur  était  nécessaire  de  savoir  le  latin. 

La  conclusion  que  Josep/i  Sapiens  ail  été  un  Juif  de  lîarcelone 
(suffisamment  lettré,  sans  être  un  savant  de  profession)  n'est  nul- 
lement établie  avec  certitude.  Mais  M.  Weissenborn  a  su  l'élever 
à  un  haut  degré  de  probabilité. 

Je  signalerai,  d'autre  part,  dans  son  élude,  la  remarque  qu'au 
moins  deux  litres  d'écrits  mathématiques  orientaux  antérieurs  au 
XI®  siècle  semblent,  tels  que  Casiri  les  a  conservés,  indiquer  chez 
les  Arabes  l'existence  de  l'abacus,  qui  a  été  généralement  niée. 
L'un  de  ces  litres  :  De  numei'is  per  lineas  el  grana  hordacea 
inultipiicandis^  d'Alkindi  (8i3-(S-3),  ne  semble,  en  ellel,  pouvoir 
s'expliquer  que  d'un  calcul  sur  rabacjue,  avec  des  grains  d'orge 
au  lieu  de  jetons.  Le  second  :  Traetatus  fusior  de  iiidica  iiume- 
roriun  arte,  tabula  ratiocinatoria  insciiptus  d'Ali-ben-Ahmed 
Aboulcassem  Almogetabi  (mort  en  986)  est  moins  décisif,  si 
l'on  compare  les  autres  titres  d'ouvrages  du  même  auteur  :  De 
arte  in  tabulis  sine  litura  ninnerandi^  ou  De  arie  calculato- 
ria^  manu  et  sine  tabula  exercenda.  Celte  fois,  il  s'agit  incon- 
leslablement  de  l'emploi  de  chiffres;  mais  il  semble  bien  que,  sui- 
vant la  pratique  des  Hindous,  ils  étaient  réellement  tracés  sur  une 
tablette  saupoudrée  de  sable,  et  que  l'auteur  enseignait  à  faire  les 
calculs  soit  en  corrigeant  successivement  les  chiffres  du  résultat  déjà 
obtenus  (ce  qui  est  la  vraie  méthode  sur  cette  tablette,  afin  d'épar- 
gner la  place),  soit  en  procédant  comme  nous  faisons,  c'est-à-dire 
en  écrivant  séparément  les  produits  partiels  dans  la  multiplica- 
tion, par  exemple,  donc  sans  correction  de  chiffre  déjà  po'sé,  sine 
Litura. 

En  tout  cas,  quand  même  aucun  auteur  arabe  ancien  n'aurait 
traité  de   l'abacus,  on  ne  pourrait  nullement  en  conclure  que  la 
pratique  en  était  ignorée.  Nous  ne  connaissons  l'abaque  des  an- 
ciens que  par  quelques  monuments  et  de  rares  allusions  des  litté- 
Bull.  défi  Sciences  mat  hem.,  2*  série,  t.  \\  II.  (l'Vvriei-  1892.")  \ 
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râleurs,  et  cet  ahaqiie  s'esl  peipéUic  })cn(iant  Loiil  le  moyen  âge 
(tandis  que  celui  de  Gerhcrt  n'a  eu  qu'une  existence  éphémère), 
saus  que  l'on  écrivît  sur  le  calcul  avec  les  jetons  avant  l'invention 
de  l'imprimerie.  C'est  que  le  papyrus  ou  le  parchemin  étaient 
trop  coûteux  pour  être  consacrés  à  un  enseignement  qui  devait 
d'au  tant  plus  se  transmettre  oralement  qu'il  était  destiné  à  apprendre 
à  calculer  sans  écrire.  L'abaque  à  jetons-unités  est  un  instru- 
ment d'illettré;  celui  de  Gerbert  est  fait  pour  c|ui  sait  lire^,  mais 
ne  sait  pas  écrire  ou  écrit  difficilement;  les  chiffres  modernes  ont 
successivement  gagné  à  mesure  que  l'habitude  d'écrire  s'est  ré- 
pandue dans  un  cercle  plus  étendu.  Voilà  le  point  essentiel  de 
l'histoire  des  procédés  de  calcul,  et  M.  Weissenborn  a  eu  le  mé- 
rite d'être  le  premier  à  le  mettre  pleinement  en  lumière. 

Paul  Taixnery. 


FONTENÉ  (G.)-  —  L'IIyperespace  a  /i  —  i  dimensions,  i  vol.  in-S": 
XIII- 13'2  p.  Paris,  Gauthicr-Villars  et  fils,  1892. 

Le  travail  de  M.  Fontené  est  relatif  à  un  hyperespace  plus  gé- 
néral que  l'espace  ou  hyperespace  non-euclidien,  dans  le  sens  habi- 
tuel du  mot  :  c'est-à-dire  que  l'auteur  n'impose  pas  cette  condition 
que  le  mouvement  soit  possible  dans  un  hyperespace.  La  distance 
y  est  définie  au  moyen  d'une  conclusion  métrique  générale,  et 
c'est  les  propriétés  métriques  de  l'hyperespace  ainsi  défini  que 
recherche  l'auteur;  nous  signalerons  en  particulier  les  notions,  fon- 
damentales pour  lui,  du  paramètre  d'un  rayon,  et  du  paramètre 
d'un  axe,  qui  caractérisent  un  espace  doué  d'une  corrélation  mé- 
trique générale.  J.  1. 


PETERSEN  (.1.).  —  MÉTHODES  et  théories  pour  la  résolution  des  pro- 
blèmes   DE     constructions     GÉOMÉTRIQUES     AVEC     APPLICATION    A    PLUS    DE 

QUATRE  CENTS  PROBLÈMES.  Traduit  par  O.  Chemin.  1  vol.  petit  in-8°:  110  p. 
•2*'  éd.  Paris,  Gaulhicr-Villars  et  fils,  1892. 

Nous   sommes   heureux   d'annoncer    la    seconde   édition   de   cet 
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ex(-oli('iil  |)('lil  Livre,  (|iii  ticvrail  se  Iroiiscr  ciiLrcî  les  Jiiaiiis  do  lous 
ceux  (|iii  (Mis('il;ii('iiI  ou  (|iii  ii|)|)r('iiii<'nl  hi  (]v<)\ur\v\('  ('h'incn- 
lairc-C).  .I.'I\ 


LAISANT.  —  Hkcueil  ni:  iMtonuhiKS  dk  Matiiiîmatiouks.  Gconiéirir  nnalf- 
li(/i/('  à  (/c/Li-  (luncnsioKS  cl  ('.('onirtric  suprriciirv  à  l'usd'^r  des  classes  de 
AJat/ic/firi/i(jacs  spccialcs. 

Noire  collaborateur,  M.  LaisanL,  a  eu  l'heureuse  idée  de  réunir  et, 
de  classer  les  queslions  dont  les  énoncés  ont  été  donnés,  depuis 
cin([uanle  ans,  dans  les  divers  Journaux  mathématiques  c[ui  se  rap- 
portent à  l'enseignement  élémentaire  (-).  Son  Livre  rendra  évi- 
demment de  grands  services  aux  professeurs  et  aux  élèves,  à  qui 
l'on  ne  peut  demander  de  posséder  ou  de  consulter  les  collections 
de  ces  divers  Journaux. 


MELANGES. 


ESQUISSE  D'UNE  MÉTHODE  POUR  DÉTERMINER  LE  GENRE  ET  LES  COURBES 
ADJOINTES  D'UNE  COURBE  ALGÉBRIQUE  DONNÉE  AU  MOYEN  DES  OPÉ- 
RATIONS RATIONNELLES; 

Far  m.  TIKHOM\i\I>RITZKY. 


Par  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur  on  peut,  d'après 
le  théorème  de  Labatie  (f  o//'Serret,  Cours  d^ Algèbre  supérieure, 
3®  édition,  p.  198),  arriver  à  représenter  les  solutions  communes 
du  système  composé  de  l'équation  donnée  de  la  courbe  fondamen- 


(')  Voir  Bulletin,  t.  V,,  p.  266. 

(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  Nouvelle  Correspondance  mathé- 
matique de  M.  Catalan.  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  et  spéciales 
de  Bourget.  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  de  M.  de  Longchainps. 
Journal  de  Mathématiques  spéciales  de  M.  de  Longcliainps.  Mathesis. 
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laïc 

(i)  F{x,y)=o, 

cl  (l(^  qii('l(|uos-unos  des  dérivées  partielles  de  son  [)reinier  membre 
par  rapport  à  .r  et  à  y,  égalées  à  zéro,  par  une  série  de  paires  d'é- 
(pialions  de  la  foriiuî 

(  ?(^.  7)=  <>» 
(        ^(x)=  o. 


M 


l^oiir  chaque  solution  d'une  telle  paire  d'équations,  soit  x  =  a^ 
yz^b^  sans  connaître  ces  valeurs,  on  saura  les  termes  du  déve- 
loppement de  F(a-l~^,  b-[-r\)  qui  s'évanouiront  identiquement; 
on  pourra  donc  écrire  l'équation  (2)  de  Briot  [Théorie  des  fonc- 
tions abéliennes,  p.  2) 

(3)  SAa,p-/)«fP=o, 

oii  les  exposants  a  et  p  seront  parfaitement  connus.  On  pourra 
donc  construire  la  ligne  polygonale  P  de  Briot  et  pour  le  côté  G^  de 
cette  ligne  l'équation 

(4)  L,  =  Aa,,pA^''-^  XAo£,pV^.-^^+  Aa,^„p,.„  =  o, 

où  vznz  j-^  çP=  À  (Briot,  §  33).  Maintenant  il  faut  chercher  pour 

lesquelles  des  solutions  de  la  paire  d'équations  (a),  l'équation  (4) 
en  A  n'a  que  des  racines  simples,  et  pour  lesquelles  elle  a  des  ra- 
cines multiples.  Pour  cela  on  cherche,  au  moyen  de  la  méthode  du 
plus  grand  commun  diviseur,  les  solutions  de  (2)  pour  lesquelles 

les  équations  L/=  o  et  —~  =0  ont  des  solutions  communes,  et  l'on 

aura  ces  solutions  de  (2)  représentées  par  les  paires  d'équations  de 
la  forme 

I         'iii{x)=o; 
alors,  pour  les  solutions  des  paires  d'équations 


(6) 
et 


(7^ 


•l,(.r)—  o 
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[où  ^{-i')  <">!  !<'  jtl'is  jx'lil  coimmiti  iinilliplc  des»  <|'/(j';)],  l'rqiiu- 
lion  ('î)  n'-inra  (jiic  des  laciiics  simplo,  cl  l;i  disl  r-il)iil  ion  des  va- 
l(Miis  de  y  dcvoiumL  ('•j;;d('.s  à  h  j)()iir  x  =  a  en  sjsLèmcs  circulaii'os 
s'circchicr;!  tout  Ac  siiitc  (Riiol),  tandis  qno  poni-  les  valcnrs  rcprr.- 
scnlccs  nar  (.))  on  aura  hcsoin  d<'  la  sccoinh'  LransloiinaLion  de. 
Briol.  On  ponria  aiiixcr  par  la  inrnic  nnUliodc  à  iTpi'ésonlcr  par 
les  séries  de  syslrnics  de  Irois  ('(pi. liions  de  la  lonnc 

(8)  cp(.r,7)=o, 

(  .l;(;r)=o, 

les  valcni's  (1(^  k  de  nudliplicilc  /ii',  en  chorchanl  les  soliilions 
communes  de 

(9)  L.  =  o,  -^=o,  ...,  -^jx^=^- 

En  désignant  par  e,  une  des  valeurs  quelconques  de  v)^  on  posera 

^  =z  ^'Z',  Ti  i=(r, -f-r/)?'*?  dans  l'équation  (3)  et  en  développant  on 
aura  l'équation 

(10)  <  2Aa',p'r/:^l'^'  =  o 

(Briot,  p.  lo),  où  les  A^,  p.,  seront  les  polynômes  en  v,  avec  les 
coefficients  fonctions  linéaires  des  Aa^p.  On  cherchera  pour  les- 
quelles des  solutions  de  (8)  (après  j  avoir  remplacé  \  par  pf) 
quelques-uns  des  A^.  «.  s'annuleront  identiquement;  on  saura  donc 
pour  ces  solutions,  qui  seront  représentées  de  même  par  les  équa- 
tions de  la  forme  (8),  tous  les  A'^^p.,  qui  restent  dans  (lo)  et  l'on 
pourra  construire  la  ligne  polygonale  P' (Briot,  p.  lo)  et  l'équation 

(II)  i^;=o, 

pour  son  côté  Q.  Pour  les  racines  simples  de  cette  équation,  la 
seconde  transformation  suffira  ;  les  valeurs  de  x^  y,  v  correspon- 
dantes seront  représentées  par  les  svstèmes  de  trois  équations  de 
trois  formes  analogues  à  (6)  et  à  (^).  Pour  les  solutions  multiples 
on  passera  à  la  troisième  transformation,  en  posant  ç'=  ç"/'', 
r/=:(t;i  _|_r/');"7'  (Briot)  et  l'on  arrivera  à  représenter  par  les  sys- 
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Iriiics  (le  (|iialr('  (Mjualioiis  de  la  ionnc. 


(j;(ir)  =  o 

les  valeurs  de  ç[  (jui  aniiulenl  (jiielqucs-uns  des  A^.,  r^,,  dans  Tr-qua- 
tion  transformée 

(l3)  i:Aa",p"r;«"r'P"=o. 

Ainsi,  par  la  s(ndc  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur,  on 
parviendra  à  connaître  tous  les  a,  [3,  ... ,  a',  [j',  .  .  . ,  a",  P",  .  .  .  par 
lesquels  sont  exprimées  chez  Briot  les  A^^^,  les  0^,6,  les  N^^^,,  enfin 
le  genre  p  de  la  courhe. 

î2.  Les  courbes  adjointes  de  Nôtlier  se  comportant  aux  points 
singuliers  comme  le  polynôme  Q(^,y)  de  Briot,  on  peut  se  borner 
à  ne  considérer  que  ce  polynôme.  Par  la  substitution  ^r  =  a  +  ç, 
JK  =  ^  +  '^n  <^^n  l'amènera  à  la  forme 

où  By^g  sont  les  fonctions  entières  de  a  et  de  6  avec  les  coefficients 
fonctions  linéaires  des  coefficients  indéterminés  de  Q(^,y)-  Pour 
les  Y  et  0  qui  se  rapportent  aux  points  situés  au-dessous  de  la  ligne 
polygonale  P,  on  doit  avoir 

(i5)  By,S=o. 

Mais  les  valeurs  de  a  cl  b  qui  y  entrent  ne  sont  que  définies  par 
les  équations  (6)  et  (7);  en  supposant  toujours  ces  dernières 
amenées  à  ne  pas  contenir  de  facteurs  multiples,  on  divisera  donc 
By^S  (après  y  avoir  changé  a  et  ^  en  ^  ^^X)  P^^  'j'i^^X)  •  ^^  reste 
devant  être  identiquement  nul  pour  les  valeurs  considérées  de  x^ 
on  divisera  chacun  de  ses  coefficients  par  à{x)  ',  .^(^)  et  Ton 
égalera  à  zéro  les  coefficients  des  restes  que  l'on  aura  reçus  : 
ce  seront  les  équations  linéaires  en  coefficients  de  Q(j",  J")  pour 
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les  (Irlcrmiiicr.  (  )ii  Icrii  de  iik-imc  iincc.  Ic^  |);iir('s  (IrqnaLioiis  (") 
(Ml  (iiisaiil  h)  prcmirrc  diviMon  (TajU'rs  les  rr-^lcs  des  fractions,  (il 
Ton  aura  de  iiouncIIcs  cotidil  loiis  lincaiics  eu  cocfficicrjls  in(l(';l(M'- 
iniiirs  de  ^}{j'.,  y).  INuir  les  valciiis  de  .r  cl  de  y^  pour  Irsciiicls 
r(''(|uali()ii  eu  A  a  des  laciiu'S  cj^alcs,  on  Icia  dans  (i4)  '«'  snbsliln- 
lion  ;  -  -  q'/',  r,  -  '  (i't  + //)ç'''  cl  l'on  aura 

où  pour  les  valeurs  de  "''  cl  o'  so  rapj^oilanl  aux  polfils  sihn's  au- 
d(*ssous  de  la  Iii;no  polvgoriaic  V  on  auia 

(17)  By.,5'=0, 

les  By.  g.  étant  des  polynômes  en  r,  avec  les  coefficients  fonctions 
linéaires  de  By^g,  par  suite  aussi  fonctions  linéaires  des  coefficients 
de  Q(^,  y)-  Ces  équations  devant  être  satisfaites  par  toutes  les  va- 
leurs dei'i  déterminées  par  les  systèmes  d'équations  de  la  forme 

(18)  I       ^{^,y)-o, 

(  ^(cr)=z  o, 

on  divisera  By,  g,  par  y(x,  y,  ç'i  )  après  l'avoir  disposé  suivant  les 
puissances  descendantes  de  ^i  ;  les  coefficients  du  reste  de  la  di- 
vision par  (p(^,  jk);  les  coefficients  du  reste  de  cette  seconde  divi- 
sion par  4'(^)  et  les  coefficients  du  reste  de  cette  dernière  division 
on  égalera  à  zéro  :  on  aura  ainsi  les  conditions  linéaires  en  coef- 
ficients indéterminés  de  Q(^,  y).  Ainsi  de  suite.  Toutes  les 
équations  que  l'on  aura  reçues  de  cette  manière  étant  linéaires  en 
coefficients  indéterminés  de  Q(^,  y)-,  on  les  aura  an  moyen  d'opé- 
rations rationnelles. 
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coiMriKs  iu:m)Us  i:t  analyses. 

(lANTOU   (.Moiur/.  j.  —    V()iu,i;si  n(.i;n   i  i;in:u  rii:sf;iii(;irri':  dkh  Mai  iik.matik. 
Zweilor  Maïul,  /wcilcr  Thcil.  \-3()'}  |).  in-H".  L('ij)zig,  Teubner;  iH(ji. 

I3ans  \c  ihiiikto  (l'aoùl  i  (S()o,  du  Bulletin,  j'ai  r(,*rH]ii  (:()rn|)lc  (Je 
la  |)renii(^re  I\ii'hc  du  nouveau  Volume;  (|ui  conduit  l'Iiistoire  des 
Malliénialiques  jusqu'en  1668,  e'esL-à-dire  jusqu'au  moment  où 
apparaissent  Leibniz  et  Newton. 

La  seconde  Partie,  dont  l'impression  avait  été  retardée  par  une 
grève,  ne  s'est  fait  attendre  que  quelques  mois,  et  nous  avons 
ainsi  dès  maintenant  l'occasion  de  répéter  les  éloges  dus  à  une 
œuvre  aussi  remarquable  par  la  justesse  de  la  critique  que  par 
l'abondance  des  renseignements. 

Cette  seconde  Partie  (de  i55o  à  1668)  se  distingue  au  reste  de 
la  première  en  ce  que  l'auteur,  loul  en  conservant  une  division 
approximative  par  demi-siècles,  a  dû  renoncer  à  la  subdivision 
géographique  et  lui  substituer  un  classement  par  ordre  de  ma- 
tières. Voici  au  reste  le  sommaire  des  Chapitres  : 

De  1o50  a  1600.  —  67.  Histoire  de  la  Mathématique.  Éditions 
des  classiques.  Géométrie.  Mécanique.  —  68.  Suite  de  la  Géo- 
métrie et  de  la  Mécanique.  C^'clométrie  et  Trigonométrie.  —  69. 
Calcul  et  Algèbre. 

De  1600  A  1668.  —  70.  Histoire  de  la  Mathématique.  Éditions 
des  classiques.  —  7J.  Géométrie.  —  72.  Mécanique  pratique  et 
théorique.  —  73.  Trigonométrie  et  Cvclométrie.  —  74.  Calcul. 
Logarithmes.  —  75.  Invention  de  méthodes.  Calcul  des  proba- 
bilités. Fractions  continues.  Recueils  de  problèmes.  —  76.  Théorie 
des  nombres.  Algèbre.  —  77.  Solutions  géométriques  des  équa- 
tions. Géométrie  analytique.  —  78.  Considérations  infinitési- 
males. K.epler.  Cavalieri.  —  79.  Descartes.  Fermât.  —  80.  Ko- 
berval.  Torricelli.  —  81.  Grégoire  de  Saint-Vincent.  Wallis. 
Pascal.  De  Sluse.  Hudde.  Van  Heuraet. 

Comme  le  reconnaît  l'auteur,  cet  ordre  de  matières  n'est  pas 
sans  inconvénient;  mais  entre  deux  maux  il  faut  bien  choisir  le 
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moindre;  mieux  vaut  encore  trouver  l'œuvre  d'un  mathématicien 
découpée  dans  les  fragments  de  divers  Chapitres,  mais  pouvoir 
suivre,  sans  interruption,  le  développement  historique  d'une 
même  théorie  pendant  un  intervalle  de  temps  suffisamment 
étendu.  Seulement  la  conclusion  à  tirer  de  là,  c'est  que  pour 
continuer  l'histoire  des  Mathématiques  après  1668  (pourquoi 
M.  Cantor  n'a-t-il  pas  voulu  nous  promettre  de  le  faire?)  il  serait 
préférable  d'adopter  un  plan  général  tout  à  fait  diflférent,  en  aban- 
donnant complètement  la  division  chronologique  et  en  traitant 
séparément  de  chaque  branche  de  la  Science.  A  partir  du  moment 
où  les  Académies  scientifiques  fonctionnent  et  où  la  matière  his- 
torique augmente  démesurément,  l'ensemble  de  la  Science  ne 
peut  plus  être  considéré  que  dans  des  aperçus  sommaires,  aux- 
quels se  prêteraient  d'ailleurs  peut-être  mieux  des  monographies 
détaillées  de  grands  mathématiciens  convenablement  choisis.  Mais 
vouloir  continuer  à  décrire  pas  à  pas  le  progrès  sur  tous  les  points, 
ce  serait  se  condamner  à  ne  mettre  au  jour  qu'un  fouillis  aussi 
incommode  pour  les  recherches  spéciales  que  peu  instructif  pour 
une  lecture  suivie. 

M.  Cantor  s'est  arrêté  juste  à  temps  pour  éviter  cet  écueil. 
L'intéressante  période  qu'il  a  étudiée  en  dernier  lieu  lui  a  fourni 
ample  matière  pour  déployer  son  rare  talent  d'exposition,  et  si  je 
signale  en  particulier  les  pages  qui  concernent  l'invention  des 
logarithmes  ou  celles  qui  sont  consacrées  tant  à  ]&  Doliométrie  de 
Kepler  qu'aux  indivisibles  de  Cavalieri,  ce  n'est  pas  que  les 
autres  sujets  soient  moins  heureusement  traités,  c'est  que  ceux-là 
sont  généralement  plus  mal  connus  ou  même  ont  été  jusqu'à  pré- 
sent exposés  d'une  façon  singulièrement  inexacte. 

Je  ne  pense  pas,  en  somme,  qu'il  soit  possible  d'adresser  à 
l'œuvre  de  M.  Cantor  une  critique  sérieuse  ajant  quelque  gravité. 
La  minutie  des  remarques  que  je  vais  consigner  ci-après  fera 
peut-être  mieux  ressortir  la  portée  de  cette  déclaration. 

P.  509.  —  Dans  la  traduction  de  Diophante  par  Xylander,  se 
trouve  un  signe  d'égalité  consistant  en  deux  barres  parallèles, 
mais  verticales.  Gomme  aucun  précédent  n'est  connu,  M.  Cantor 
demande  si  dans  le  manuscrit  grec  dont  Xylander  s'est  servi,  le 
mot  îaot  n'était  pas  abrégé  en  deux  •..  Je  crois  avoir  assez  étudié 
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(le  mamiscnls  de  I  )i()|»liai)l('  poiii-  pouvoir  répondis  iiégaliveiiient. 
'routefois  on  v  Iiounc  ri(''(|ucmincn t  une  ahr/îv  iation  a\aril  la 
lorni(^  smvaiilc  q,»'!  <|iii  est  mnarcuiahlc  en  ce.  (ju'cINî  .stîconiund 
prcs(jiic  avec  ecllc  (ràpiOjj.iç,  c'est-à-dire  (h;  la  ])remièi-e  puissance 
de  rinconnue. 

P.  5io.  —  l''n  Iranscrivanl  en  français  le  nonj  de  réve(jMe 
dWii-e  cpii,  :in  wi'"  siècle,  édihi  les  tlérnenLs  d'Euclide  en  i  r)()6 
et  1678  à  l*aris  {Autliorc  Francisco  Flussate  Candalla), 
M.  Cantor  conserve  à  tort  la  forme  Candalla.  La  J>ranche  Can- 
(Jale,  cadette  de  la  seconde  maison  de  Foix  {Flussas}^  avait 
d'ailleurs  emprunté  son  litre  à  nn  comlé  anglais  (Rendal)donl 
avait  été  gratifié  son  chef,  un  Graillj,  captai  d<î  Buch.  Ce  titre  de 
Caudale  devait  plus  tard  passer  dans  la  maison  d'E])ernon  et  de- 
venir duché-pairie. 

P,  58^^.  —  Dans  l'édition  Elzevier  de  Viète,  pour  les  traités  de 
Recognitione  et  de  Emendatione  œquationiun,  il  me  semble 
qu'on  doit  attribuer  à  Anderson  les  démonstrations  en  petit 
texte,  mais  à  Viète  les  exemples  en  italique.  Sur  ce  dernier 
point,  je  suis  donc  d'accord  avec  M.  Cantor,  ainsi  que  sur  les 
conclusions  qu'il  en  tire. 

P.  6o5.  - —  Libri  a  avancé  que  le  père  de  Fermât  était  mar- 
chand de  cuirs.  Le  fait  n'est  rien  moins  que  prouvé;  car,  si  Domi- 
nique Fermât  avait  à  Toulouse  des  parents  portant  son  nom  et 
exerçant  ce  commerce,  on  sait  seulement  de  lui  qu'il  était  bour- 
geois et  second  consul  de  Beaumont-de-Lomagne,  où  Pierre  Fermât 
naquit  et  fut  élevé.  Au  reste,  dans  l'anecdote  empruntée  à  VHis- 
toire  générale  du  Languedoc  (XIII,  p.  149)  et  citée  par  M.  Ch. 
Henrj  dans  ses  Recherches  sur  les  manuscrits  de  Fermai  (p.  72), 
s'il  est  parlé  d'une  boutique  de  la  maison  Fermât,  il  faut  entendre 
simplement  que  dans  la  maison  habitée  parle  géomètre  conseiller 
au  Parlement,  il  y  avait  des  boutiques  au  rez-de-chaussée. 

P.  606.  —  Chasles  {Aperçu,  p.  65)  parle  d'une  lettre  à  Ro- 
berval  où  Fermât  aurait  annoncé  avoir  trouvé  beaucoup  d'autres 
lieux  plans  «  très  beaux  et  dignes  de  remarque  »  que  ceux 
d'Apollonius.  Cette  lettre  est  celle  du  20  aviil  163^  {]  aria  op., 
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|).  154  )■  l'^'ï  rc'alilé  Fermât  y  parle  de  ses  découvertes  sur  les  lieux 
en  général  «  et  particulièrement  les  lieux  solides  et  ad  super/i- 
ciem  ».  A  cette  date,  il  n'avait  ])as  encore  communiqué  à  Roberval 
son  Isagoge  ad  locos pianos  et  soLidos,  ni  rédigé  son  Isagoge  ad 
locos  ad  super ficieniy  envoyé  à  Garcavi  en  164^  seulement. 

V .  ()io.  —  Albert  Girard,  en  distinguant  les  différentes  formes 
possibles  des  polygones,  a  énoncé  qu'il  j  a  quatre  sortes  de  pen- 
tagones dont  les  cotés  ne  se  coupent  pas.  Giintlier  (  Fe/'/?zi5cA^^ 
Untersiicliungen,  p.  19)  a  remarqué  qu'on  ne  peut  concevoir  que 
les  cas  de  o,  1,2  angles  rentrants,  et  a  conclu  que  Girard  s'était 
trompé.  Mais  on  doit  distinguer,  dans  le  cas  de  deux  angles  ren- 
trants, celui  où  les  deux  sommets  sont  voisins  et  celui  où  ils  ne  le 
sont  pas.  II  j  a  donc  bien  en  réalité  quatre  sortes  de  pentagones, 
au  sens  d'Albert  Girard. 

/'*.  62.3.  —  Il  est  dit  par  inadvertance  qu'en  i654  la  Société  de 
mathématiciens  à  laquelle  Pascal  adressa  son  placard  :  Cele- 
herrimœ  Matheseos  Academiœ  Parisiensl,  se  réunissait  chez 
Mersenne.  Gelui-ci  était  mort  en  1648. 

P.  Q>\i\.  —  Le  récit  que  Descartes,  en  lisant  l'^^^ai /)0(^r  les 
coniques  de  Pascal  (i64o),  aurait  déclaré  que  ce  ne  pouvait  être 
l'œuvre  d'un  jeune  homme  de  seize  ans,  et  qu'il  devait  avoir  été 
composé  soit  par  Desargues,  soit  par  le  père  de  Pascal,  est  rejeté 
comme  sans  fondement.  Il  provient  en  réalité  d'un  passage  d'une 
lettre  de  Descartes  à  Mersenne  (éd.  Glerselier,  II,  38),  écrite  en 
avi'il  1(340.  ((  J'ay  receu  aussi  l'Essay  touchant  les  Coniques  du 
fils  de  M.  Pascal,  et  auant  que  d'en  auoir  lu  la  moitié,  j'ay  jugé 
qu  il  auoit  apris  de  Monsieur  Desargues  :  ce  qui  m'a  esté  con- 
firmé incontinent  après,  par  la  confession  qu'il  en  fit  luy-mesme.  » 
Ramené  à  cette  (orme  authentique,  le  jugement  porté  par  Descartes 
ne  peut  soulever  aucune  contradiction.  M.  Cantor  a  rej)roduit 
lui-même  (p.  622)  les  termes  dans  lesquels  Pascal  s'exprime  sur 
l'aide  (pi'il  a  tirée  des  écrits  de  Desargues,  et  noté  l'emploi,  dans 
V Essai  sur  1rs  coniques,  d'expressions  lechniques,  introduites 
par  l'aulciir  du  lirouillon-projet. 

La  citation  de  Descartes  u  Je  pense,  donc  je  suis  »,  dans  le 
fragment  de    Pascal    De    V esprit  géoniét ri(jue,    uv    peut  servir  à 
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(lalcr  ('('(  ('"ciil  ;i[)rrs  i()4'î,  |iiii^(|u  t'ilc  csl  Iii('m'  du  Discours  de  la 
méthode,  <jui  csl  de  i().)-. 

P.  6"2.  —  Il  csl  ini|>nin('-  (|mc  lu  hiisc  llicorKjiic  des  lo;^urilIimes 
c;d(Md(''c  pai- ?S('|)ci'  est  (--.-)  •   Il   laiil  lii(.' 

P.  6()9..  — ■  Dès  i(>3G,  C^aicavi  avait  fjiiillo  le  Parlcniculdc  'J'ou- 
lousc  et  était  à  Paiis,  eonseiller  au  (jrand  (Conseil;  ce  (iil  cette 
dernière  charge  (jii'il  vendit  à  la  (in  de  iG/jy-  J-)ès  le  coiiimenee- 
nient  de  iG^jB,  \\  (HaiL  attaelié  au  duc  de  Liancourl. 

P.  702.  —  (^e  que  dit  Scliooten  dans  ses  Exercitationes  de 
1607  sur  les  nombres  amiables  doit  lui  avoir  été  fourni  par  Des- 
cartes dont  la  règle  a  été  j)ublléc  par  Clerselier  (III,  p.  379). 

P.  706  suiv.  —  M.  Cautor  a  emprunté  diverses  indications  à 
l'article  que  j'ai  publié  ici  même  en  i883,  Sur  la  date  des prin- 
cÀpales  découvertes  de  Fermât.  A  la  suite  des  recherches  plus 
approfondies  que  j'ai  dû  faire,  afin  de  classer  chronologiquement, 
dans  l'édition  de  la  correspondance  de  Fermât,  les  lettres  non 
datées,  j'ai  reconnu  que  certaines  de  mes  déterminations  anté- 
rieures étaient  inexactes.  J'ai  donc  à  les  rectifier  ici. 

J'avais  provisoirement  daté  de  1637  la  lettre  inédile  dans 
laquelle  Fermât  a  proposé  à  Sainte-Croix  les  problèmes  impossibles 
qu'il  devait  plus  tard  reprendre  pourWallis  et  Brouncker.  Je  crois 
maintenant  devoir  la  faire  remonter  à  septembre  ou  octobre  i636. 

Pour  les  lettres  à  Mersenne  dans  les  Varia,  p.  i-jS  et  1^6, 
j'avais  admis  avec  M.  Ch.  Henrj  la  fin  de  i635  on  le  commence- 
ment de  i636.  Une  copie  ancienne,  où  un  extrait  de  la  première 
est  daté,  la  fixe  au  i*^""  avril  1640;  la  seconde  doit  être  de  juin. 

Cette  détermination  a  une  grande  importance  pour  l'histoire 
des  travaux  de  Fermât  sur  la  théorie  des  nombres. 

P.  ro8.  —  La  lettre  de  Fermât  du  18  octobre  i64o,  dont  le 
destinataire  n'est  pas  nommé  dans  les  Varia  (p.  i63),  est  cer- 
tainement adressée  à  Frenicle. 

P.  711.  —  La  Relation  des  découvertes  en  la  Science  des 
nombres  fut  envovée  par  Fermai  à  Ciarcavi  peu  de  temps  avant  le 


i/\  août  lOSy,  date  à  laquelle  elle  fut  commiinicjuée  par  C^arcavi  à 
lliijgens.  A  celle  dale  Descarles  élail  donc  mori,  aussi  bien  que 
Bachet. 

P.  y?j/\.  —  La  citation  de  la  lellre  à  IMersenne  du  26  dé- 
cembre i638,  publiée  par  M.  Ch.  Henrj  {Bechrrches,  p.  178). 
doit  être  corrigée  d'après  les  inanuscrils.  P^ermat  dit  que  sa  mé- 
thode pour  les  tangentes  s'ap[)lique  quand  même  l'expression  de 
l'ordonnée  contiendrait  des  irrationnelles,  fût-elle  composée  de 
centinomies  ou  (non  pas  antinomies  en)  plus  grand  nombre 
de  termes.  Ce  mot  de  centinomie  rappelle  celui  de  multimodie 
algébrique,  introduit  par  Stevin.  Mais  Fermât  l'a  probablement 
forgé  sur  les  expressions  solinomia,  binomia,  etc.,  employées  par 
Adrien  Romain  et  par  Viète  dans  sa  réponse  à  ce  dernier. 

P .  736.  —  Si  Beaugrand  se  procura  un  exemplaire  de  la  Diop- 
trique  de  Descartes  avant  l'achevé  d'imprimer,  ce  ne  fut  point  en 
se  faisant  envoyer  les  feuilles  de  Leyde;  il  ressort  des  lettres  de 
Descartes  que  celui-ci  avait  envoyé  dès  le  commencement  de  1637 
un  exemplaire  en  France  pour  l'obtention  du  privilège,  qui  est 
daté  du  4  '119' •  Sous  le  prétexte  de  la  demande  de  ce  privilège, 
Beaugrand  obtint  de  Mersenne  la  communication  du  livre  et  le 
garda. 

P .  790.  —  Dans  le  premier  Allume  de  l'édition  nouvelle  des 
OEui^'res  de  Fermât,  est  publiée  wne  Réponse  à  des  questions  de 
Cavalieri  dont  je  n'avais  pu  indiquer  la  date  que  comme  anté- 
rieure à  1644-  J'^i  depuis  découvert  la  lettre  de  Gavalieri  à  Mer- 
senne  où  sont  posées  ces  questions  ;  elle  est  du  23  novembre  164  i  ; 
la  lettre  de  Fermât  est  donc  probablement  du  commencement 
de  1642.  Il  est  à  remarquer  que  dans  ses  Exercitationes  de  r647, 
Gavalieri  s'est  abstenu  d'utiliser  les  énoncés  du  géomètre  de  Tou- 
louse, quoique  Mersenne  les  eût  reproduits  déjà  dans  ses  Cogitata 
de  i644î  6t  qu'une  application  de  la  méthode  des  indivisibles  à 
des  propositions  de  quadrature  avancées  sans  démonstration  n  rùt 
pu,  ce  semble,  aucunement  froisser  Fermai.  Le  mathématicien 
Italien  crut  sans  doute  se  montrer  plus  galant  homme  en  laissant 
à  l'auteur  de  ces  propositions  l'occasion  d'exj)Oser  sa  propre  mé- 
thode en   donnant  les  démonstrations,   cv  (|ue  Format   fit  enectl- 
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vcnuMil  clans  sou  «;rnii(l  TraiLL'  [OL'uk'/'Cs,  I,  p.  255),  composé  vers 
iG(Jo.  Si  Torricclli  eut  a^i  aussi  loyalement  avec  Koberval,  il  eût 
évité  les  récriminations  plus  ou  moins   justifiées  de  ce  dernier. 

P.  3()o.  —  FiC  nom  roturier  de  PvolxTval  est  piulol /V/'-ço/i^i/c'/', 
comme  il  est  imj)rimé  dans  les  A/éni.  de  V Acad.,  que  I*crsone, 
forme  pour  laquelle^  les  autorités  sont  [)liis  nombreuses,  mais 
moins  graves. 

P.  3o2  suiv.  —  L'histoire  des  découvertes  de  Koberval  a  été 
embrouillée,  quant  aux  dates,  par  suite  des  confusions  de  mé- 
moire, involontaires  ou  non,  commises  par  Tauleur  dans  le  récit 
qu'il  en  a  donné. 

En  ce  qui  concerne  la  quadrature  de  la  cjcloïde,  elle  est  énoncée 
(ainsi  que  des  cas  particuliers  pour  la  quadrature  des  cvcloïdes 
allongées  et  raccourcies)  dans  le  cahier  des  Nouvelles  observa- 
tions physiques  et  mathématiques  (XI^  observ.,  p.  24)  de  Mer- 
senne,  cahier  qui  fait  suite  à  la  seconde  partie  de  V Harmonie 
universelle,  imprimée  en  1637.  Mais  il  manque  la  preuve  que  ce 
cahier  soit  bien  de  la  même  année,  et  il  est  remarquable  que 
jamais  Roberval,  Pascal  ou  Carcavi  n'ont  indiqué,  comme  ancien 
témoignage  imprimé,  que  celui  de  Desargues  de  i64o.  En  tout 
cas,  Roberval,  dans  une  lettre  du  1*"  juin  i638,  envoyait  à  Fermât 
un  énoncé  encore  moins  complet  que  celui  qui  se  trouve  dans 
l'imprimé  de  Mersenne.  A  la  vérité  celui-ci,  au  commencement 
de  l'année,  avait  annoncé  à  Fermât  la  découverte  de  Roberval, 
mais  en  termes  assez  peu  précis  pour  que  le  géomètre  de  Toulouse 
se  soit  contenté  de  douter  de  la  réalité  de  la  quadrature  (lettre 
inédite  de  février  i638).  Quant  à  Descartes,  il  reçut  l'énoncé 
pour  la  cycloïde  ordinaire  dans  une  lettre  de  Mersenne  du  28  avril 
ou  du  i^''  mai  i638  (éd.  Clerselier,  lll,  67);  il  donna  la  démon- 
stration le  27  mai  (III,  68)  et  la  compléta  le  27  juillet  (III,  ^Ç)). 
C'est  donc  en  i638,  et  non  en  i635  comme  le  dit  Pascal  dans  son 
Histoire  de  la  roulette,  que  la  quadrature  de  la  cycloïde  devint 
publique  en  France.  Roberval  n'était  d'ailleurs  entré  en  relations 
avec  Fermât  qu'en  juillet  i636,  à  l'occasion  de  la  géostatique. 

P.  810-81  I.  —  Il  est  bien  certain,  comme  le  conjecture 
M.  (>antor,  f{ue,  lorsque  Pascal  parle  d'une  lettre  où  Torrieelli 
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aurait  cédé  à  Roberval  l'invention  de  la  cjcioïde,  il  n'en  peut  en- 
tendre une  autre  que  celle  du  'j  juillet  1646,  partiellement  publiée 
par  Carlo  Dati  r.n  i6()3,  lettre  où,  en  réalité,  tout  en  se  refusant 
à  discuter  la  (jueslion  de  priorité,  le  g^éomètre  italien  nnaintient 
l'indépendance  de  ses  recherches.  Si  d'ailleurs  cette  lettre  n'a  pas 
été  imprimée  dans  le  Recîueil  des  OEuvres  de  Roberval  (Afém. 
Acad.  Sciences)  après  la  mort  de  ce  dernier,  c'est  précisément 
à  cause  de  la  publication  antérieure.  La  Hirc,  que  ce  procès  n'in- 
téressait probablement  pas  beaucoup,  s'est  contenté  de  tirer  des 
papiers  de  Roberval  les  pièces  encore  inconnues.  Parmi  ces  pièces 
figure  la  longue  lettre  non  datée  de  Roberval  à  Torricelli,  qui  est 
d'une  importance  capitale  au  point  de  vue  historique  par  les  dé- 
tails personnels  que  Roberval  donne  sur  ses  propres  travaux. 
M.  Gantor  croit  devoir  la  dater  de  1647,  année  de  la  mort  de 
Torricelli,  tout  en  remarquant  que  le  i/\  août,  ce  dernier,  à  qui 
elle  était  annoncée  par  Mersenne,  ne  l'avait  pas  encore  reçue. 
J'estime,  pour  ma  part,  que  cette  lettre  est  fictive,  en  ce  sens 
qu'elle  ne  fut  jamais  envoyée  par  Roberval. 

P.  81  4-  —  M.  Gantor  a  repris  très  heureusement  la  thèse  de 
Jacobi,  à  savoir  que  la  méthode  dite  de  Roberval  n'est  pas  anté- 
rieure à  i63g,  et  qu'auparavant  il  ne  possédait  pour  résoudre  les 
problèmes  des  tangentes  que  des  procédés  analytiques.  Mais  la 
conclusion  tirée  de  cette  thèse  pour  réfuter  l'accusation  de  pla- 
giat lancée  par  Pascal  dans  V Histoh^e  de  la  roulette  me  paraît 
mal  établie. 

Gette  accusation  énonce  en  effet  une  circonstance  précise,  que 
Reaugrand  aurait  en  i638  envoyé  à  Galilée,  sans  nom  d'auteur  et 
comme  de  lui-même,  des  solutions  du  plan  de  la  roulette,  c'est- 
à-dire  une  démonstration  de  la  quadrature  de  la  cycloïde.  C'est 
sur  ce  point  que  porte  l'accusation  et  nullement  sur  la  méthode 
des  tangentes. 

Or  cette  histoire  de  Reaugrand  est  racontée  dans  une  lettre  de 
Roberval  à  Torricelli,  du  i'""  janvier  1646,  publiée  par  Carlo  Dati. 
Tl  y  est  précisé  que  la  démonstration  envoyée  à  Galilée  par  Reau- 
grand est  celle  de  Descartes,  et  qu'elle  est  la  même  qu'une  des 
trois  qu'a  récemment  envoyées  de  Rome  à  Paris  l'ancien  élève  de 
Roberval,  Du  Verdus,  comme  trouvées  en  ItMlio.  Hob(^i\al  dérlaip 
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(le  |)lus  avoii*  vu,  coîiiinc  Mcrscniu^  cL  hicii  djiulrcs,  le  doiihln 
(le  la  Iclli'c  (le  H(*aiii;raii(l.  Il  n'acMMisc  (J'aillciirs  iiulIcmcnL  roiri- 
colli  de  j)la^ial  (sa  Iclire  esl,  pliilùl,  amicale);  il  le  prévieni  sfiile- 
mcul  (le  (Mi'conslances  (uTil  (Ioiiik;  comme  hieii  comiuk's  eu 
France. 

('oinme  les  papiers  (I(î  Tialilée  ne  conliennent  aucune  trace  de 
sa  pr(''l('ii(lii('  correspondance  avec  l^eauf;rand,  on  ne  saura  jamais 
(juelle  part  de  vérité  il  peut  y  avoir  dans  les  assertions  de  Hohcrval. 
Mais  en  écarlaiil.  Men  entendu,  V Histoire  de  la  roulette,  où  Pascal 
a  eu  le  tortévideni  de  traiter  Torrieelli  comme  un  simple  jésuite, 
je  ne  crois  pas  que  l'on  doive  considérer  l'accusation  lancée  contre 
Beaugrand  comme  une  invention  faite  à  plaisir.  D'une  part,  elle 
a  été  publiquement  formulée  par  Desargues,  alors  que  l^eaugrand 
vivait  encore.  D'au  Ire  part,  il  ressort  nettement  de  la  lettre  inédite 
de  Cavalieri  à  Mersenne,  dont  j'ai  parlé  plus  haut,  que  Beaugrand 
avait  eflectivement  envoyé  à  V diUieuv  àes  I ndivisibles,  comme  étant 
de  lui-même,  des  quadratures  dues  à  Fermât.  De  la  sorte,  Cavalieri 
ignorait  jusqu'au  nom  de  ce  dernier  et  c'était  à  Beaugrand  cpi'il 
avait  posé  les  questions  qui  l'intéressaienl.  Après  la  mort  de  son 
correspondant,  il  s'adressa  à  Mersenne  en  le  priant  de  le  rensei- 
gner sur  les  travaux  des  géomètres  français,  et  Mersenne  naturelle- 
ment renvoj-a  la  lettre  à  Fermât. 

Je  me  réserve  de  revenir  à  une  autre  occasion  sur  la  querelle 
entre  Torrieelli  et  Roberval,  et  j'espère  pouvoir  montrer  que  ce 
dernier  est  loin  d'avoir  eu  tous  les  torts  de  fond  et  de  forme  qu'on 
lui  a  reprochés,  tandis  que  le  premier  a  peut-être  trop  bénéficié 
du  sentiment  que  provoque  une  accusation  aussi  mal  fondée  que 
celle  de  l^ascal.  En  tout  cas,  je  me  plais  à  reconnaître  que  M.  Can- 
tor  a  suffisamment  rendu  justice  au  savant  français,  ce  que  nous 
ne  pouvons  malheureusement  pas  dire  de  Montucla. 

Paul  Taininrrv. 


66  PKHMIÈKH    l'AUTIIi:, 


MELANGES 


DÉMONSTRATION  DE  L'EXISTENCE  DE  RACINES  PRIMITIVES 
POUR  TOUT  MODULE  PREMIER  IMPAIR  (  '  j; 

Par  m.  Joskph  I'EROTT. 

1.   Avant  d'aborder  la  lliéorie  qui  nous  occupera,  il  est  bon  de 

rappeler  une  proposition  qui  se  trouve  bien  dans  tous  les  Traités 

d'Algèbre,  mais  que  l'on  n'y  démontre  d'habitude  qu'à  l'aide  de 

considérations  dont  la  connaissance  n'est  nullement   nécessaire 

pour  l'objet  que  nous  avons  spécialement  en  vue. 

Soient 

ai,     a. 2,     . .  • ,     ci,i 

n  quantités  quelconques. 

Désignons  pary,  la  somme  de  ces  n  quantités,  par/2  1^^  somme 
de  leurs  produits  deux  à  deux,  par  y^  la  somme  de  leurs  produits 
trois  à  trois,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  f,i  qui  désignera  le  simple 
produit  de  nos  ii  quantités.  Les  fonctions  yi,yo,  . .  .  ^  f,i  portent 
le  nom  de  fonctions  symétriques  élémentaires  à^  nos  n  quan- 
tités 

f^  étant  la  première  fonction  symétrique  élémentaire,  f^  la 
deuxième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  fa  qui  est  la  /i'^'"*^  fonction 
symétrique  élémentaire  de  nos  n  quantités 

Supprimons  maintenant  un  de  nos  a,  ai  par  exemple,  et  dé- 
signons par 

y  1  )      J  -2^       •  •  •  J      J  n-\ 


(')  Je  vois  que  j'ai  été  anticipé  par  Caiichy  (  Comptes  rendus  des  séances  de 
l'Académie  des  Sciences,  t.  XII,  p.  8i3)  pour  une  bonne  partie  de  mon  travail. 
Mon  essai  a  été  composé  dans  une  ignorance  complète  du  Mémoire  du  grand 
géomètre.  Quant  à  son  autre  Mémoire  sur  le  même  sujet  {Exercices  d'Analyse 
et  de  Physique  mathématique,  t.  II,  p.  1),  n'étant  pas  réimprimé  dans  ses 
Œuvres,  il  m'est  inaccessible  encore  aujourd'hui. 
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les    //        1    foiicLioiis    svMicUKjiics    ('Uîmciitaircs    dc.^   n  —  i,   (i  qui 
restent  après  la  siippi-ossion  de  (((. 

Cela  étant  ainsi,  on  auia  pour  lonle  valeur  de  //  satisfaisant  aux 
conditions 


Posons  ma  in  tenant 


IL  =  ■?.,  3,  .  .  . ,  /., 


où  k  est  supposé  ne  pas  dépasser  //,  —  1,  et  écrivons  les  relations 
ainsi  obtenues  à  la  suite  de  la  relation  évidente 

Nous  obtiendrons,  après  avoir  écrit  i  =  i  en  tête, 

1  =  1, 

.A=  fi  -^^ifi^ 


D'où,  en  multipliant  par 
respectivement  et  en  ajoutant, 


■4-(-  !/'■    •«//a-,+^-  i)Va  =  (-  UV/- 


En  faisant  maintenant 


1  —  1,1,  . ...  Il 


et  en  ajoutant,  après  avoir  posé 


5,  =     r/,     -f-     «2 
.ç^—    a]    -r-    <7i 


^„_,=  r/r '-h-r?^    ' 
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on  ob lient 

S/c  +  (—')'  V.     1  /i  4-  (—  I  )^  5/ .  2/2  H-  (  —  I  y'  .S7,    3/3  -+-  .  .  . 

+(-i/^-  ^•^i/A-i+(-«y'/i//.=(-i/'-^//. 

Or  tout  élément  tel  que 
dont  la  soninio  donne  la  fonction  f/f  el  où  nous  avons  désigné  par 

ll\,       U2,       . . .,       ll/c 

k  nombres  différents  quelconques  pris  dans  la  suite 

I,     -2,     3,      ...,     /l 

figure  une  et  une  seule  fois  dans  toute  fonction  telle  que  /](,  où  i 
est  différent  de 

et  ne  figure  point  dans  toute  fonction  y^,  où  i  est  égal  à  un  des 
nombres 

Cela  nous  donne 

2//  =  (n-/0/,, 

A-  =  1 

puisqu'il   est  clair  que   toute    fonction  telle  que  fj^.  ne  peut  ren- 
fermer d'autres  éléments  que  ceux  qui  entrent  dans /y;. 
On  aura  donc 

En  posant  A=:  2,  3,  .  , .  ,  /z  • —  i ,  on  aura  ensemble  avec  la  relation 

•■^1— /i  =  o, 

qui  résulte  do  la  définition  même  des  fonctions  /",  et  .fi,  les  for- 
mules bien  connues  de  Girard  (')  qui  nous  seront  utiles  dans  la 
suite. 


(')  C'est  à  peu    près  comme   feu   INI.  KronccUcr  les  démontrait   dans  son  Cours 
d'Algèbre  à  ITniversité    de  lîcriin,  sauf  que  l'illiislre  i;('^onirlre  n'avait   ntilloment 
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!2.  Soil  //  iiii   iiombrc'  ciitici-  (|ii('l(:(>ri([iic  siijx'i'icm"  à   i  ,  et 

tous  les  nombres  enll(Ms  pusllifs  premiers  à  u,  cl  non  sii|)(''rieijrs 
à  u .  On  aura  évidemiiuMJL 

1^  <  II, 
puis(|iie  dans  la  suiu^ 

I  ,     9. ,'{,...,     w 

il  y  a  au  moins  un  nombre,  je  veux  dire  //,  cjui  n'est  pas  premier 
à  if. 

Tout  nombre  a  premier  à  u  sera  nécessairement  congru  (^)  à 
un  des  nombres 

En  effet,  si  a  est  positifet  inférieur  à  u,  il  fera  partie  de  la  suite 
précédente.  Si  a  est  positif  et  supérieur  à  u,  il  tombera  néces- 
sairement entre  deux  termes  consécutifs  tels  que  mu  et  (m  -|-  i)w 
de  la  progression  arithmétique 

u ,     '2  a,     3n,     /\u,      . . . , 

à  différence  «,  puisqu'il  ne  peut  être  égal  à  un  multiple  de  u.  On 

aura  donc 

mu  <C  a  <C{m  -{-  i)  II, 
et  par  suite 

o  <  a  —  mil  <  u, 

de  sorte  qu'en  posant 

a  —  mu  =^  r, 
on  aura 

a  =  mu  H-  r, 
ou,  avec  Gauss, 

a  E=  r         (mod  u). 

Or  rt  et  u  étant  supposés  premiers  entre  eux,  u  et  /•  le  seront 
aussi,  en  vertu  de  la  relation 

a  =  mu  -r-  r. 


besoin  d'éviter  des  considérations  ennpruntées  à  la  théorie  des  équations.  La  leçon 
de  M.  Kronecker  à  laquelle  je  fais  particulièrement  allusion  est  celle  du  i4  no- 
vennbre  1878.  Il  y  citait  d'ailleurs  Euler,  Opuscula  analytica,   t.  I,  p.  ZZ-. 

(')    Voir  Gavss,  Disquisitiones  arithineticœ,  art.  1  et  suiv.,  où  l'on  trouvera  la 
délinition  de  la  consvuence. 
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(il  puisque  /•  est  positif  et  inférieur  à  w,  il  devra  faire  partie  (Je  la 
suite 

Si  a  est  négatif  et  inférieur  à  u  en  valeur  absolue,  on  aura,  en 

posant 

a  -^  u  =  r, 
ou 

a  ^^  r         (inod  u  ), 

et  r  satisfera  encore  aux  conditions 

o  <  /'  <  M, 

et,  étant  premier  à  u,  sera  identique  à  un  des  termes  de  la  suite 

Enfin,  si  a  est  négatif  et  supérieur  à  /<  en  valeur  absolue,  —  a 
tombera  nécessairement  entre  deux  termes  tels  que  mu  et  (m-^  i  )  u 
de  la  progression  arithmétique 

u,     'lU,     3  f«,      4  ^';      •  •  •  • 
En  posant 

rt  -+-  (  m  4-  1  )  «  =  /', 
d'où  Ton  tirera 

a  ^  r         (mod.  «), 
on  aura  encore 

o  <  r  <  u, 

et,  comme  /•  est  toujours  premier  à  w,  il  figurera  dans  la  suite 

Tout  nombre  a  soit  positif  soit  négatif,  mais  premier  à  a,  est 
donc  congru  à  un  des  termes  de  la  suite 

Considérons  maintenant  la  progression  géométrique  à  raison  a 

a,       «2,       «3^        ^  _  ^       fin 

Le  nombre  a  étant  supposé  premier  à  u,  le  nombre  a-  ie  sera 
aussi  en  tant  que  produit  de  deux  nombres  «  et  a  premiers  à  //  f  •  \ 

(')  Euclidis  Elementa.  VII,  p.  o'i  pl  .îr).  Kd.  Heiberi:.  i.  II.  [>.  '.'38  et  î'\o. 
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Cl  de  luùiiic  pour  K;  noinhrc  r/'  cii  laiiL  (jiic  |)i()(liiil  de  Avux 
nombres  a-  cl  a  premiers  à  //,  et  ainsi  do  siiilc  jtis(jii'à  ^/"  (\uc  Ton 
Irouvcia  c\\v  prcnncr  à  //.  (lliacpic  Icinic  d(;  l.i  piogression  géo- 
métrique 

sera  doue  eongiii  à  (piciquc  terme  de  la   suiLc 

fiTi,     <-?.,,     r/g,      ....     r^i^. 

Or,  si  le  nombre  des  arbres  dans  une  forêt  est  supérieur  au 
nombre  maximum  de  feuilles  sur  un  arbre,  il  y  aura  au  moins 
deux  arbres  possédant  te  même  nombre  de  feuilles  {\.c\c\\uc- 
Dirichlel). 

Comme  dans  notre  cas  on  a  u  >>  iji,  il  faul  bien  que  deux 
termes  différents  de  notre  progression  géométrique,  tels  que  a^ 
et  «^,  où  l'on  peut  considérer  h  comme  désignant  le  plus  grand 
des  deux  nombres  li  et  A',  soient  congrus  à  un  même  terme  de  la 
suite 

et  par  Conséquent  congrus  entre  eux 

a'^^  a^'         (  mod  «), 

d'où,  en  divisant  par  a^  qui  est  premier  à  u, 

afi-k  =z  1         (mod  w), 

et,  en  posant  h  —  /:=:  ,ç, 

a^^  I         (mod  u). 

Il  existe  donc  une  puissance  a^  à  exposant  positif  congrue  à  i 
suivant  le  module  u. 

Je  désignerai  par  t  le  plus  petit  des  nombres  positifs  jouissant 
de  la  même  propriété  que  5,  c'est-à-dire  rendant  a^  congru  à  i 
suivant  le  module  u  et,  je  dirai,  avec  Gauss  ('),  que  a  appartient  à 
l'exposant  t  (modw). 


(')  Disquisitiones  arithnieticœ,  art.  5.'}. 
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Cela  claiil  ainsi,  je  dis  (jiie  la  prof^ressioii  ^éoniélriquc 

ne  renfermera  [)as  de  termes  congrus  entre  eux.  En  ellet,  si  Ion 
avait 

OÙ 

l '^  A-  <h'^t^ 
on  en  tirerait 

OÙ 

\%h  —  k  <  t, 

contrairement  à  la  supposition  que  a  appartient  à  l'exposant  t 
(mod«).  Cela  étant  ainsi,  comme  chaque  terme  de  la  progression 
géométrique 

est  congru  à  un  terme  distinct  de  la  suite 


a,      «2,      .  .  . , 


«[j., 


il  faut  bien  que  l'on  ait 

Si  l'on  connaît  les  nombres  de  la  suite 

auxquels  les  termes  de  la  progression  géométrique 

a,     «2,     a^,      .  .  . ,     a^ 

sont  respectivement  congrus,  il  est  facile  de  déterminer  le  terme 
de  la  suite 

auquel  toute   puissance  de  a  a  exposant  positif  telle  que  <7''  sera 
congrue. 

En  effet,  si  v  est  un  multiple  de  L  tel  que  Av,  on  aura 

a''—-a''^  =  {a^y'^i         (modw). 

Si  V  est  plus  petit  que  /,  il  fera  partie  de  la  progression  géomé- 
trique 

a ,      a- r/'. 


vl  par  ('()ii>('-(|iii'iil  on  mhii.i  iiiiiii('(Ii:iI  ciiicnl   !•'  Iciiiic   de   l;i   -^iiili- 

(f ,      a.,,       .  .  . ,      </,j 

aii(|n('l  il  csl  coni;!-!!.  Ijiliii.  si  r  csl    plus  i;iiiii<l  ([iic   /   cl   non  (li\i- 

sihlc  pai'  /,  on  pouiia    IronNcr  des   nonihics  cnlicrs    positifs  y  cl  / 

tels  (pic  Ton  ail 

(>  —  r//  -4-  /•. 


ou 


(  icla  nous  (hymicia 

r/«'—  (t'/f  ^'^  f/'/f  (/'-  i  ((''         (inod  u  ). 

(i  Ton  se  lioMvc  ramciu';  an  cas  d(''jà  considc'rc.  I Oiilcs  les  lois 
donc  (juc  r  n\'sl  |)as  divisible  par  /,  la  puissance  a^  est  congrue  à 
lin  terme  de  la  progression  géométrique 

a  ^     c/2,     ((■'■ ((f , 

différent  de  (t'^  el   j)ar  suilc  sera  congriu;  à   i. 

La  condition   nécessaire  et  siillisante  pour  (pic  (t''  soit  congru 
à  1  est  donc  C|ue  r  soil  dixisihlc  par  /.  Si  {\i.)nv.  on  a 


ou 


on  en  tirera 


/  </^ 

a''-''  ^^-  I  (  moi]  //  ), 

el  par  suite  h  — A  doil  élre  di\isi!)lc  par  /  ou,  si  Ton  veut, 

h  5^  k         {  niod  /  ). 


Inversement  la  c()n'iru(3nce 


entraîne;  la  su  i\  an  le 


Il  ~  k 


ai>~  a'' 


(mod  /  ) 
(  inod  //), 


OÙ  nous  nous  sommes  borné,   sans  nécessité  absolue  cependanl.  à 
la  consldéralion  de  seuls  exposanls  posilifs. 

Cela  étant  ainsi,   il  nous  sera  facile  mainlenani  de  résoudre  un 
problème  (pii  se  [présente  frécpiemmeiil . 

l.tcml  (Innni's  deux  nninhi-rs  prcniicis  cuire  eux  <i  ri  u,  on 

Jiull.  (Icii  Sciences  ma  t  Ik'di  . ,    v   séfic.   I.  Wll.    (Mac-   iS|)o.)  li 
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demande  de  IrouKei-  un  nombre  x  tel  (jiie  l  on  ail 

<lXi^  I  (  11)0(1  //  ). 

En  (îfTet,  soit  t  l'cxj)()s;ml  aïKjiicl  a  aj)|)arlicnl  (niod//),  on  aura 
aa*-^  =  rr^  ==  i         (mod//). 
OÙ  dans  le  cas  de  /  =  i,  ce  f|iii  exige  que  I On  ail  a  iri  i(mod//,),  il 


faut 


rcninlaeer  a 


enipiaee 


^-1 


D'dV    \ 


\) 


onc  Ja  \alem' 


—  ^,t-i 


résout  la  qiieslion.  On  s'assurera  imniédialement  f|ue  loiiL  nombre 

congru  à  a^   '(mo(W/)  résout  aussi  la  question,  fnversement  toute 

valeur 

x=y 

qui  résout  la   question  est  congrue  à  rt^~'(mod/^).   \in  vSicl,  des 
deux  congruences 

(la^    ^  ^^.  \         (  iiiod  a), 
a  y  s^  i         (mod  a), 
on  tirera  la  suivante 

a  y  s^  ((ft^   '         (  iiiod  «), 
et  par  suite,  en  divisant  par  (/  (pii  est  premier  à  ;/, 


y=a 


t-i 


(mod  II). 


Jl  convient  de  dire  cependant  que  nous  avons  supposé  u  po- 
sitif, le  seid  cas  doni  nous  ayons  besoin  dans  la  suite. 

3.  J^a  propriété  que  j^ossècle  tout  nonibiM*  a  premier  à  //  d'ap- 
partenir à  un  certain  exposant  (mod  u)  donne  lieu  à  [)lusieurs  pro- 
positions fort  intéressantes  que  nous  allons  établir. 

THi':oiiiiME  1.   —  Si  ((  (ipparlient  à   l'exposant   /(mod//V   la 

puissance   r/'^   oii   d  es!   un    di\'iseui'  de   t,  appaiiient  à   l\\r- 

t 
posa/U  -• 

'  a 

En  edel,  le  nombi-e  <'/"',  étant  |)remiei"  à  u,  appaiiicndr.i  à  un 
certain  exposanl   (|ii('  n<)ii>>  (h'sii^ni'rons  pai'  v. 


() 


I'  on  il 


doiK'  .S"  csl  iiii  (li\  isiîiir  (le 


Mf':i.Ai\(;i:s. 

((t'^  y'  =  ft'     -  I  (  niod  tt  ) 

/ 


d 


Afiiis  (riMil  rc  |);iil  on   a 

a'f"  =z(ff'^ y      I  (]iM)(\  it). 

Donc/  csl   lin  (lixiscnr  ds  <;l    |);ir  conscijncnl     .  ('>[    nn   (livi>cni' 
de  s. 

Les  nonil)rcs  .V  cl  — ,  élanl   diNiscuis  Tnii  de  r.inirc,  on  anta  (') 


'  =  r 


Tmkouème  11.  —  Si  (f  ((/)/)(/ /-ficnf  à  r exposant  /,  l(( puissance 
(('%  oit  k  est  supposé  premier  à  t,  appdrtienflra  au  même  ex- 
posant t. 

\ii\  olTcl,  soit  6"  l'exposanl  ancjncl  a'^  apparUcnL.  On  aura 

a''-^  =  {a'''y  z^i         (  1 11  o ( I  /i ) ; 

donc  /.   est   un   diviseur  de   /»,v,    et   comme    />    esl    premier  à   /,   le 
nombre  t  sera  un  diviseur  de  .v. 
iNIais  d'autre  part 

donc  s  est  un  diviseur  de  t . 

Il  s'ensuit  que 

s  =  t. 

Ïhkorèmk  111.  — ■  Si  a  appartient  à  l' exposant  /,  la  puis- 
sance a^  appartient  à  (.'exposant  -.^  oii  ri  est  le  plus  f^rand 
commun  divise ui'  de  h  et  de  t. 

En  effet,  soit  .v  l'exposant  auquel  a^^  appartient. 

Le   nombre  a'^   appartiendra  à  l'exposant  -.i  en  verlu  du  ihéo- 


(-)   Ea    vcrLii   (.riiiic    |)i'oi)():-ili<iii    (|ui    dcvr.iil    >"('MiiMi('('r   i'\  i>Iicii(?iiicnl    clans    lc-> 
«Jiivriiges  tMcinenlain-s.  .le  ne  Vm   lr"ii\i'T  iinlh^  |);;rt. 
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,  ,  .        //      / 

romc   I  cL  pjir  (;()nsc'(|ii(MiL,  piiiscjiic    .  cl  -.  soiil  prf'iiHci's  cdlro  eux, 

h 
rt^  =  (<'<'')'' apparlicndi'n  ;mi   uirinc  r\ posant  -.7  en   \oi"lii    du   iIk'o- 

rèine  11 . 
Donc 


Tiir:oni:Mi:  IV.  —  Si  it  cl  h  ((ppai'tienncnt  respective  me  ni  (iiix 
cxposaiils  s  cl  /,  oit  s  cl  L  sont  supposés  premiers  enlre  eux,  le 
produil  <(h  (ij>j)((rlicnl  à  i^xposanl  si. 

En  elFel,  lo  prodml  ah  élanl  |)rcniier  à  //  (  '  )  apparlicndra  à  un 
cerlain  exposant  que  nous  désignerons  par  k> .  On  auia,  en  désignant 
par  Ix  nn  nombre  (el  (jne  l'on  ait 

ttx^^  \         (  inod  .s), 
{(ihy^i  =  a^^\  b^^\  ^i=^  «^'i  E=  «         (  mod  11). 

Le  nombre  ci  étant  congru  à  une  puissance  de  «/;,  le  nombre  5 
sera  un  diviseur  de  t-,  en  vertu  des  lliéorèmes  précédents.  De 
même,  soit  .ç,  un  nombre  lel  que  Ton  ait 

ssx  E^  I  (  niod  /), 

on  aura 

{ahy^^  =  a^^^  ù-^'^  ~  b'-'^  =  b         (  mod  u ) . 

Donc  b  est  congru  à  une  puissance  de  ab  et  par  suite  l  est  un  di- 
viseur de  V, 

Les  nombres  s  et  /,  premiers  entre  eux,  étant  tous  les  deux  di- 
viseurs de  V,  leur  pioduit  si  divisera  v.  Mais  l'on  a 

Donc  r  est  un  diviseur  de  st.   11  s'ensuit  (pie 

('  =  67. 

Pr>oi]iJ;MK.  — '  hUanl  donnes  deux  nonthi-cs  <i  cl  b  ((ppurlcncml 
/■csj)cclivc/ncnl  (((ix  cxp(>s(fnls  s  cl  l  (mod//),  Icsfjuels  exposants 


(')  Facltilis  J-:ienic/il((.  \\l.  yi.  .'d.   Il.'il.ci^.  l.    11.  n.    •  1^. 
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snni  su pjxtsi's  (i\'(>ij-  lin  plus  ^idiid  (•oininiiii  (livîsciir  <l  siipr- 
riciir  il  r iiiiilr  (  '  i,  on  tlcnni ndc  de  Iroin'cr  un  noinhir  aiijxir- 
Icniinl.  (III  jiliis  jH'lil  ((nnniiin  iniiltiph'  m  <h'  s  cl  de  I  cnniinr 
(Wposiinf  (mod  //). 

A.  Si  ;ni  iiioiii^^  un  i\{-^  iioiiihi'cs  -  cl  -  csl  premier  à  d,  lu  ^olii- 
lion  csl  imni('(li;ilc.  Va\  cllel ,  soi!  ,  nrcniK^r  à  c/.  I  )<in.s  ce  cas,  -  ('•lanl 
premier  à  d  cl  à  sera  premier  à  leur  pi'odml  /  (-  ).  I^e  nomhrf!  d'^ 
apparlcnanl  à  Tcxposanl  -,  en  \erlu  du  llu'orème  l,  cl  le  nomhre  h 
apj)arlcnanl  à  re\j)()sanL  t  d'après  la  supposllion,  leur  produit  d'^ h 
appailicndra  à  I  exposant -.  =/)i^  ca\  verlu  du  Lliéoi'èiiie  IV. 

On  agirait  (rune  manière  analo;;iie  (Jans  le  cas  où  — ,  se  trouverait 

^  fi 

èlre  |)i"emier  à  c/. 

]).   Dans  le  cas  où  au  moins  un  des  deux  noml)res -,  et -,  n'est 

a        a 

pas  premier  à  d,  on  [)eut  remplacer  les  nondjres  a  et  b  [)ar  deux 

autres  nombres  «,  et  ^,  apparlcMiant  resj)ectivemenl  aux  exposants 

Si  et  ti  tels  que  leur  plus  grand  commun  diviseur  <i,  soit  plus  petit 

que  d,  tandis  que  leur  plus  petit  commun  multi[)le  7?i,  se  trouve 

toujours  élre  égal  à  /yi,  le  plus  petit  commun  multiple  de  s  et  de  t. 

En  effet,  si  -^  et  fl  admettent  un  plus  grand   commun    diviseur 

û  >>  I ,  posons 

On  aura 


«1  =  a, 


ho. 


o 


Le  plus  grand  commun  (li\iseurr/|  de.s'i  et  de  ^i  sera  ('videmment 
égal  à  -^  puisque,  touttrabord,  en  divisant  i',  et  /,  j)ar  v>  on  obtient 

,  ,  .         s  ^        f  .  '     t      , 

Jes  nombres  en  tiers  -,  o  et  —,  comme  (luol  lenls,  et  nuis  — ,■.  étant  pic- 

d  a  ^  ^         cl  ^ 


(')    VulroiiK'iil  la  soliUioii  os!  clniitK'c  par  le  llu'on-inc  |trécf<I<iil . 
(■■■)  Eiic/i(/is  lacnu'itln.  Vil.  l'i,  .'d.  Ilcii.i-.  t.  II,  p.  -ï-^x. 
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iiiici"  liiitl  à  .  (|ii';i  0  (|m  csl  un  diNisciir-  de  ce  (l(;i'm(  r  iKniihrc;  ('), 
sera  picmicr  à  Iciii'  produit  (-)-o.  Le  plus  pciii  (îoniiiiiin  imd- 
liplc  nii  de  .V,  (;l  de  /,  sera  donc  (j<;al  à 

•S  ^ 

<^/i  /:/  </ 

0 

On   a^îirail   (runc   manière   analoi^rue   dans   le   cas   où  -,  cl  d  se 

trouveraient  admettre  un  |)lns  ^rand  commun  diviseui'  supérieur 
à  Ijinitt';. 

Ton  les  les  fois  donc;  ([ne  les  deux  nond)res  s  et  t  ne  remplissent 
pas  tous  les  deux  la  condition  de   donuer  par  la  division  p;ir  leur 

plus  i;r;ind  commun  diviseui'  d  des  quolients  —  et  -.  premiers  à  r/, 

on  peut  a[)j)li(pi(3r  un  j)roc(''dé  de  réduclion  (pii  consisle  à  rem- 
placer les  nombres  a  et  b  par  deux  autres  a^  cl  by  appartetiant  à 
deux  exposants  s^  et  /,  dont  le  plus  «^rand  commun  diviseur  r/,  est 
plus  petit  que  <:/,  landis  que  leur  plus  petit  commun  multiple  /», 
reste  toujours  égal  à  m. 

De  jnéme,  si  -,-  cl  -7-  ne  sont  i)as  tous  les  d(!u\  premiers  à  (L.  on 

j)eut  encore  a[)j)li(pier  un  procédé  de  réduction  ([ui  remplacera  .v, 
et  t^  par  des  nombres  .Vo  et  1.^  tels  que  leur  [)lus^rand  commun  di- 
viseur (I2  sera  plus  pel it  ([ue  r/, ,  tandis  (pie  leur  plus  petit  commun 
mulli[)le  ni.>  sera  loujours  ('^al  à  /;?,  et  par  suite  à  /^/,  et  ainsi  de 
suite. 

Si,  en  procédant  de  cette  manière,  on  pai\ieiit  à  un  j)lus  ^rand 
commun  diviseur  d,i'=-\<!  les  nombres  .v,/  cl  in  seront  premiers 
entre  eux  et  Ton  tombera  sous  le  théorème  IV.  Sinon,  il  Hiut  bien 
que  l'on  se  trouve  arrêté  quelque  part  avant  d'arriver  à  un  plus 
grand  commun  diviseur  égal  à  i.  (3r,  du  moment  (pic  notre  procédé 
de  réduction  n'est  plus  ap[)licable,  on  tonibe  nécessairement  sous 
le  cas  A. 

Le  problème  est  donc  résolu  compb'temenl. 


(')  Eticliilis  Elemcnla,  VU,  'i;j.  cil.  Iliihci:;.  l.  II.  p.  ÏM'^. 
(-)  KuvUdis  Elcnwnt't.  Nil.  'l\,  -■il.  II. -il. or::.  I.   It.  j).    •îS. 
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(  loiioi.i.  \  ir.i:.  —  l'.'hiiil  lionne  un  nontlnc  tjiK'Irdin/m'  de 
intinhn's 

r,,      r.,,       .  .  .  ,      (■„, 

(tnnai/i'rninl  <ni.r  c.iytosf/ // /s 

.V|.      s. y,      ...,      .v„ 

(inod//),  o/f  peut  h>ujnurs  l rouler  un  noinhrc  (ipixiih'na n I  dii 
n/ffs  />('///  coniniun  mu Itijtlc  /n  de  lous  ces  cxpusu n I s . 

Va\a'[\v\,  il  siiflil  (le  Iroiixci'  un  iiomhrc  />|  ;i[)|);iii(;n;iiil  iiii  plus 
pcLil  coinmim  iniillij)l(3  /;/ ,  de  .v,  cl,  .Vj  comme  exposant,  puis  un 
nombre  b.y  apparleuanl  au  plus  pclit  commun  multiple  m ^ 
(le  /y/|  el  \2  t'Oiinne  exposani,  et  ainsi  de  suite  jiisrpi'à  ce  (pie  I  on 
soil  parvenu  à  un  n()ml)re  h,i  ,  app,arlenant  au  plus  petit  conimiin 
mulli[)le  ni,i    i   de  m n    2  <^'l  -"^n  (domine  exposant.  Or,   |)uis(pie  l'on  a 

w  =  nifi-i, 
il  est  clair  f|ne  le  noml)i-(^  l^//^\  r(''sout  la  cpiestion. 

A.  A  pai  lir  d'ici,  nous  allons  nous  borner  à  la  eonsi(l(''ralion  du 
cas  |)articulier  où  le  module  //  est  égal  à  nn  noniljre  premier  im- 
pair/;. 

Dans  ce  cas  particulier,  \c  seul  nombre  non  supérieur  à /y  (pil 
n'est  pas  pi^emier  à  p  est  le  nombre  j)  lui-même,  de  sorte  ([ue  la 
suite 

U  i,      (l-i,       .  .  .  ,       (l^)_ 

devient 

I,     >.,     3,     ...,    />  — I, 
el  l'on  a 

lj.  =  p~i. 

On  élablit  alors  sans  |)eine  la  proposition  suivante  : 

TnKOuinrK  \  .  —  Si  a  (ippariienl  à  un  exposant  t  >>  i(mody.>) 
et  si  b  appartient  à  un  diviseur  d  de  ;,  le  nombre  b  est  congru 
à  une  puissance  de  a  telle  que  «^'(mod/?). 

En  elTet,  le  nombre  a  aj^partenant  à  l'exposante,  la  progression 


(')   fùictidis  i:i('))i('iila.  \IT.  .'5';,  ('-il.    Iloil.pi-.  I.  ît.  p.  Mh.. 


Ho 

<;('()Mi(';li'i(]iie 
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<■/,     a'-^     <i\ 


no  rnnfnrmera  pas  de  Icrmcs  congrus  cnirc  eux  (iiiody^). 

Cela  étant  ainsi,  nous  allons  (hUerminer  la  valem-  (niody-'j  des  / 
fonctions  svni('li'i([n('s  (''h'-nicnhiircs 

des  /  termes  de  la  |)ro!;r('ssion  i;('oni(''l  iKiiie 


(!'. 


Posons 


(I-      -f-       (( 


(f  , 


,it 


a^t, 


Nous  aurons 

_  ajat  _^) 

(i  —  I 

Or,  comme  .v,  est  un  nond)re  enlier  en  vertu  de  sa  définition 
même  comme  une  somme  de  nombres  entiers,  le  noinbre  a(^a^ — i) 
sera  divisible  par  a  —  i.  Mais  c/^ — i  élant  un  multiple  de  p  Ici 
((ue  kp^  tandis  que  (i  —  i  est  pi-emier  à  p  en  vertu  de  la  sup- 
position /^-i  ;  la  divisibilité  du  produil  p{(ili)  par  n  —  i  enti'aînera 

(^elle  de  *'///  par  a  — -  \ ,  el  l'on  aura,  en  nosani —  =  i>\ 

'  '  c/  —  I  '    ' 


De  n 


leme  on  a 


.S]  =  ,A7>  =^0  (  mod  p). 

fr-(a^-t—\) 


et  comme  Ions  les  .v  cpie  nous  considérons  sont 


•^i,     -vo. 


»/-!• 


de  sorte  (jue  du  moment  ([u'il  v  a  lieu  de  considérer  .v^  ^>'i  suj)- 
j)ose  '.^  <C  l-,  le  nombre  a- —  i  uo  sera  pas  di\isible  pMr/>.  (^n  con- 
(dura  donc  comme  dans  le  cas  précédent 

.«2  "^  o  (mod  p). 


MÉLANGKS. 


«I 


cl  ainsi  de  suite  jusqu'à 


St-\  1  i  o         (  h\(h\  jj ). 

Nous  allons  niainlonanl  nous  servir-  des  formules  de  Giraid  de- 
puis la  première  jusqu'à  la  foiimilc  ///"'. 
La  j)r(Mnièrc  formule^  domic 


et  [)ar  suile 


/i=o         (mo(l/>j. 
La  deuxième  formule  nous  donne 

d'où 

^/2=o         (mod/?), 

et  comme  p.  est  premier  à  /?, 

/2=o        (modp). 

La  troisième  formule  nous  donne 

^3  —  «'^2/1  +  Si  fi  —  3f:i  =  O, 

—  3/3=0         {modp), 


d'où 


et  puisque  du  moment  qu'il  y  a  lieu  de  considérer  la  troisième 
formule  de  Girard,  on  suppose  3  <C  ^  <ip  et  par  suite  3  est  premier 

à/?,  on  a 

fs=o        (modp), 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

/<-i  =  o         {modp). 

Quant  a/t,  nous  allons  l'évaluer  d'une  manière  directe. 
On  a 


ft=^  aa^a^ .  .  .  a^  ^=  a     ^     , 
et  par  suite  si  t  est  impair 

f(=z  a  ^     ^£  I         (modp). 


Si  t  est  pair,  on  a 


/      /        t 
fi  =  a'      ^^a^        {modp). 


Bull,  des  Sciences  mathém.,  2"  série,  t.  XVII.  (Mars  1893.) 
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Mais,  coin  nie  on  a  dans  ce  cas 

\a' —  1/  \a'-+-  ^)  —  a^ —  i  ^^  o         (mod/?  j, 

il  lauL  bien  (ju'un  dos  deux  noiTil)res  a- —  i  cl  ((--[-  i  soil  divisible 

par  /;.  Or  (r —  i   ne  peut  ^uère  cire  divisible  par  />,  ])uisque  le 
nombre  a  apparlicnt  à  l'exposant  t ',  on  aura  donc 

ou 

a^^p-  —  j         (  mod/>  ), 
(!l  par  suite 

ft^—\         (mod/>). 

On  a  ma  donc  d'une  manière  e:énérale 

/,^(-i)'-i         {moàp). 

(^ela  étant  ainsi,  considérons  le  produit 

\\={b  —  a){b  —  a^){h~  a^) .  .  .  {b  —  a^). 

lui  le  développant,  on  trouve 

II  =  bt-j\bt-^-^j\bt-^-...-^{~iy-\j\-,-^{-~i)tj\. 

Or,  tous  les  termes  de  la  somme  qui  constitue  le  second  membre 
étant  divisibles  par  /?,  excepté  le  premier  et  le  dernier  qui  sonl 
respectivement  congrus  à  i  et  a  —  i  (mod/?),  on  aura 

n  ^  ()         (ni()d/>). 

La  divisibilité  du  produit  II  par/;  entraîne  celle  (')  d'au  moins 

un  de  ses  facteurs  tel   que  h  —  «^  où  i^/C^t,  de  sorte  (jue  l'on 

aura 

b  ^:^  a^'^         (inod/>),  c  Q.  F.  i>. 

Cela  étant  ainsi,  soient 


(')  Euclidis  Etementa,  VII,  30,  éd.  Heiberg,  t.  II,  p.  248. 
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les  exposants  anxcjucls  ;i|)|)aili('inioiil   rcsprrlivcinonf  les  nonihrrs 

I,     ■>.,     :;,     ..  .  ,     //-  I 

(m()(l/>)  et  /;/  le  plus  jx'lil  (îonmiim  iiiiill  i|)l('  de  ('Os  exposants.  ()ii 
pointa  t()iip>uis  I  i()uv(;r,  en  vcriii  du  corollanc  du  pr()l)lèMi(' cpic 
nous  avons  traite  dans  le  Chapitre  piMieédenl,  un  nnuilu*;  a  iippar- 
lenant  à  l'cxposanl   /;/ ( inod />.  La  progression  géomélri(|U(i 

ne  renfermera  donc  pas  de  termes  eongrus  entre  eux  (niod/y).  Or, 
en  vertu  du  théorème  V,  cliacpie  nombre  de  la  suite 

I,      2,      3,      ...,     />  —  I 

sera  congru  à  quelque  terme  distinct,  puisque  notre  suite  ne  ren- 
ferme pas  de  termes  congrus  entre  eux  de  la  progression  géomé- 

Irique 

a,     a-,     ^3,      ...,     a"K 

Et  comme  inversement  chaque  terme  de  notre  progression  géo- 
métrique, en  tant  que  premier  à  p^  doit  être  congru  à  quelque 
terme  de  la  suite 

I,     2,     3,      ...,     />— I, 

il  faut  que  l'on  ait 

m  —  p  —  I. 

Le  nombre  a  appartiendra  donc  à  l'exposant/?  —  i.  Un  tel 
nombre  porte,  d'après  Euler  (  '  ).  le  nom  de  racine  primitive  de  p. 


(  '  )  Demonstrationes  circa  residua  ex  divisione  potestaturn  per  numéros 
primos  7'esultantia.  (Voir  Commentarii  Academiœ  Petropolitanœ,  t.  XVIII. 
p.  85  et  sq.) 
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V.  IM)KUOVSKV.  —  Sun  ij:s  THWsroiiM  M  IONS  dks  imi':(.i«\m;s  i;r  in:s  fonc- 
tions iivi»i:ni:i.Mi'Tiyi;i:s  dic  la  phkmikhk  ciassi:.  wi-ifio  p.  in-S  (Math. 
Shor/u'/,-.  I.  \V).  Moscou.  iS(|i. 

Ce  lra\ail  de  M.  l'okroNsUv,  aci  iicIIcimciiI  piofcssciir  de  iMalli(''- 
inaliqucs  à  rUinvcrsitc  do  Klcir,  l'ail  siiilc  à  sa  lltrorir.  des  fonc- 
tions  Jiypcrelliptiques  de  la  prenne le  chisse  ( Sh<n/iiL  inrillie- 
inatique,  t.  XIII).  De  l'avis  de  raiileiii-,  le  hiil  prineipal  de  celle 
lliéorie  consiste  à  établir  l'c'iroile  liaison  (|iii  (;xisle  enlic  le>  lonc- 
llons  hjperelliptiquos  et  les  transcendanles  ellipiifjues  les  plus 
proclies. 

Deux  principes  rapprochent  ces  deux  lln'ories  :  le  |)reMiiei'  (|ui 
sert  de  base  au  théorème  ])ieu  connu  d'Abel  ;  le  deuxième,  d<' 
Riemann,  à  l'aide  duqnel  l'étude  des  fonctions  alj^ébriques  polv- 
Iropes  et  leurs  intégrales  se  ramène  à  l'étude  des  fonctions  mono- 
Iropes.  Ces  deux  principes  sont  le  ])oint  de  départ  de  deux  orien- 
tations différentes  dans  la  théorie  des  fonctions  hyperelliptiques 
et  abéliennes  indiquées,  l'une  par  Weiersti'ass,  l'autre  |)ar  Hie- 
rnann. 

La  théorie  de  Weierstrass  est  développée  dans  son  Vorlesungen 
iïber  die  Théorie  der  hyperelliplischen  und  aheisclien  Fiine- 
tionen. 

M.  Pokrovskj  a  eu  l'occasion  de  voir  à  Berlin  un  cours  manu- 
scrit de  Weierstrass  où  celui-ci  n'aborde  pas  la  (piestion  de  la 
transformation  des  fonctions  hjperelliptiques;  aussi  M.  Pokrovskv 
ne  se  croit-il  pas  autorisé  à  étendre  à  la  théorie  des  transfonnalions 
la  méthode  de  Weierstrass  non  encore  publiée. 

11  a  basé  son  travail  sur  la  méthode  de  Riemann. 

Après  avoir  examiné  les  transformations  des  intégrales  hvper- 
elliptiques,  il  pa^se  à  la  transformation  des  fonctions  hyperellip- 
tiques  au  moyen  des  fonctions  9. 

La  marche  et  la  méthode  adoptées  diffèrent  essentiellement  de 
celles  que  l'on  rencontre  dans  les  travaux  relatifs  à  la  question  des 
transformations    des    fonctions    hyperellipliques    (ou    plutôt    des 

liuîl.  des  Sciences  mathcin.,  .>"  série,  L.  WIl.  (Avril  iSqS.)  t> 


HG  l'UK.MIKKIÎ   l'A  un  K. 

fondions  .:?).  Par  les  r<''sullals  de  ses  i-ccliciclics.  raiilcm  se  i.iji- 
proche  du  Iravall  bien  ("onnu  de  Jacobi  (*). 

Pour  iTicUre  en  évidence  la  difï'érence  enlie  sa  Mu-iliodc  <t  [(;>, 
aulres,  il  eroil  (bîvoir  fain;  un  ex[)OS(''  succinct  de  la  théorie  des 
I  ransfoiMual  ions  des  (onci  ions  h  y[)erelli|)liques  dans  son  élaL  acinel . 

I^a  lh<''orie  des  Iranslor  inalions  lui  inaui^uiw'e  |»ai'  le  biillaiil 
Mémoire  (rilei-niile  (-). 

Avant  pris  avec  IJerniile  le  svsième 

d.r  r  ^      (ly 


r    dx  r'    r 


=   U, 


^iy) 


r''  xdx  r-'  y  dy    _   , 


où  '^i^x')  est  un  polynôme  de  cinquième  ou  de  sixième  degré,  on 
peut  obtenir  quinze  (onclions  hyperelliptiques  f\{uv)^  /..{nv)^  ..., 

Désignons  par  F,(/^r),  Y^i^iw),  .  .  .,  F,3(;/e)  les  fonctions  aux- 
quelles conduisent  les  équations 


X 


c 


(  a  +  p .r )  <^.r    ^      (■  ( a  -f-  ^y)dy  _ 


(y  H-  Ô-27)  dx  r^  (y  -f-  oy)  dy 


où  a,  |B,  Y,  ô  sont  des  constantes,  '^-^{jc)  un  polynôme  du  cinquième 
ou  du  sixième  degré.  Le  problème  de  la  transformation  réside, 
d'après  Hermite,  en  ceci  : 

Etant  donné  le  polynôme  o{x),  déterminer  les  coefficients  de 
^{x)  et  les  constantes  a,  p,  y,  ô  de  façon  que  les  quinze  fonctions 
de  la  forme  ¥ (^m>)  s'expriment  rationnellement  au  moyen  des 
fonctions  de  la  forme  f(iw). 

Chacune  des  intégrales  hyperelliptiques  du  système  donné  et  du 
système  transformé  possède  quatre  modules  de  périodicité  ou 
quatre  périodes;  pour  qu'il  existe  des  relations  rationnelles  entre 
les  fonctions  ¥(uv)  el  f(uv),  les  périodes  des  intégrales  données 


(')  Jacobi,  Fundamenta  nova  theoriœ  functionum  ellipticdiiim  {Gesamm. 
Werke,  Bd  I.  Berlin,  1881). 

(')  Hermitk,  Sur  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions  abélicnnes 
{Comptes  rendus  des  séctnces  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  \I.  :  i8j5). 


coMi'iiis  ui;m)i:s  i:t  an\lvsi:s. 


87 


(loivciil    s'cxpiinici'  iiii   luovcii    des   ix'iiodc^  des   iril('*i;i"il('s   liiins- 
((tniK'cs  |);ii"  (les  «'■(|ii;il  i(>ii>  1 1  iKsiircs  à  cocKicM'nl  s  crilici's. 

.\>anl  (l(''sii;ii(''  les  ixTiodcs  do  imIc^imIcs  d(tMlM''(••^  niii"  >. /.  cl  les 
[xTiodcs  des  I  i;iiisl(iriii(''('s  |»;ir  >.  li  MUcchM's  d  indices  coiicsnoii- 
d;mls,()ii  jxMit  ex  juiiikt  leurs  ichil  khis  ^('•in-iide^  |);ii'  les  (''(jualions 


OU  />  =  1  ,   •^. 


Dans  la  llu-orie  des  li-anslorinal  loiis.  U*  s\slèiiie  linéaire  d(;  coef- 
liclenls 


f'o 

<'\ 

(t.^ 

"w 

l>. 

l>^ 

f>i 

'>, 

^'0 

<"i 

^2 

«"3 

d» 

<f^ 

<ll 

'/. 

joue  un  rôle  li'ès  important . 

Le  degré  de  la  transformation  s'exprime  par  la  racine  carrée  de 
son  déterminant. 

Pour  les  transformations  du  système  donné  il  y  aura  un  complexe 
déterminé  des  systèmes  linéaires  au  moyen  desquels  les  transfor- 
mations sont  caractérisées.  Les  éléments  qui  entrent  dans  la  com- 
position des  systèmes  ne  sont  pas  arbitraires  mais  soumis  à  cer- 
taines conditions  qui  découlent  des  relations  enti-e  les  périodes 
des  intégrales  hyperelliptiques. 

Il  s'ensuit  que,  parmi  les  systèmes  qui  se  rapportent  aux  trans- 
formations du  système  donné,  il  y  aura  des  systèmes  équivalents. 
Deux  systèmes  sont  dits  équivalents  lorsque  le  passage  de  l'un  à 
l'autre  peut  s'effectuer  par  une  substitution  linéaire.  Il  est  évident 
que,  pour  trouver  les  différentes  transformations  du  système  donné, 
il  est  nécessaire  de  résoudre  le  problème  du  nombre  et  de  la  forme 
des  représentants  (^repràsentanten)  des  systèmes  non  équivalents. 

Les  recherches  de  Kronecker  sur  la  décomposition  des  détermi- 
nants qui  figurent  dans  son  Mémoire  paru  dans  les  Annales  de 
V Académie  des  Sciences  de  Be/'lin  (*)  serxenl  à  la  solution  de 
cette  question  indiquée  par  Hermite. 


(')  Kronecker,  Ueber  bilineare  Former/  { Monalsbericht  der  ALad.  zu  Berlin, 
1866). 
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L'iij)|)licaLion  de  Tidéc;  de  Kroneeker  à  la  tlK-oiie  d<*s  (onelions 
a])('liennes  se  rencontre  (;liez  Clel)seli  el,  dordan  ('). 

J3orn  (-)  el.  Kraiis(;  (•')  l'ont  également  a|)|)liqiiée  à  la  lli('()ri(.' 
des  fonctions  hjperelliptiqnes. 

I*()iir  la  solution  de  ce  pi-obième,  llermite  utilise  encore  un 
nouveau  et  puissant  moyen  :  l'analyse  (!t  la  théorie  des  nond)res 
(théoi'ie  des  formes).  Il  est  impossible  de  ne  pas  observer  l'appa- 
rition d'un  nouvel  élément  numérique  dès  les  premières  solutions 
du  problème  rie  V inversion  des  intégrales  hjperelliptiqnes  (pro- 
blème de  Jacobi),  solutions  fournies  par  Rosenhain  et  Gopel;  il 
apparaît  également  dans  la  méthode  inverse  de  l'exposé  des  fonc- 
tions elliptiques  qui  fut  proposée  par  Jacobi  dans  son  Ouvrage 
Théorie  der  elliptischen  Fanciionen  ans  clen  Eigensckaften 
der  Thetareihen  argebeitet  {Jacobi  Werke,  Bd.  1). 

M.  Pokrovsky  pense  que  les  remarquables  travaux  d'Hermile 
qui  constituent  la  base  de  la  théorie  des  transformations  sont  le  ré- 
sultat de  sa  profonde  connaissance  de  la  théorie  des  nombres.  Ce 
qui  indique  le  caractère  arithmétique  de  la  découverte  de  M.  Her- 
mite,  c'est  d'abord  la  liaison  entre  le  déterminant  des  systèmes 
linéaires  indiqués  plus  haut  et  le  degré  de  la  transformation;  puis 
ensuite  la  substitution  a^/yo^'/zie  pour  la  transformation  des  formes 
et  enfin  l'introduction  même  des  principes  des  fonctions  ^  de 
divers  ordres. 

Une  fonction  3  ordinaire,  ou  fonction  du  premier  ordre,  sa- 
tisfait à  quatre  équations  fonctionnelles  qui  s'obtiennent  lors- 
ciu'on  change  les  arguments  en  systèmes  de  modules  simultanés  de 
périodicité,  et  alors  toute  fonction  transcendante  qui  satisfait  aux 
équations  de  même  type  ne  diffère  de  la  fonction  .^  que  par  un 
facteur  constant.  Dans  les  seconds  membres  des  équations  fonc- 
tionnelles entrent  des  facteurs  exponentiels.  En  les  élevant  à  une 
puissance  entière  /i,  Hermite  arrive  aux  équations  fonctionnelles 
des  fonctions  .^  d'ordre  n.  11  déterniine,  /i  étant  un  uomhre  simple 
et  impair,  le  nombre  des  constantes  arbitraires  qui  figurent  dans 
les  expressions  de  ces  i'onctions,  et,  se  servant  de  l'équation  bi- 

(')  Clebsch  und  Gordan,   Théorie  der  abelschen  Functionen  (Leipzig,  i866) 
(5)    DoRN,    Die   Form    und   Zahl   der   Rcpràsentanten   nicht   àquivalenter 

Klassen  der  ultraelliptischcn  Functionen  {Math.  Annal.,  Bel.  VII). 

(^)  kuAiisE.    Die    Transfor/natio/i    der  hypcrclliptischcn    Functionen    erster 

Ordnung  (l.oip/.ig.  i88()). 
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carrrr  de  ('i(">|»('I,  il  iikhiIiw  <|ti  on  |wiil  rcprc-sciilcr  l.i  (oiiclioii 
(Tordre  //  sous  l;i  foiiiic  diin  jxdNiiomc  lioiiio^riic  de  (l('i;r('  //  des 
loiiel  loiis  .:^  du  [irciuKr  ordre.  (^iiauL  aux  relalioiis  elles-inciiics, 
dans  leur  (orme  (h'Iin  il  i\  e,  il  ne  les  (Ioiiik*  [)as. 

Clonune  eoneliision  de  son  MiMUoiic,  ll(!rniilo  ohscrvc  (Jii(',  à 
Talde  de  la  (•()nd)iiiais()n  de  deux  transformai  ions  déterminées,  on 
peut  arrivei"  au  théorème  de  la  multij)li(;atM)n  des  ar^unients. 

I^e  savant  ilalien  Hiioselii  aj)|)orla  l'un  des  premifîrs  eompK'*- 
nienls  au  travail  d'IJciniite,  en  étudiant  les  propriétés  des  coeffi- 
cients qui  entrent  dans  les  expressions  des  fonctions  l^  de 
Tordre  /?,  dans  son  Mémoire  *S';^/"  Id  I hcoric  de  la  Liansformalion 
(les  fonctions  abé Hennés  [Comptes  rendus  des  séances  de 
r Académie  des  Sciences ,  t.  XLVII). 

La  théorie  générale  des  fonctions  Xj  d'ordre  supérieur"  et  la 
((uestion  connexe  des  diverses  relations  entre  les  fonctions  'b  sont 
examinées  en  détail  dans  les  ouvrages  de  Weber  (*),  de  Possc  (-) 
et  de  Krause.  Dans  l'Ouvrage  de  Rrause  se  trouvent  également 
étudiés  le  caractère  et  les  relations  entre  les  fonctions  ?j  trans- 
formées dans  le  cas  général  des  transformations,  c'est-à-dire  n 
étant  un  entier  quelconque. 

Krause  tente  d'édifier  une  théorie  des  transformations  sur  des 
[)rincipes  plus  larges. 

Il  introduit  les  fonctions  ?j  dont  les  caractéristiques  sont 
formées  de  nombres  fractionnaires  et  il  se  sert  en  même  temps 
de  l'extension  du  théorème  de  l'addition  aux  fonctions  'b  ayant 
des  modules  difTérents  de  périodicité.  La  (pieslion  des  fonctions  b 
ayant  des  caractéristiques  arbitraires  est  développée  dans  les  ar- 
ticles de  Prjm  et  de  Rraser,  parus  dans  le  Tome  IIJ  des  Acta 
mathematica. 

La  généralisation  de  la  théorie  des  fonctions  b,  établie  à  la  suite 
des  nouveaux  progrès  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  se 
trouve  dans  les  travaux  de  Klein  et  de  Burkhardt.  Klein   intro- 


(')  Weber,  Anweridung  dcr  Théorie  zweier  veràiiderlicJien  au f  die  Théorie 
der  Bewegung  eines  festen  Korpers  in  einer  Flassigkeit  {Maih.  Annal., 
Bd.  XVI). 

(*)  PossE,  Sur  les  fonctions  ^  à  deux  arguments  et  sur  le  problème  de 
Jacobi  (en  russe).  Sainl-Pcleisbourg,  1882. 
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(luit  et  «'lutll(;  dans  ses  Méinoircs  ('  )  les  propriétés  des  fonctions  d 
qui  se  présentent  comme  généralisation  des  fonctions  elliptiques  'i 
de  Weierstrass. 

Dans  ses  Mémoires  C"^),  lîurkliardt  dévelopf)e  la  théorie  de 
Klein  et  donne  aussi  la  classification  des  (onctions  liv[)erellip- 
tiques  étroitement  liée  avec  la  classificalion  correspondante  des 
fonctions  elliptiques.  Chez  Burkhardt,  on  rencontre,  en  outre, 
des  applications  des  principes  exposés  dans  la  théorie  de  la  divi- 
sion et  de  la  transformation  des  fonctions  hyperelliptiques.  Dans 
les  derniers  volumes  des  Malh.  Annal.,  se  trouve  une  série  de 
travaux  appartenant  aux  élèves  et  aux  adeptes  de  l'école  Klein  et 
concernant  le  développement  des  vues  de  Klein  sur  la  théorie 
générale  des  fonctions  hypcrelliptiques. 

Parmi  les  travaux  qui  servent  de  com|^Iémcnt  aux  travaux 
d'Hermite,  il  convient  de  s'arrêter  sur  le  Mémoire  de  Kœnigs- 
berger  (^). 

Ce  dernier  pose  le  [)roblème  de  la  transformation  de  la  manière 
suivante  :  Trouver  tous  les  cas  possibles  où  l'on  peut  satisfaire  au 
système  d'équations  dififérentielles 


dx\ 


X\  CLX  \ 


dx^__       _  {^  -^  (^.l'i  )  d^,y        {oL  H-  p./o j  dfi 


v/R(^2) 


v/k,  0-2) 


au  moyen  de  deux  équations  algébriques 

On  suppose 

l\{x)  —  X  (x  —  i)  (\  —  c-x)  {i  —  /-.r)  (i  —  m-x), 

Ri  (y)  =  7  (r  -  0  (  i  -  /-7)  (•  -  À-7)  ('  -  '^\y)  ■' 


( •  )  Ki.KiN,  leber  liyperelliptischen  Signiofunclionen  {Math.  Annal .,  Bd.  \\\  II 
et   \XXII). 

(  *  )  Burkhardt,  Beitrage  zur  Théorie  der  hyperelliptischen  Sigmafunctionen 
{Math.  Ann.,  Bd.  XXXII). 

BuHKiiARDT,  Grundziige  einer  allgemeinen  systcmatik  der  hyperelUptisclien 
Functioncn  I.  Ordnung  {Math.  Ann.,  Bd.  XXX\' ). 

f)  Kœnigsbkrgkr,  Leber  die  Transformation  der  abelschen  Functioncn 
erster  Ordnung  {Crelle  Journ..  Bd.  IA\"). 
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les  (jimnliU's  r,  /,  ///,  /. ,  A,  [x  sont  r(':<.'l|{;,s  cl  iiilc  ric'iiics  à  riiiiilj', 
tandis  (|ut;  les  coc^riiciciils  de  la  Iransfonnalloii  apvo  ne  sont  assu- 
jeltis  à  aucune  (M)udili()n. 

Au  inOM'u  du  lii<''<)i-èuie  de  Taddlllou  (H  de  rexanien  des  /.('tos 
des  l'ouellous  ?j  impaires,  Kœni^sberj^cr  luoulre  (|mc  la  eouflilion 
de  l'cxislenee  dune  relalion  liu('aii(;  enli-c  les  périocJes  des  inlé- 
j^rales  iïv|)erelli|)li(|ues  correspondantes,  pour-  (pi'il  y  ail  uuc  rela- 
tion raliounelle  (;ulre  les  fonctions  ^  translonnécs,  est  nécessaire 
et  suflisanle.  (^ellc;  proposition  a  été  émise  par  llerrnite,  sans  être 
démontrée.  Kœnijj;sberi;cr  examine  les  proj)riétés  des  coefficients 
a,  p,  V,  0  et  s'arréle  sur-  le  cas  le  |)lus  simple  de  la  transformation 
des  argumenls. 

Ces  recherches  ('-puiscut,  d'api'ès  l'opinion  de  INI.  Pokrovskj, 
la  question  générale  de  la  ihéorie  des  transformations.  De  ces 
([uestions  «générales,  il  passe  à  l'élude  des  cas  particuliers,  en 
commençant  par  les  transformations  du  premier  degré. 

L'application  de  la  méthode  d'IJermite  à  la  transformation 
du  premier  degré  se  rencontre  d'abord  dans  le  Mémoire  de 
Weber  (').  Ayant  établi  les  équations  fonctionnelles  auxquelles 
satisfont  les  fonctions  B  données  et  les  fonctions  !^  transformées, 
Weber  se  sert  des  hypothèses  d'Hermite  sur  les  coefficients  dans 
les  expressions  des  périodes  des  intégrales  données  et  des  inté- 
grales transformées. 

Il  détermine  la  constante  arbitraire  qui  apparaît  dans  les  trans- 
formations du  premier  degré  à  Taide  de  la  généralisation  de  ce 
qu'on  appelle  les  sommes  de  Gauss  (-). 

L'extension  des  sommes  de  Gauss  au  cas  de  plusieurs  arguments 
a  été  donnée  par  Weber  (^)  et  Jordan  ('■). 

L'application  de  la  méthode  d'H<;rmite  à  la  transformation  du 
|)remi(M'    degré    se    rencontre    également     dans     le     Mémoire     de 


(')  Weber,  Ueber  die  uncndlicli  vie/en  Fornien  cler  ?:  Funclionen  {C relie 
JoLirn.,  Bd.  LXXIV). 

(^)  DiRiciiLKT,  Vorlesungen  iiber  ZahlciUlieorie  {i\\\).  I). 

(')  Webeh,  Ueber  die  mehrfdrlien  i^aussischen  Suniiiiern  {Crelle's  J., 
Bd.  LXXIV). 

(^)  Jordan,  Sur  les  sommes  de  Gauss  a  plusieurs  variables  (  Comptes  tendus 
des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  l.   LXXIII). 


f);,  i>in':.Mii':KK  paktik. 

Krause  (').  \ais  Lra\aux  sont  fondes  sur  la  formalion  (l'une  trans- 
fornialion  linéaire  générale  au  moyen  des  Iranslormalions  de  la 
forme  la  ])]us  simple  auxquelles  eonduit  l'idée  d(;  Kronecker  de  la 
décom[)osition  des  délcrminants.  Ayant  [)ris  un  système;  linéaire 
général  formé  de  coefficients  qui  figurent  dans  les  relations  entre; 
les  périodes  des  intégrales  données  et  d(;s  intégrales  transformées, 
Krause  tronve,  au  moyen  de  la  théorie  des  (ractions  conti- 
nues, six  leprésenlants  de  systèmes  non  écjuivalents  et,  pour 
chacun  d'eux,  il  ohtient  des  relations  entre  les  fonctions  Xj  don- 
nées et  les  fonctions  2?  transformées. 

La  question  des  Iransformations  du  deuxième  degré  est  étudiée 
dans  les  Mémoires  de  Rœnigsberger  (-). 

Dans  le  premier  de  ces  Mémoires,  après  avoir  passé  en  revue 
qu<dques  propositions  générales  de  la  théorie  de  Weierstrass,  il 
déduit  le  théorème  de  la  multiplication  de  deux  séries  2r.  De  ce 
théorème,  il  lire  celui  de  l'addition  des  fonctions  'b  ainsi  que 
quelques  cas  particuliers  de  transformations  du  deuxième  et  du 
troisième  degré,  comme,  par  exemple,  la  transformation  qui  con- 
duit à  la  duplication  des  arguments  et  des  modules  de  périodicité 
des  (onctions  2?. 

Dans  le  Mémoire  suivant,  Kœnigsberger  (•'),  ayant  pris  pour 
point  de  départ  la  méthode  d'Ilermite,  donne  une  théorie  générale 
des  transformations  du  deuxième  degré. 

Comme  complément  aux  recherches  de  Kœnigsberger  vient  le 
travail  de  Prinsheim  (').  Le  but  |)rincipal  de  son  Mémoire  consiste 
dans  Texamen  détaillé  des  relations  qui  existent  lorsque  la  fonc- 
tion 'b  transformée  se  présente  comme  somme  des  carrés  de  quatre 
fondions  ?2  du  système  primitif.  Priusheim  démontre  que,  poui- 
chaque  transformation  du  deuxième  degré,  il  existe  quatre^  et  seu- 
lement quatre  fonctions  Xj  liansformées. 


(')  Kii.vusE,  Vehcr  die  lincare  Transformation  dcr  hr/x'/cl/i/itisr/w/i  Func- 
tionen  ester  Ordnung  {Matli.  Ann.,  Ikl.  WII). 

(^)  IvŒMGSfîERGER,  Uebev  die  Transformation  dcr  aOclsc/ien  Funclioncn 
erster  Ordnung  {Crelle's  J.,  Bd.  L\IV). 

(^)  IvŒNifisnKRGKR,  Ucber  die  Transformation  des  zweitcr  Grades  fiïr  die 
abelschen  Functionen  erster  Ordnung  {Crelle's  J.,  13cl.  LWIl). 

(*)  Prixsiieim,  Zur  Transformation  des zweiten  Grades  dcr  hypcrcllij)tisrhen 
Functionen  erster  Ordnung  [Math.     tnn.  Ikl.  I\  ). 
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(ionunc  concliisioii  de  son  iM(''moir(.',  il  cxainliic  le  cns  spécial 
(le  la  liaiisfoiinalion  dans  la(|ii('ll('  l(\s  foriclioris  3  h'ansformc'c.'S  se 
dcconiposciiL  cil  lin  |H()diiil  di'  deux  lonclions  (dli|)li(jiH!S  .:>. 

Le  cas  particulier  des  Lransfoniialioris  du  second  dei^ré,  la  du- 
|)Iicatioii  des  arguments,  est  examiné  par  Borcliaidl  (')  dans  son 
Mémoire,  ainsi  (pic  par  Krausc.  Borchardl  in(Ji(pie  seulement  le 
caractère  des  transformations,  Icsqucdles,  étant  successivement 
appliquées,  conduis(Mil  à  la  duplication  des  arguments. 

Rrause  donne  rune  (lt;s  foiniiilcs  de  la  du|)lication,  mais  sous 
une  forme  très  compliquée. 

Les  transformations  du  second  degré  trouvent  une  application 
géométrique  dans  la  question  de  la  surface  de  Kummer  (^)  du 
quatrième  degré  avec  seize  points  nodaux. 

Des  travaux  ont  été  faits  dans  cette  voie  par  les  savants  :  Cay- 
lej(3),  Borchardt  ('•),  Weber  (•')  et  Rohn  (»). 

La  théorie  générale  des  transformations  du  troisième  degré  a 
été  donnée  par  Kœnigsberger  dans  son  Mémoire  ('  ). 

L'application  de  la  méthode  d'Hermite  à  la  transformation  du 
troisième  et  du  cinquième  degré,  la  déduction  des  équations  mo- 
dulaires correspondantes  ainsi  qu'une  série  de  relations  difTé- 
rentielles  entre  les  fonctions  ^  elles-mêmes  et  leurs  dérivées  fi- 
gurent dans  l'Ouvrage  de  Krause  cité  plus  haut. 


(')  Borchardt,  Sur  les  transformations  du  second  ordre  des  fonctions 
hyperellip tiques  qui,  appliquées  deux  fois  de  suite,  produisent  la  duplica- 
tion {Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXXVIIl). 

(^)  Kummer,  Monatsbericht  der  Akad.  zu  Berlin;  i86/|. 

(')  Cayley,  On  the  double  'rs-functions  in  connexion  willi  a  i6-nodal  qua- 
dric  surface  {Crelle,  t.  LXXXIII).  —  Cayley,  On  the  i6-nodal  quadric  sur- 
face (  Crelle,  t.  LXXXIV  ). 

(/)  Borchardt,  Ueber  die  Darstellung  der  Kummerschen  Flàclie  vie/ ter 
Ordnung  mit  sechszehn  Knotenpuncten  durch  die  Gopelsche  biquadra- 
tische  Relation  zwischen  vier  Thétafunctionen  mit  zwei  Variabeln  (Crelle, 
t.  LXXXIII). 

(*)  Weber,  Ueber  die  Kummersche  F  lâche  vier  ter  Ordnung  mit  sechszehn 
Knotenpuncten  und  ihre  Beziehung  zu  den  Thétafunctionen  von  zwei  ver- 
ânderlichen  (Crelle,  t.  LXVXIV). 

(*)  Iloiix,  Transformation  der  hyperelliptischen  Functionen  />  =  2  und  ihre 
Bedeutung  filr  die  Kummersche  Flàche  [Math.  Ann.,  t.  XV.) 

(')  KoEN'iGSHKRGKi!,  Ucbcr  dic  Transformation  dritten  Grades  und  die  zuge- 
liorigen  Modulargleichungen  der  abclschcn  Functionen  erster  Ordnung 
(Crelle' s  ./.,  lUI.  t.  LXVII). 
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A  lit  même  question  doit  être  raltacliée  une  série  d'aj)plicaLions 
intéressantes  de  la  tliéorie  «générale  des  transformations,  applica- 
tions au  piohlème  de  la  réduction  des  intégrales  et  des  fonctions 
Iijperelliptiqucs  aux  intégrales  et  fonctions  elliptiques.  Cette 
question  est  étudiée  dans  les  travaux  de  Kœnigsherger,  Appell, 
Picard  et  Kavalevskaïa. 

Cet  aperçu  historique  est  nécessaire  pom-  expliquer  la  façon  de 
voir  de  M.  Pokrovskj'  sur  la  théorie  des  transformations  des  fonc- 
tions hjperelliplicjues. 

Selon  lui,  l'un  des  défauts  essentiels  de  la  théorie  des  transfor- 
mations, dans  son  élat  actuel,  consiste  en  ce  que  la  (piestion  des 
transformations  des  fonctions  ^  obtenues  au  mojen  de  l'inversion 
des  intégrales  hjperelliptiques  se  trouve  en  dehors  de  toute 
liaison  avec  la  question  des  transformations  des  intégrales  elles- 
mêmes. 

La  résolution  du  problème  des  transformations  se  ramène,  ainsi 
qu'on  le  voit,  d'après  ce  qui  a  été  exposé  plus  haut,  à  la  recherche 
des  fonctions  2»  d'ordres  supérieurs  au  mojen  des  fonctions  ^ 
de  premier  ordre;  mais  la  connaissance  de  ces  expressions  est 
insuffisante  pour  revenir  au  système  initial  et  au  système  trans- 
formé des  intégrales  hyperelliptiques.  Par  cette  voie  on  ne  peut 
obtenir  ni  des  relations  entre  les  limites  des  intégrales  des 
systèmes  indiqués,  ni  des  substitutions  servant  au  passage  d'une 
(juelconque  des  intégrales  du  système  initial  à  l'intégrale  corres- 
pondant au  système  transformé. 

En  présence  de  ce  fait,  iM.  Pokrovsky  s'est  proposé,  en  limitant 
le  problème  aux  transformations  de  [)remier  et  de  deuxième  de- 
gré, d'établir  la  méthode  inverse  donl  les  transformai  ions  des 
intégrales  hyperelliptiques  sont  le  point  de  départ. 

Ses  recherches  sont  basées  sur  deux  Mémoires  de  Riehelol  ('). 

Ces  Mémoires  ont  paru  à  une  époc(ue  où  le  problème  de  Tin- 
version  n'était  [)as  encore  résolu  et  ils  sont  restés  inachevés.  On 
sait  que   la    première   solution    donnée    par   l^osenliain   et  Gopel 


(')  HinmiLOT,  De  iiiLegralibus  nbellumis  priini  ordiiiis.  coinniciiUitio  prima 
{Crelle's  Jour/}.,  Hd.  \1I:  i-S.)'!). 

Iliciii;Lor,  De  IraiisfornKttionc  alquc  co/ff/>itf(ifirnc  inlegraliuni  aOelianarum 
printi  ordiiiis  {(^rclle's  ./..  IM.  \VI;  i'^-^7). 
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rcmonlc  à  raniirc  iH^G-iH^-^.  Il  est  \i;ii  <|iio,  dans  sdfi  iiiliclo  (  '  ), 
Kichelol  r(Mnai"([iH'  (|iril  csl  paivcnii  à  dn  iioruhrciix  rcsiillals 
dans  la  lliéoric  de  la  lianslonnalion  des  ioncLÎons  liy|)crclli[)- 
tiqucs,  cl  il  loininlc  sans  démonslrallon  un  d(;s  lliéorèrnos  qui 
s'j  ra[)porlcnl  ;  mais  le  |)i()r(;ss(Mir  Kroncck(;r  a  personnellement 
aflirmé  à  M.  l\)kro\sky  (|u\)n  n'a  pas  trouvé  trace  de  ces  re- 
cherches dans  les  papiers  posthumes  de  Kiciielot. 

La  question  du  passage;  dos  transformations  des  intégrales  hy- 
perelliptiques  aux  transformations  des  fonctions  constitue  h; 
l^rincipal  objet  des  recherches  du  professeur  Pokrovsky.  Pour 
l'atteindre,  il  se  sert  des  idées  de  Riemann. 

Les  intégrales  hyperelliptiques  de  la  première  classe  s'éten- 
dent, comme  on  sait,  monotropiquement  à  une  surface  à  deux 
feuillets.  Avant  construit  deux  pareilles  surfaces  pour  les  inté- 
grales données  et  les  intégrales  transformées,  M.  Pokrovsky  éta- 
blit une  correspondance  monotrope  entre  l'un  et  l'autre  système 


d'intégrales. 


Il  trouve  ainsi  une  relation  linéaire  enlre  les  périodes  des  inté- 
grales donnée  et  des  intégrales  transformées,  c'est-à-dire  qu'il 
obtient,  pour  chaque  transformation,  un  système  hermitien  de 
coefficients. 

Pour  le  passage  aux  transformations  des  fonctions  hyperellip- 
tiques,  il  se  sert  de  la  théorie  existante  de  la  transformation  des 
fonctions  ^7,  et  de  cette  façon  il  rattache  ses  recherches  à  tons 
les  travaux  qui  se  rapportent  aux  recherches  scientifiques  de 
l'espèce.  Enfin  il  examine  en  détail  les  transformations  elles- 
mêmes  des  fonctions  hyperelliptiques. 

Le  Travail  de  M.  Pokrovsky  se  compose  de  cinq  Chapitres; 
son  premier  Chapitre  traite  de  la  réduction,  d'après  Richelot, 
des  intégrales  hyperelliptiques  à  la  forme  normale  de  Jacobi. 

La  méthode  de  Richelot  conduit  M.  Pokrovsky  à  cette  con- 
clusion que  toutes  les  transformations  linéaires  peuvent  être  par- 
tagées en  deux  classes,  et  il  donne  le  moyen  d'obtenir,  pour  cha- 
cune des  transformations,  une  substilulion  linéaire  au  moyen  de 


(•)  RifniELOT,   Ueber  die  Tiansfornialion  zwcitcr  (Jrdnung  bel  dcni  ultraeL- 
liptischen  Integralen  erster  Oidnung  {Monatsber.  der  Akad.  zu  Berlin,  i86f>). 


9fi  PREMIÈKE   PARTIE. 

laf[uclle  elle  s'(^[reclue,  ainsi  (juc  les  expressions  des  modules 
donnés. 

Dans  les  recherches  qui  suivent,  il  introduit  une  nouvelle  mé- 
thode. Ayant  construit  deux  surfaces  de  lliemann  à  l'une  des- 
quelles sNîtcndent  monoLropir/iœntent  les  intégrales  données  et 
à  l'autre  les  intégrales  transformées,  il  établit  une  correspon- 
dance monotrope  entre  l'un  et  l'aulre  système  d'intégrales. 
M.  Pokrovskj  détermine  la  liaison  entre  les  radicaux  qui  figu- 
rent dans  les  intégrales  hyperelliptiques  données  et  les  intégrales 
transformées,  dans  différents  intervalles  entre  les  |)oints  criticjues, 
et  apprécie  l'induence  de  ces  points  sur  la  signification  des  radi- 
caux. 

De  là  s'obtiennent  facilement  les  équations  dilTérenlielles  de  la 
transformation  avec  leurs  coefficients  a,  p,  y,  o. 

La  discussion  de  l'égalité  des  intégrales  corrcspondaritcs  dans 
divers  intervalles  entre  les  points  critiques  conduit  à  trouver  une 
relation  linéaire  entre  les  périodes  du  système  donné  et  du  sys- 
tème transformé,  c'est-à-dire  fournit  d'avance,  pour  toute  trans- 
formation, un  svstème  linéaire  hermitien  de  coefficients. 

Ayant  analysé  une  transformation  dans  chacune  des  deux 
classes,  il  consigne  les  résultats  définitifs  dans  des  Tables,  et  l'on 
voit  que  chaque  transformation  est  caractérisée  :  i"  par  l'expres- 
sion des  modules  transformés  au  moyen  des  modules  donnés; 
a"  par  la  substitution  linéaire  au  moven  de  laquelle  s'efi'ectue  la 
transformation;  3"  parles  coefficients  delà  transformation;  4"pai' 
le  système  hermitien  de  coefficients  qui  entrent  dans  les  relations 
entre  les  périodes. 

Pour  rendre  claire  l'idée  de  l'auteur,  on  peut  citer  la  transfor- 
mation qui  est  analogue  à  celle  de  Jacobi  (')  [)Our  les  modules 
complémentaires. 

r^'ayant  efTectuée,  l'auteur  obtient 

dy  {oi^'^z')dz 


(').lAnoBi,  Fand(U)icnl((  nova   Thenria'  functioiiun\  clliplicaruni ,  §  10. 


ou 
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\Hv)-'-v(i—f){i      l^\y)i\  -À-r)"  — !^-V)- 
!{,(:;)-.  -(I  —  :;)(i  —r2^)(i  —  [t  z)(\  ~  ni^ z  ). 

L:t    ral)l('(|m  correspond  à  c(îlLe  lr;ms[oi-m;il  ion  csl  l.i  snl\;inlc': 

(•2  =  [jt'f  =  I  -  ix\         r^  =  h\  -^  I  -  l\         m  =  k\  --  I  -  A2. 

z 


Z  —  I 

y.=—i  —  -—  \J—  I ,         P  =  i,         Y  =  <),         0  —  /, 
«0  =  «1  =  «2  =  ^0  =  ^1  =  ^3  =  <^o  =  Co  =  C3  =  <:/,  ~  (!=>_  —  di  =  o, 

b.2—  do  =  —  l,  «3=01=1. 

En  examinant  les  Tables  formées  pour  toutes  les  douze  trans- 
formations linéaires,  M.  Pokrovsky  arrive  à  cette  conclusion  que, 
entre  les  coefficients  t/o,  «j,  ...,  fl^i  auront  lieu  non  seulement 
les  douze  relations  données  par  Hermite  (  '  ),  mais  encore  de  nou- 
velles relations  : 

«0^3+ rt,<72=  o,      60^3+^1^2  =  0,      CoCaH- CiC2=  O,      c?oâ?3-h  ^i<:/2=  o, 

«3^3+^3^3  =  0,        «2*^2+  ^2^2=  o,         «i  <:/i4- ^j  Ci  =  O,         «„  c/o  -h  />„  Co   =  O. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  de  la  question  des 
transformations  linéaires  des  fonctions  9  et  des  fonctions  hyper- 
elliptiques  dans  la  forme  Weierstrass.  Ici  l'auteur  se  sert  des 
fonctions  Q  de  la  forme 

=  V    y  ,'"'(-+T)('"-T)-^'''('"=-x)(''-7t*"'</"-l'-'"-î,). 

Ici 

^{PUP2)=  -('5ll/>ï  +  '>>^^12/?l/?2+  ^22PI), 

et  le  complexe  des  nombres  entiers  (      •'    -   )  porte  le  nom  de  ca- 

\  \ffh^  m-2/  ^ 

ractéristique. 

Le  problème  de  la  transformation  linéaire  des  fonctions  0  ou 

(')  IIkkmite,  Su/-  la  théorie  de  la  transforniatio/t  des  fonctions  aOeliennes. 


.,!s  pi{i:Mir:i{K  pautie. 

des  loiiclioiis  liv|)('i(;llij)ll(jii(js  corïsisle  dans  le  [)a.ssaj^e  du  sjslèmc 


au  système 


(  a -4- (ii:?!  )  r/^i  r''(  a -h  P<Z2)  ^^2 


/ 


'2  y/kl  (  ^2  j 


Les  liiniles  inférieures  sont  elioisies  d'une  i'aeon  délcrminée 
|)Our  chaque  Iransformation  particulière. 

Désignons  les  périodes  des  intégrales  du  système  donné  par 
2Ket  celles  du  système  transformé  par  •>.  L  (avec  des  indices  cor- 
respondants). 

Ayant  désigné  par  0(i'i,  r^  :  o)  la  fonction  fondamentale  cor- 
respondante au  système  donné,  M.  Pokrovsky  obtient  les  relations 

l\.|  j  Hloo lV]2  J\2  1 


On 


0,2=  021  ~= 


022^ 


Kii  K22 —  Kl2l^21 

K  2  2  K'i  2  —  K 1 2  K  2  2 
KhKsÔ— K,2lVM   ' 

Kii  K22  —  K21  K,  2 


K 11  K22  —  1^21 1^12 

lix—  2  Kl  1(^1  H-  '2K,2^'2r 
«2  =  2K21^1  +  '2K.22t'2. 

Ayant  désigné  par  B(t''j,  ('2  ;  0')  la  fonction  principale  correspon- 
dant au  système  transformé,  il  obtient  les  formules 


0,1  = 


L  ,  1  L22 '-'12  '-'=) 


0  j  2  —   0  2  j 


1j1  1  1j22 ^-'12  ^-"21 

Ij22  ^■'  1  0 '-*  12  '-'  2  2 

J  j  1 1  1  j  2  2 '■'12  L*  2  1 

L,  1  L.,  2  '-'21  '-'12 

1^11  1^2  2 '-"12  '-"21 

,  ^"'22  ''  1 '-'  I  2  ^^2 

'>,  (^  Li  1 1  1j  2  2 ^  1 2  ^-'  2 1  ) 

,  Ijj  1  M 2 ^-"21  ^'1 


022  = 


M  1^11  ï-22—  1-12  1-21  ) 
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l'a^saiil  à  la  rccliciclH,'  des  rclalioiis  ciilic  les  loiicl  ions  0  don- 
ik'cs  cl  les  loiiclioiis  0  IransCoi-inrcs.  il  i  ni  lodiiil  avec  llerinile  la 
lonel  ion 

ll(  Ti.  «'o.  0  )  --•  r^         ■•   '    •  0(r,  V.,,  0  ), 
on 

r/o,  <^ri,  ^2'  '^'':i  <'lii"l  '('"^  cocKicicnls  connns  daiiN  les  iclalions 
cnl  ic  les  |)éi  iodes. 

L'élude  des  équations  Ibnclionnellcs,  auxquelles  satisfait  la 
lonetion  (rUonuite,  conduit,  après  sinij)li(i(ation,  à  la  forme  gé- 
nérale 

Les  cjuanlités  ^,  A,  /?2,  /i  sont  liées  par  les  relations 

/il  =  nii  <^3 -+-  ^2 ''/o  —  fi-2 ^A  —  n\di). 
h.2  —  m^  c^-+-  m-, Ci —  /ij  Cq —  /i2Ci, 

,^1  = nii  «3 /)l2  «2  H-  /*  I  ('fo  +  /i2  <^  1 5 

^2  = '''  1  ^3 "^2  f^-2  +  /'  1  l>i)  -^   /i2  ^1  • 

Dans   la   caractéristique  (     '     M  les   éléments   ont  la  siiinlfica- 

^        \inymij  ^ 

lion  o  et  i;  dans  la  caracléristique  (;   ;")  les  éléments  ne  sont  pas 

encore  réduits  à  ces  expressions  simples. 

La  formule  de  M.  Pokrovskj  pour  la  transformation  des  fonc- 
tions 0,  grâce  aux  relations  indiquées  plus  haut  entre  les  coeffi- 
cients a^^^  a^y  ...,a:},  est  incomparablement  plus  simple  que 
toutes  les  formules  de  ses  prédécesseurs. 

Ayant  établi  la  relation  entre  les  fonctions  8  elles  fonctions  Iiy- 
perelliptiques  à  l'aide  de  l'équation 

^H  1    i      ("i,"2,  Z^-,  >^.  !-^)=  L     — -.- . 

\/ii^2/  ^(^',,<"2;o; 

il  divise  les  douze  transformations  des  fonctions  elliptiques  en 
deux  groupes  :  le  groupe  réel  et  le  groupe  imaginaire.  Il  caracté- 
rise chaque  transformation  par  le  système  initial  des  fonctions 
liyperelliplif|ucs,  par  les  relations  entre  les  arguments  et  les  mo- 


I 


HH) 
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dules  (lui  Icui-  corrospondciil  cL,  (;nlin,  par  los  expressions  dus 
Ibnctions  transformées  nu  moyen  des  Ibnetions  données. 

Le  troisième  Glinpitrc  Irai  te  du  eas  général  des  transformations 
(lu  second  dei^ré  (i'après  le  Mémoire  de  Kiclielot  :  /Je  Iransfo/- 
matione  (n(/iœ  compatatione  intefir.  abclian.  Il  s'arrête  sur 
J'examen  détaillé  de  deux  principales  transformations  des  inté- 
grales liyperclliptiques  qui,  par  leur  caractère,  sont  analogues  aux 
deux  transformations  elliptiques  de  Landen. 

Dans  l'étude  de  la  première  transformation  générale,  l'auteur 
suit  la  méthode  (ju'il  a|)pli(piait  dans  les  transformations  linéaires. 

Il  déterminait  d'abord  la  relation  entre  les  radicaux  qui  figu- 
rent dans  les  divers  intervalles  entre  les  points  critiques  du  sys- 
tème initial  et  du  système  transformé. 

De  là  il  obtient  facilement  des  équations  différentielles  avec 
leurs  coefficients  a,  p,  y,  o. 

Dans  la  question  de  l'établissement  d'une  relation  monotrope 
entre  les  intégrales  du  système  initial  ou  du  système  proposé, 
M.  Pokrovsky  a  rencontré  de  grandes  difficultés  qui  ont  nécessité 
une  discussion  détaillée  et  l'application  des  idées  de  Riemann. 

Ainsi,  dans  la  première  transformation  principale,  l'auteur,  à 
l'aide  des  substitutions 


I  — (I  +  ci/i)rri 
a  obtenu 


I— (i  — (?i/i).r2 
I — (iH-  Ci/i):r2 

1— (l-+-C,/,)a74 


H' 


a  -i-  ^  ^0  )  dx-i 
) 


r- 

r^'-     dy.      _  r"{oi-^'ix^)dx:^  _^  r 

L     ■J.^/KîyT)       'h  -^V^iC^T)      ^  Ji  •2\/lii{x^) 

r-'-    X^dy.  r'''(^(^ox^)dx,   ^    r'-^(y^^ar,)dx, 

Joo      2v/K(jK2)       -'o  2v/Ri(;r3)  Ji  ^.^liiix,) 


''   71  ^(ri     _  r''  (y^oxi)dxi        r-'^j_-h^_)djj 

'^''-       ^^'  ^  '''  ( a  +  3 ^3  )  dx:i         r  'N  a  -4-  P a-4 )  dx^ 


De  là  se   déduisent   facilement  les  relatio-ns  enlre  les  modules 
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donnés  ol  les  modules  lr;insiorniés,  ;nnsi  (|ul'  les  expressions  des 
coefficicnls  de  la  Iransfornialion  a,  [^,  v,   o. 

Le  svsirnic  luK-aifc  luMMnillcn  de  eocflicionls  pour  la  Iransfor- 
niallon  pnncij)ale  est  le  suivant  : 

«0—1,         r/,  —  a2=«3~o; 
Ci  —  '?.,         «"o—  c,=  C3  —  o; 

Dans  la    seconde    Iranslornialion    prinei|)al(;,    M.   I\)kr(jvskj,  à 
l'aide  des  substitutions 


^,=^1, 

/^o- 

^2  —  63  —  0  ; 

0^3-^2, 

dii- 

■  di  —  cii  —  0. 

w 


i  —  inixt  _       i  —  lmx^_    I        /(i— jx^7,)Jjjj--(fx2-Â:îXî)^,J 


I  -h  /ma^3  1  -h  /ma^i        (j-i  y  '  —  (i  —  k\  ^i  )^2 

a  oblenu 

''^''  '  (  a  -H  pa?i  )  dxx  /"'*"(«  -h  ^^"2  )  <r/^2 


2v/Ri(a72) 
o.r,  )  dxy  r'-  (  V  -4-  0^2  )  dxi 


r-'     dv,      _  r-'''{oL-^^xx)dx,       r 

.'0      '2v/K(JKi)       »A)  2v/Ki(^i)  ./oo 

•/o      2v/K(7i)      ./()  i^Kxi^Xi)  J<^         is/Kx{Xi) 

r^'       dVi        _     r'''  (g -H  p;r,)6/3-.^  /-•*-( a  +  ^^7:4 )  ^a: 


r'"-    y^dyi     ^    r  '''  {';--ox,)dx,  _^    r 
Jv      2v/K(j2)       «^0  '^V^^iC-^s)  ^« 


^v/R(72)       -A  -iv/RjC^a)  ^"  2v/Ri(a74) 

•'  (  Y  +  o-ry  )  dx^ 
2v/Rî(a74) 

De  là  il  est  facile  de  tirer  les  relations  entre  les  modales  donnés 
et  les  modules  transformés  ainsi  que  les  expressions  des  coeffi- 
cients de  la  transformation  a,  ^,  y,  3. 

Dans  l'établissement  des  relations  entre  les  périodes  dans  la 
seconde  transformation  principale,  M.  Pokrovsky  a  utilisé  une 
méthode  nouvelle  :  il  a  montré  que  l'application  des  deux  transfor- 
mations principales  conduit  à  la  duplication  des  intégrales  hyper- 
elliptiques  et  de  leurs  périodes.  [1  est  arrivé  ainsi  au  système  her- 
mitien  suivant  de  coefticients  : 

rto  =  ■?',       «1  —  «2  =  «3  =  <>  ; 

61   =   2,  60  =:   ^2  =   ^3  =  o; 

C2  =  I,         Co  =  Cl  —  C3  —  o; 
^3  —  I ,         do  —  di  =  d.2  —  o. 

Les  transformations  de  second  degré  jouissent  de  cette  particu- 
larité que  l'intégrale  hyperelliptique  donnée   se  dédouble  en  une 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  ■>"  série,  l.  W  II.  (AmmI  iS(j3.)  ç^ 


somme  de  deux  intégrales;  c'est  j)oiir(jM()i  les  équations  dont  l'in- 
version conduit  aux  fonctions  hyperelliptlcjiies  constitueront  cha- 
cune une  somme  de  quatre  intégrales  avec  des  limites  supérieures 
dilïérentes. 

Pour  passer  à  Tinversion  du  système  transformé,  il  est  nécessaire 
de  se  servir  du  théorème  d'A])el.  M.  Pokrovsky  touche  à  la  solu- 
tion (le  cette  question  à  la  fin  du  troisième  Chapitre. 

Dans  le  quatrième  Chapitre,  il  examine  les  transformations  des 
fonctions  B  qui  correspondent  aux  deux  transformations  principales 
des  intégrales  hyperelliptiques.  Les  relations  entre  les  fonctions  Q 
données  et  les  fonctions  6  transformées  peuvent  être  obtenues  à 
l'aide  du  théorème  de  la  multiplication  de  deux  séries  8.  11  faut, 
dans  ce  cas,  employer  la  méthode  d'Hermite. 

De  ces  deux  transformations  des  fonctions  0,  l'une  conduit  à  la 
division  par  moitié  des  modules  de  périodicité,  et  l'autre  à  la 
duplication  des  arguments  et  des  modules  de  périodicité. 

Pour  la  première  transformation,  M.  Pokrovsky  a  trouvé  la  for- 
mule générale  suivante 

m,,  DuJ    \  '2/       \7ni-h[ai,  m2-f-[a2  V    '       9- 

Â=2 

^^  L     M-ij  1^2     J  \f^i,  1x2/ 

V,,  V. 

dans  laquelle  il  faut  attribuer  aux  quantités  v,,  Vo  des  sîgnijica- 
Lions  correspondantes  00,  01,  10,  1  i  et  c'est  à  ces  signijications 
que  s'étend  la  sommation  dans  le  second  membre;  les  quantités 
p.,,  uo  reçoivent  quatre  significations  pareilles.  Les  nombres  n^ ,  /«o, 
;>/i,  m,,  sont  les  éléments  de  l'une  quelconque  des  seize  caracté- 
ristiques des  fonctions  9. 

Pour  la  seconde  transformation,  M.  Pokrovsky  donne  la  formule 
suivante 

A- =  2 

=  y(_,/  =  '       of      '^-  2     'l(.„.v:o)0(''"'"),r„,-,;5). 
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Il  V  a  lien  de  l.ùvc  les  mriiKîs  observations  poiic  los  indiens  des 
caracLérisli(jUcs,  avec  colle  seule  dillV'i'eiHMMjiie  ja  el  v  eliangeraicrit 
de  rôle. 

Erisuile,  M.  Pokrovsky  Iwnwv.  plusieurs  lelalions  paiLieulières 
en  Ire  les  fond  ions  0  pour  les  deux  transformations  éludiées.  Con- 
formément à  la  ihéorie  générale,  (jualre  fonctions  0  transformées 
se  pri'senlenl  comnu;  des  sommes  d(i  (jualre  carrés  de  fonctions  0 
données. 

Les  douze  au  lies  fonctions  transformées  peuvent  être  exprimées 
au   moyen   di's  produils  des  fonctions  données  deux  à  deux. 

Inapplication  successive  des  deux  transformations  étudiées  con- 
duit à  la  du|)licalion  des  arguments  des  fonctions  Q.  Quant  aux 
formules  de  du[)licalion  très  simples  et  très  commodes,  elles  sont 
données  à  la  fin  du  quatrième  Chapitre. 

Le  cinquième  Chapitre  est  consacré  à  la  question  la  plus 
essentielle  de  la  théorie  des  transformations  du  second  degré. 
M.  Pokrovskj  fournit  les  relations  algébriques  entre  les  limites  des 
intégrales  du  système  initial  et  du  système  transformé. 

Dans  la  transformation  principale,  après  l'application  du  théo- 
rème d'Abel  et  la  substitution 


Wi  =  atvi  -h  ^- 


^2  =  Y  M^i  -+-  0M^2> 


dyi 


il  passe  du  système 


Ui 


au  système 


2/R(7i 


W2 


n     dz,  r- 

J^"'     Zydzy  C"^     z^dzi 


En  se  servant  de  la  transformation  des  fonctions  8  qui  conduit  à 
la  division  par  moitié  des  modules  de  périodicité,  ainsi  que  de  la 
théorie  générale  des  fonctions  hyperelliptiques  dans  la  forme  de 
Weierstrass,  il  trouve  que  z^    et  :;2    se   déterminent   comme  les 
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racines  carrées  de  l'<''(jii;ili<)M 

J^es  coefdcients  de  cclLc  éqnalion  se  ramènenl  à  la  forme 
;)1I  =  OIV, -^  D\U v/K(7,}R(jK2), 

^j?  =  ^,  -f-  ^^2  v/R(ri)H(72j. 

I^es  quantités  OIl,,  01^2,  0.\>  sont  des  fonctions  rationnelles  dey» 
et  7*2  f^t^  se  calculent  facilement  par  le  procédé  indiqué  par  l'au- 
teur. 

Dans  la  seconde  transformation  principale,  M.  Pokrovskj  arrive 
également  à  une  équation  du  second  degré  de  tjpe  semblable. 

En  considérant  les  propriétés  des  modules,  on  peut  se  con- 
vaincre facilement  que  les  deux  transformations  principales  des 
fonctions  hjperelliptiques  sont  entièrement  analogues  aux  deux 
transformations  de  Landen  des  fonctions  elliptiques.  La  parenté 
de  ces  transcendantes,  entrevue  par  M.  Pokrovsky  dans  sa  théorie 
des  fonctions  hyperelliptiques,  s'établit  d'une  façon  encore  plus 
saillante  après  l'étude  de  la  théorie  des  transformations  qu'il 
présente. 

Cet  exposé  permet  d'apprécier  combien  jM.  Pokrovsky  a  con- 
sciencieusement rempli  la  tâche  scientifique  qu'il  s'était  proposée 
et  jusqu'à  quel  point  il  a  rc' pondu  aux  espérances  que  je  formulais 
dans  un  Complc  rendu  sur  son  Ouvrage,  paru  en  i888,  dans  le 
Bulletin  des  Sciences  niathéinaliques.  L'aperçu  historique  de  la 
théorie  des  transformations  hyperelliptiques  fait  également  res- 
sortir combien  a  été  féconde  l'influence  des  profondes  recherches 
d'Hermite  sur  le  développement  de  cette  théorie. 

BOUGAÏEF. 
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W.-W.  UOUSI']  HALL.  —  Mm  iikmaticvî-  ukcukvtions  and  i'uohlkms  of  past 

AM)  PUKSKNT  TIMIÎS.  ScCOlul  (ulilioM.    I    \(»l.    ill-F/.    -»  î  I    p.    LoIkIoM.    i8q>. 

La  Mil^arisalioii  des  MaLlH'mali(|M(,'s  (;st,  celle  Hcs  viilf^ari- 
salions  scienlinf|ucs  (|ui  csl,  iiicoiitcsLahlcnicnl,  la  plus  dilfi- 
cilo.  Los  idées  ahslraihîs  eoiiviemieiil  mal  aii\  e(M\(;au\  <|iii  n'y 
sonl  pas  préparés  j)arce  (|ii'elles  les  ()l)li<^('nl  à  (h;  j)Missanls  edorls 
(le  conconlralioii  c|ul  les  fati^ncnL  et  les  dc'j^oùlenl.  Il  (aul  doDC, 
pour  rnellf-e  les  MaLliémaLi(|ues  à  la  porlée  de  tous,  trouver  une 
lorinc  d'exposition  conerète,  tangible,  qui  fasse  image  et  donne  à 
l'esprit  des  points  de  repère  choisis  dans  les  objets  connus.  Déga- 
ger ainsi  les  Mathématiques  de  l'abstrait  est  souvent  lort  diffieile 
et  ceci  explique  pourquoi,  de  toutes  les  Sciences,  la  Science  des 
Mathématiques,  dont  le  domaine  est  cependant  si  étendu,  est  celle 
qui  est  la  plus  ignorée.  Aussi  devons-nous  une  grande  re'connais- 
sance  aux  mathématiciens  de  valeur  qui,  comme  M.  Rouse  Bail, 
nereculent  pas  devant  la  tâche  ingrate  de  faire  un  livre  de  Mathéma- 
tiques qui  s'adresse  à  d'autres  lecteurs  qu'à  des  mathématiciens. 

Les  Mathematical  récréations  and  problenis  de  M.  Bail 
eurent,  dès  leur  apparition,  un  tel  succès  que  la  première  édition 
fut  épuisée  en  trois  mois.  C'est  le  plus  bel  éloge  qu'on  puisse  faire 
d'un  livre  de  vulgarisation. 

L'Ouvrage  est  un  recueil  de  questions  mathématiques  qui 
rentrent  dans  trois  catégories  distinctes  :  les  problèmes  amusants 
et  les  paradoxes;  les  questions  historiques  et  enfin  les  expositions 
élémentaires  de  principes  des  Mathématiques  supérieures  qui 
touchent  au  domaine  de  la  Philosophie. 

Dans  la  première  catégorie  rentrent  les  problèmes  amusants 
d'Arithmétique,  presque  tous^tirés  du  livre  de  Bachet.  En  voici  un 
exemple  :  Trois  personnes  P,  Q,  R  choisissent  trois  objets  a,  e,  i 
dans  un  ordre  qu'il  faut  déterminer.  A  cet  effet,  on  prie  la  personne  P 
de  prendre  i  jeton,  Q  de  prendre  2  jetons  et  R  3  jetons.  Puis  la 
personne  ayant  choisi  a  prend  autant  de  jetons  qu'elle  en  a,  celle 
qui  a  choisi  e  deux  fois  autant  de  jetons  qu'elle  en  a  et  celle  qui  a 
choisi  i  trois  fois  autant.  Connaissant  la  somme  de  jetons  pris  par 
les  trois  personnes,  on  en  conclut  l'ordre  du  choix  par  une  règle 
qu'on  relient  au  moyen  d'une  phrase.    l'ai  roniarrpié  cpi'on   pour- 
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rail  généraliser  ce  problème  en  lui  donnant  une  forme  très  mallié- 
maliqiic  et  voici  comment  :  Soient  P»,  \\  ...,  P,/  , ,  n  |)ersonnes 
et  Ao,  A| ,  . .  .,  A//._, ,  n  objets.  Ou  donne  à  [\  /.  jetons  el  Ton  prie 
la  personne  qui  a  choisi  A/i  de  prendre  /?/'  fois  autant  de  jetons 
qu^elle  en  a.  Si  les  objets  Aq,  A,,  .  .  . ,  A,/  ,  ont  été  choisis, 
respectivement,  j)ar  les  personnes  P^,  P^^ ,  ...,  Pa„_,  ?  ^-o? 
a,,  ...,  a,/^ ,  désignant  les  nombres  o,  i,  ...,/?  —  i  dans  un 
certain  ordre,  la  somme  des  jetons  pris  sera 

ao-t-  ai /i  -f-  «2/1^-1-  ...  -f-  a,i_i  /i'*-', 

c'est-à-dire  (pie  cette  somme  écrite  dans  le  système  de  numération 
de  base  n  s'écrira  a,^_,,  .  .  .,  a.y,  a,,  ao-  Donc  l'objet  A^  aura  été 
choisi  par  la  personne  P^p  c'est-à-dire  par  la  personne  qui  a  pris 
un  nombre  de  jetons  marqué  par  le  (h  -j-  i)'*^"'^"  chiffre  significatif, 
à  partir  de  la  droite,  de  la  somme  écrite  dans  le  système  de  base  n. 

Pais,  viennent  les  problèmes  de  combinaisons;  les  problèmes 
classiques  des  passages  en  bateau,  dont  le  plus  connu  est  celui  de 
la  chèvre,  du  loup  et  du  chou;  les  problèmes  ou  tours  de  cartes, 
dont  le  plus  élégant  est,  à  coup  sûr,  celui  des  piles  de  Gergonne. 

A  côté  de  ces  problèmes  faciles,  problèmes  qui  sont  de  petits 
jeux  de  société^  l'auteur  aborde  des  questions  dites  Récréations 
mathématiques,  mais  qui,  à  vrai  dire,  sont  de  terribles  casse-têtes 
ou  de  véritables  questions  de  Géométrie  :  les  carrés  magiques,  les 
huit  reines  de  l'échiquier,  le  problème  unicursal  d'Euler  du  pas- 
sage des  ponts  de  Kœnigsberg  qui  conduit  naturellement  au  pro- 
blème des  labyrinthes  et  le  problème  des  quinconces.  L'auteur 
énonce  la  jolie  proposition  qu'il  suffit  de  quatre  couleurs  pour 
colorer  une  carte  géographique  de  façon  que  deux,  pays  contigus 
ne  soient  jamais  de  la  même  teinte. 

Le  Chapitre  V  contient  l'étude  de  trois  jeux  de  patience  bien 
connus  :  le  taquin,  le  baguenaudier  et  la  tour  de  Hanoï.  A  propos 
de  la  tour  de  Hanoï,  M.  Rouse  Bail  l'attribue  au  D'"  Clauss  et 
regrette  de  ne  pas  avoir  de  renseignements  plus  complets  sur  le 
jeu  et  sur  son  auteur.  Le  véritable  auteur  de  ce  jeu  est  Edouard 
Lucas  qui  a  fait  paraître  tous  les  jeux  qu'il  a  inventés  sous  le  pseu- 
donyme du  mandarin  Claus  (anagramme  de  Lucas),  professeur 
au  collège  de  Li-Sou-Stian  (anagramme  de  Saint-Louis). 

Nous  IrouNons  au  Chnpilrr  II  da^  drmoiislralions  de  Géométrie 
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(jiii,  (jii()i(|ii('  l(*  laisoniuMiîcnl  soit  rifi^oiirciix,  donneuL  des  r(''Siillats 
absurdes,  parcu*  (jiie  \r.  raisoniicnicnl  se  fonde  sur  la  (ig^urcqui  esl 
fausse,  ll^iifin,  le  (lliapilre  III  coiUient  d'intéressanics  indiealions 
sur  les  j)ara(io\es  (dassiques  :  Aeliiil<;  cl  la  l.orlue,  le  inoycn  (\c 
naviguer,  à  voihîs,  plus  vile;  (pu;  le;  \eiU,  les  effets  de,  la  diininu- 
liou  de  la  pression  dans  un  gaz  en  mouvement,  dont  un  exemple 
est  celui  (le  la  l)all(^  coupée  au  jeu  de  lawn-tennis. 

Les  questions  historiques,  disséminées  dans  l(;  livre,  sont  toutes 
traitées  avec  le  plus  grand  soin.  Je  citerai,  tout  particulièrement, 
un  rcmarquahie  Chapitre  sur  l'histoire  de  la  quadiature  du  cercle 
et  les  valeurs  approchées  du  nombre  t:. 

Enfin,  la  partie  la  plus  intéressante  des  Matlieinalical  liecrea- 
tions  est,  sans  contredit,  celle  qui  contient  les  notions  élémentaires 
sur  les  principes  mathématiques.  M.  Bail,  au  Chapitre  III,  apprend 
au  lecteur  ce  que  c'est  qu'une  force  et  un  travail;  il  énonce  le 
principe  de  l'inertie  et  montre  l'impossibilité  du  mouvement  per- 
pétuel ou  plutôt  énonce  clairement  ce  qu'il  faut  entendre  par  là. 

Cet  intéressant  Volume  se  termine  par  trois  Chapitres  tout 
à  fait  remarquables  sur  l'hjperespace;  la  mesure  du  temps  et  la 
constitution  de  la  matière. 

En  étudiant  quelles  seraient  les  lacunes  qui  pourraient  exister 
dans  les  conceptions  d'habitants  assujettis  à  vivre  dans  un  espace 
à  deux  dimensions,  l'auteur  montre  comment,  en  généralisant,  on 
pourrait  prévoir  des  simplifications  dans  nos  conceptions  en  suppo- 
sant l'existence  d'un  espace  à  quatre  dimensions.  Certains  phéno- 
mènes physiques,  la  lumière,  par  exemple,  trouveraient  une 
explication  toute  naturelle  si  Ton  admettait  que  notre  espace  à 
trois  dimensions  n'est  qu'une  multiplicité  contenue  dans  un  espace 
à  quatre  dimensions  et  que  cette  multiplicité  soit  formée  d'une 
matière,  l'éther. 

Le  Chapitre  XI,  sur  la  mesure  du  temps,  donne  la  détermination 
du  temps,  des  saisons,  la  construction  de  divers  calendriers. 

Enfin,  le  dernier  Chapitre  est  fait  presque  tout  entier  des  idées 
de  M.  P.-(j.  Tait  et  de  Lord  Kelvin  (Sir  William  Thomson)  sur  la 
constitution  de  la  matière.  Ici  encore,  l'hypothèse  de  l'existence 
d'un  espace  à  quatre  dimensions  serait  d'un  réel  secours. 

C.   BoURLET. 
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FÉLIX  MULLHR.  —  Ziîittafkln  zur  Gksciiiciite   dfîia  Matiiematik,  Piivsik 

UND    AsTROXOMrK  MIT    IIINWEIS    AUF    DIE    QUELLEN-LlTEKATIH.    Io4   p.   in-8". 

Leipzig,  Teiihncr;  iSg-i. 

M.  Millier  a  eu  l'idée  de  réunir  dans  une  Table  chronologique 
les  noms  et  faits  qui  intéressent  l'histoire  des  Mathématiques,  de 
la  Physique  et  de  l'Astronomie,  avec  un  bref  sommaire,  pour 
chaque  savant,  de  la  part  dans  laquelle  il  a  contribué  au  progrès 
intellectuel  de  l'humanité  et  avec  l'indication  des  Ouvrages  à  con- 
sulter [)our  connaître  [)lus  exaclement  le  détail  des  travaux.  Les 
dates  indiquent  approximativement  l'année  moyenne  de  la  période 
d'activité;  le  travail  s'arrête  au  reste  à  l'an  i  5oo  ;  pour  les  temps 
modernes,  ainsi  que  le  remarque  M.  Millier,  il  conviendrait 
d'adopter  un  autre  système,  la  chronologie  étant  désormais  assez 
précise  et  assez  assurée  pour  que  l'on  ne  puisse  plus  se  contenter 
d'une  approximation. 

Un  tel  Ouvrage,  qui  n'a  la  prétention  de  servir  que  comme 
Mémento  facile  à  consulter,  mais  qui  comme  tel  est  susceptible  de 
rendre  de  réels  services,  ne  peut  valoir  (pie  par  son  exécution. 
Gomme  plan  d'ensemble,  il  est  parfaitement  conçu  ;  les  sommaires 
sont  bien  condensés  et  aussi  complets  qu'on  peut  le  désirer;  les 
sources  indiquées  sont  aussi  bien  choisies  que  possible.  Cepen- 
dant sur  certains  points  l'indication  donnée  n'est  pas  suffisante 
pour  un  Mémento  de  ce  genres  ainsi  pour  le  commencement  d'une 
ère  astronomique,  comme  celle  de  Nabonassar,  ce  n'est  pas  assez 
d'indiquer  l'année  ^4;  •  '1  convenait  d'indiquer  la  date  précise  du 
jour  et  de  l'heure. 

Un  travail  d'érudition  ne  doit  jamais  en  principe  être  consulté 
qu'avec  |)récaution,  et  il  n'y  a  pas,  en  conséquence,  à  relever  trop 
vivement  les  erreurs  ({u'apu  commettre  .M.  iMiiller;  il  suffit  qu'elles 
ne  soient  ni  assez  nombreuses  ni  assez  graves  pour  rendre  l'Ou- 
vrage inutilisable.  D'ailleurs  on  ne  peut  équitablement  mettre  au 
compte  de  l'auteur  (pie  celles  qui  no  proviennent  pas  des  sources 
qu'il  a  consultées,  mais  résultent  de  lapsus  de  sa  part.  Jen  signa- 
erai  quelques-unes  sous  riiidicalion  i\c<^  dates  c[u'il  donne. 

390  (av.   J.-C).   —    Si   -Vrchytas   a  considéré    une    surface   de 
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lore,  avec  ses  inlerseclions  par  11 11  coiic  cL  un  cylindre,  on  ne  peut 
dire  (pi'il  ail  inlroduillcs  Vi^iins  s/)f'/iy///es,  sections  planes  du  lore 
[voir  Perscus,  sous  rannéc  i5o). 

Wlt\  (av.  J.-(^.).  —  Tjrlanus  (au  lieu  do  Tjrlamus)  pour  le 
nom  v(  rilabic  de  Théophrasle  csl.  [)eul-etrc  une  faulo  d'impres- 
sion . 

i2S0  (av.  ,I.-C.).  —  (^e  n'est  pas  dans  son  écrit  Des  grandeurs 
et  distances  du  Soleil  et  de  la  Lune  qu'Aristarque  a  enseigné  le 
mouvement  de  la  Terre  autour  du  Soleil. 

180  (av.  J.-(^.).  —  Nicomède  (l'inventeur  de  la  conchoïde) 
est  donné  comme  de  Gerasa,  probablement  par  confusion  avec 
Nicomaque  (100  après  J.-C).  En  fait,  on  ignore  la  patrie  de  Nico- 
mède. 

Quant  aux  erreurs  provenant  des  sources,  je  n'ai  pas  la  préten- 
tion d'en  faire  le  dépouillement  complet;  mais  je  crois  devoir 
signaler  cette  circonstance  qu'en  ce  qui  concerne  l'Astronomie 
les  Ouvrages  historiques  les  plus  récents,  ceux  de  Wolf,  sont  loin 
de  présenter  les  mêmes  garanties  d'exactitude  que  les  Vorlesungen 
de  Moritz  Gantor,  par  exemple,  pour  les  Mathématiques  pures.  Il 
ne  serait  que  trop  facile  de  le  prouver. 

M.  JMuller  a  également  lait  usage  avec  trop  de  confiance  des 
Vite  de  Bernardino  Baldi,  publiées  par  Narducci  dans  \e  Bulletin 
Boncompagniy  1886.  D'autre  part,  sur  certains  points  contestés 
ou  contestables,  il  eût  sans  doute  mieux  fait  d'indiquer  qu'ils 
donnaient  lieu  à  controverse  plutôt  que  de  se  ranger  à  une  opi- 
nion particulière,  comme  pour  le  célèbre  nombre  nuptial  de  Pla- 
ton, qu'il  égale  à  1000  avec  Demme. 

Enfin,  dans  un  Ouvrage  de  chronologie,  on  aurait  pu  désirer 
la  rectification  de  quelques  erreurs  légendaires,  comme  celle  qui 
fait  vivre  vers  G4o  Johannes  IMiiloponus,  pour  le  faire  assister  à  la 
prise  d'Alexandrie  par  les  Arabes.  Gomme  son  maître  Asclépius 
de  Tralles,  il  doit  être  reporté  au  temps  de  Simplicius»  et  d'Euto- 
cius,  c'est-à-dire  plus  de  cent  ans  auparavant. 

Une  dernière  remarque  :  en  attribuant  les  Chapitres  d^ Optique 
KcçàXa'.y.  Tojv  czt'./.wv )  à  Domuinus  de  Larisse  (45o),  M.  Millier 
aurait  dû  rayer  de  sa  liste  Héliodore  (5oo)  marqué  comme  né  à 
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Larisse  entre  44o  cl  44-^  aj)rès  J.-C,  et  comiTie  malliénialicieii 
grec  de  la  décadence.  En  réalité,  cet  Héliodore  de  Larisse,  dont 
l'âge  est  inconnu,  est  seulement  donné  par  quelques  manuscrits 
comme  auteur  des  Chapitres  cV Optique,  (jui,  dans  d'antres,  sont 
attribués  à  Damianus,  fds  d'Héliodore  de  Larisse,  et  il  n'y  a  pas 
d'autre  part  de  raisons  suffisantes  pour  identifier  ce  Damianus 
avec  Domninus,  ainsi  qu'on  l'a  proposé.  Comme  précisément,  à 
propos  de  ce  Domninus,  M.  Millier  me  fait  l'honneur  de  me  citer 
comme  autorité,  je  devais  tenir  à  rappeler  ce  que  j'ai  écril  au 
sujet  de  l'attribution  dont  il  s'agit.  Paul  Tannery. 


MELANGES. 

GÉNÉRALISATION  D'UN  THÉORÈME  DE  DELAUNAY,  SUR  LES  ROULETTES; 
Par  m.  a.  de  SAINT-GERMAIN. 

Delaunaj  a  montré  que  la  méridienne  d'une  surface  de  révolution 
à  courbure  moyenne  constante  est  la  roulette  S2  décrite  par  le 
foyer  O  d'une  conique  G2  qui  roule  sur  une  droite  fixe  D;  d'ail- 
leurs C2  peut  être  considérée  comme  la  trajectoire  d'un  point  M 
qui  serait  attiré  vers  le  point  O,  supposé  fixe,  par  une  force  égale 

à  -  >   A  désignant  une   constante,   /'  la    distance    OM.   On    peut 

énoncer  un  théorème  correspondant  pour  une  surface  de  révolution 
à  courbure  totale  constante  :  la  méridienne  est  la  roulette  S3  dé- 
crite par  un  point  O,  lié  invariablement  à  une  courbe  G3  qui  roule 
sur  une  droite  D,  C3  étant  la  trajectoire  d'un  point  M  qui  serait 

attiré  vers  le  point  O,  supposé  fixe,  par  une  force  de  la  forme  —  • 

Si  l'on  n'envisage  que  les  roulettes  So,  S3,  on  voit  qu'en  un  point 
quelconque  O  de  S2  les  inverses  du  rayon  de  courbure  et  de  la 
normale  limitée  à  la  base  D  ont  une  somme  constante;  sur  S3, 
c'est  leur  produit  qui  est  fixe  :  or  ces  résultats  sont  compris  dans 
une  proposition  générale  que  je  vais  établir. 
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Soll  (]„/  hi  liajccloiic  (rim  j)()liil  iM  alliic''  \ois  im  point  donné  O 

|)ar  nnc  force  K  é^alc  à  -;—  :  si    Ton    fail    loulcr  (],„  snr  «me  droilc 

fixe  D,  le  |)oinl  (),  supposé  cnl  lahié  a\  <;(;  (]„i,  déciira  nnc  roiilcllc  S,,^ 
donl  le  ra\on  de  coiirhiii c  p  pcnl  s'exprimer  siinj)l(;nienl  en  fonc- 
hon  de  la  norniah'  limihM'  à  la  hase  D.  Considérons  d'abord  \v. 
niouveinenl  du  point  M  autour  du  point  (). 

Soient,  en  un  point  quelconque  M  de  la  trajectoire  C„i  : 

R  le  rayon  de  courbnrc  de  cette  courbe  ; 

cp  l'angle  de  ce  rayon  avec  le  rayon  vecteur  MO  ; 

V  la  vitesse  du  mobile  au  point  IM. 

On  a,  en  faisant  la  masse  du  mobile  égale  à  l'unité  et  désignant 
par  Ji  la  constante  des  forces  vives, 


d'où,  eu  égard  à  la  valeur  de  F, 


(0  ^^=T^ATr 


A 


ni  —  I    r' 


coso  \ A  in  —  I 

Passons  à  la  roulette  S„f  décrite  par  le  point  O  quand  il  est  en- 
traîné avec  G/«  roulant  sur  la  droite  D  :  si  je  désigne  par  M  le  point 
de  contact  à  un  instant  quelconque,  la  normale  à  Sm  au  point  O 
sera  OM,  égale  à  /•.  Or  la  formule  de  Savary,  dans  le  cas  d'une 

base  rectilisrne,  donne  77  =  cosci)  (  — | ),  d'où  l'on  déduit 


K  C0SC3 

/•2       ' 

ou,  eu  égard  à  l'équation  (i), 

(3)                                      .^m-3^ 

P        m  —  I   /• 

Telle  est  la  formule  que  je  voulais  établir;  pour /?i=  2  et  m  =  3, 
elle  donne  les  résultats  énoncés  au  début.  D'ailleurs,  l'équation 
finie  des  roulettes  S,^  contient  deux  constantes  arbitraires,  sans 
compter  h;  elle  représente  donc  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (3)  considérée  comme  équation  difTérentielle. 


II:».  PU  KM  IKK  H   PAUTIi:. 

On  tiouvc,  en  Géométrie  S[)liériquc,  des  ic'^ullals  (|ui  corres- 
pondent exactement  aux  précédents.  Soient,  sur  une  sphère  de 
rayon  égal  à  l'unité,  O  un  point  fixe,  C,n  la  trajectoire  d'un  point  M, 
de  masse  i,  sollicité  par  une  force  F  dirigée  tangentiellement  à 
l'arc  de  grand  cercle  MO  égal  à  0,  F  étant  elle-même  égale  à 

sin20 

si  l'on  fait  rouler  (]„^  sur  un  arc  de  grand  cercle  D,  le  point  O, 
supposé  entraîné  avec  la  roulante,  décrira  une  roulette  S,„  dont  le 
rayon  spliérique  p  de  courbure  géodésique  est  lié  à  l'arc  de  grand 
cercle  ô,  normal  à  S,„  et  limité  à  l'arc  D,  par  la  formule 

m  —  3        ^        9.  h 

cotp— cotO —  tanir'"«-20. 

^        /il  —  I  A         ^ 

Aux  équations  (i)  et  (2)  correspondraient  les  relations 

fono-R        2siii20/A  cote  \  lanirRcosca 

tangti  =  — — -    —  tang'"-2  0  h ,        cotp  =  cotr ^^^ '- , 

coso    VA        ^  rn  —  ij  ^  sin2/- 

R  désignant  le  rayon  de  courbure  géodésique  de  C,„  et  cp  l'angle 
de  ce  rayon  de  courbure  avec  l'arc  MO. 
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(:()Mi>Ti:s  lUîiNDUs  i:t  analyses. 


SALMON.  —  Traitk  de  (Jéomiîtiui:  analvtiqlk  a  trois  dimensions.  Traduit, 
de  l'angliiis  sur  la  (juatricnio  édition  par  O.  Chemin.  Troisième  l'arlio. 
i  vol.  in-8";  vii->.  20  p.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils,  1897. 

M.  Chemin  a  mené  à  bonne  fin  la  traduction  qu'il  avait  entreprise 
des  livres  classiques  de  M.  Salrnon;  c'est  un  service  incontestable- 
ment rendu  aux  géomètres  de  notre  pays.  Le  volunie  que  nous 
annonçons  est  la  fin  de  la  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions  : 
il  contient  les  surfaces  dérivées  des  quadriques,  les  surf  aces  du 
troisième  et  du  quatrième  degré,  la  théorie  générale  des  sur- 
faces. 


MELANGES. 


SUR  LA  MÉTHODE  DES  MOINDRES  CâRRÉS; 

Par  m.  s.  YAROCHENKO, 
Professeur  à  l'Université  d'Odessa. 


I. 

1.  Le  problème  fondamental,  auquel  s'applique  la  méthode  des 
moindres  carrés,  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Trouver  les  valeurs  de  ni  inconnues 

•^î  JK)    -3,   . .  .  , 

liées  aux  quantités  données 

Vi,  ai,  bi,  a,    ...  (t  =  r,  2,  3,  .  .  .,  /i), 

par  n  >  m  écjuations  linéaires 

(i)  aix -\-hiy -\-CiZ-\-.  ..—  Vi=.ti  (i  =  i,'?.,3,,    ../i). 

Bull,  des  Sciences  niatliém.,  ?."  série,  t,  Wll.  (.M;ii  1893.)  10 
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si  chacune  des  quantités  £i ,  s^?  ■  ■  -■>  ^u  l>eut  avoir  une  de  toutes 
les  valeurs  (ou  de  quelques-unes)  comprises  entre  les  limites 
données,  et  si  ces  valeurs  ne  sont  pas  toutes  également  pro- 
bables. 

Nous  essayons  de  résoudre  ce  problème  en  admettant  (comme 
on  le  fait  ordinairement)  que  les  valeurs  de  £/  égales  et  de  signes 
contraires  sont  également  probables. 

Si  nous  traitons  £,,  £o,  ...,  s,,  comme  quantités  connues,  il  suf- 
firait pour  obtenir  la  valeur  de  x  de  multiplier  chaque  équation  (i) 
par  un  certain  multiplicateur  )./,  puis  d'ajouter  les  résultats  ainsi 
obtenus,  en  choisissant  les  multiplicateurs  X  de  manière  que  dans 
l'équation  finale  le  coefficient  de  x  se  réduise  à  l'unité  et  ceux  de 
jK,  ^,  . .  •  à  zéro.  Si,  pour  abréger,  on  désigne  par  [X<]  une  somme 
X,  ^<  +  )v2  ^2  +  •  •  •-\-  ^«  t,ii  la  valeur  de  x  sera 

(2)  X=:[Xp]+[Xs], 

les  multiplicateurs  k  étant  déterminés  par  în  équations 

(3)  [X«]  =  i,        [X^>]=o,        |Xc]=o,         

De  même,  en  désignant  par  )/, ,  X,  . . .,  â^^;  a',,  A.,,  . . .,  A 
les  multiplicateurs  qui  satisfont  aux  équations 

[Va]  =  o,         [X'^]  =  i,  [X'c]  =  o, 

(4)  \  [V'a]=o,         [V'b]  =  o,         |X"c]  =  i. 


//  ") 


nous  aurons 

(5)  {   5  =  [X'V]  +  [X"£], 


Si,  au  lieu  des  vraies  valeurs  (2),  (5)  des  inconnues  x,  y^  z.  ..., 
nous  prenons  x,  y^  z,  .  . .  égales  à 

[Xp],    [XV],    [Yvl     ..., 
les  sommes 

[X^j,      [X'E],      [X"e],      ... 

seront  les  erreurs  de  ces  dernières  valeurs  et  le  problème  peut 
être  considéré  comme  résolu,  si  nous  trouvons  les  limites  de  ces 
erreurs.  Il  est  évident  que  d'après  les  données  du  problème  on  ne 
peut  déterminer  que  des  limites  plus  ou  moins  probables. 
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Ces  limites  pouvenl  eire  trouvées  d'aprrs  un  llicorèmc  établi 
par  Tcliébyclief  dans  son  rcmarqiiahlo  Méniolrcî  Des  valeurs 
moyennes  (').  l^>n  ap[)('lant  espérance  mathémaLifjue  d'une 
grandeur  quelconcpu*  la  somme  de  toutes  les  valeurs  qu'elle  est 
suseepllble  de  prendre,  multipliées  par  leurs  [)r()l)al)ililés  res[)ee- 
tives,  M.  Tehébjchef  a  démontré  le  théorème  suivant  : 

Si  Ion  désigne  par  a^  b,  c,  . .  .  les  espérances  malhématirjiies 
des  quantités  œ,  y,  z,  ...  et  par  «,,  />(,  c,,  ...  les  espérances 
mathématiques  de  leurs  carrés  x^,  y-,  c-,  ...,  la  probabilité 
que  la  somme  x  -\- y  ^  z  H-  . . .  est  renfermée  entre  les  limites 

a  -\-  b  -r-  c  -\- .  .  .-\-  ay/ai-h  ^i  -i-  Ci-+-. .  . —  a'^ —  b'^ —  c^—  . .  . 
et 

«2  -i-  6  -h  c  +.  .  . —  a /«!-+- 61  H-  Ci  -h.  . .—  «2 —  i)'i —  Qï  —  _  _ 

sera  toujours  plus  grande  que  i ^j  quel  que  soit  a. 

Si  Ton  pose  dans  ce  théorème  a  =  î-—  et  que  l'on  désigne  par 

K^-  et  K'^-  les  espérances  mathématiques  des  quantités  )./£/  et  \^£f , 
on  obtient  le  résultat  suivant  : 

La  probabilité  que  la  somme  [Xe]  est  renfermée  entre  les  limites 

(6)  [K']  +  ^V[K"]-[K'2]     et     [K']-^v/[K"J-[K'2] 

sera  toujours  plus  grande  que  i ?  quel  que  soit  t. 

Il  nous  reste  donc  à  chercher  les  valeurs  de  ces  espérances  ma- 
thématiques ¥J-  et  K^'. 

Soient  —  ri  et  -|-  rt  les  limites  extrêmes  entre  lesquelles  se  trouve 
renfermée  la  quantité  £/,  et  pi^u  la  probabilité  de  la  coïncidence 
de  Zi  avec  une  quantité  u  renfermée  entre  les  mêmes  limites. 

Comme  les  valeurs  +  w  et  —  u  sont  également  probables,  la 
probabilité  de  la  supposition  £/= —  u  sera  aussi/?/  «.  Conformé- 
ment à  ces  notations,  l'espérance  mathématique  de  la  quantité  X/£j 
sera 


(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  par  J.  Liouville,  1*  série, 
t.  XII,  p.  i-^-j  ;  1867. 


M  G 
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Je  signe  S  s'élendant  à  lotîtes  les  valeurs  de  //  possibles  pour  £/. 
Il  est  évident  que 

k:  =  o, 

])arce  que  dans  la  somme  ^upiu  à  chaque  terme  upi^u  correspond 
un  terme  —  upi^w 

Pour  trouver  l'expression  de  l'espérance  mathématique  K'^' ,  re- 
marquons que  )v^' £/  aura  une  valeur  Xf  u'^  quand  £/  sera  égale  à 
~\- u  ou  à  — u\  la  probabilité  de  chacune  de  ces  suppositions 
étant  la  même  /?/,«,  celle  de  la  supposition  e)-  =:  w^  ou  À^£^^  =  \]  u"^ 
sera  ipi^w  On  a  donc 

K';=  SXJ  iC^').pi^,,^\l'Lu'^-ipi^u. 

où  le  signe  2  s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  u  possibles  pour  s/. 
La  somme  YtU^ipi^u  est  évidemment  l'espérance  mathématique 
Je  t'j\  en  désignant  cette  espérance  par  k"-^  nous  aurons 

Remarquons  que  la  quantité  k]  est  toujours  positive  et  moindre 
que  rj .  En  effet,  en  remplaçant  dans  l'équation 

chaque  valeur  de  w,  en  y  comptant  zéro,  par  la  plus  grande  valeur 
77,  on  aura 

Or,  comme  les  hypothèses  que  nous  venons  de  faire  sur  la 
quantité  £/ sont  les  seules  possibles,  leurs  probabilités  satisferont  à 
l'équation 

et,  par  suite, 

D'où  il  résulte  que  la  quantité  K'^  ne  dépasse  pas  une  certaine 
limite  finie  (^  ). 


(')  D'après  les  équations  (2)  les  multiplicateurs  >v  ne  peuvent  avoir  de  valeurs 
infinies  que  dans  le  cas  où,  parmi  tous  les  déterminants  de  l'ordre  m 


«■ 

«. 

a,     . 

•    «„ 

^, 

^. 

^     . 

•  •  K 

^\ 

<■, 

^•z        • 

(■„ 
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lui  icinpliiranl  dims  h's  expressions  (6)  K^  cl  K'^  j)ar  leurs  va- 
leurs ()  (.'I  )v/ /.",',  nous  ("onc'luous  : 

La  probdhUitr  (/ne  ht  <Uj[]'i'remc.('nLi'C  lavriiLablc  valeur  de 
i inconnue  x  et  |  Ai  |  est  renfermée  entre  les  limites 


I    /— .- 


\s/n[k"l'^\      Cl        -  ^V/4"^'>>l 


/2 

sera  toujouis  plus  grande  que  i >  quelque  soit  t. 

Les /i  nujlti|)licaleurs).  n'étant  assujellis  qu'aux  conditions  (3), 
dont  le  nomhrc  m  est  moindre  que  /i,  nous  pouvons  disposer  de  ces 
multiplicateurs  pour  restreindre  le  plus  possible  Ips  limites  in- 
diquées. Nous  aurons  les  [)lus  étroites  limites  en  choisissant  A,, 
}v2,  ...,  \n  àe  telle  sorte  que  [//A-]  soit  le  minimum  et  que  les 
conditions  (3)  soient  satisfaites. 

Ainsi,    le  choix  le  plus  avantageux  des  multiplicateurs  A  est 

celui  pour  lequel 

\^k"\-  \  =  luiniinuin, 

et,  par  suite,  Ja   valeur  correspondante  [a^'J  <Je  x,  doit  être  re- 
gardée comme  la  plus  avantageuse. 

La  valeur  de  x  ainsi  obtenue  jouit  de  la  propriété  de  ne  ren- 
fermer  que   la   moindre   erreur    possible    pour   une    probabilité 

donnée  i • 

II 

De  même,  en  choisissant  les  systèmes  des  multiplicateurs  //, 
a",  ...  de  telle  sorte  que 

[A'"X'2J  =  minimum,  [k"\"^\  =  minimum, 

et  que  les  conditions  (4)  soient  satisfaites,  les  sommes 

[XVJ,    [)''H,    ... 

seront  les  valeurs  les  plus  avantageuses  des  inconnues  y,  z,  .... 
En  déterminant  d'après  les  conditions  indiquées  les  systèmes 

il  n'y  en  a  pas  un  seul  diiïérent  de  zéro;  mais  alors,  parmi  n  fonctions 

il  n'y   aurait  pas  un  système  des  m  fonctions  indépendantes  entre   elles,  cas   que 
nous  excluons. 
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(les  nuill  iplicatcurs  A,  )/,  A",  . . .  (;l  formant  ensuite  les  m  équations, 
dont  les  solutions  sont  les  plus  avantageuses  valeurs  des  inconnues, 
on  voit  (juc  ces  équations  sont  celles  qui  résultent  de  la  condition 


I  y;     =  minimij 


ITl, 


La  discussion  des  expressions  de  ces  multiplicateurs  les  plus 
avantageux  montre  que  la  valeur  absolue  du  produit  k]\i  ne  sur- 
passe pas  la  fraction  —,  où  L/  est  une  quantité  indépendante  de  n 

et,  par  conséquent, 

T  ? 

//.2X2   ^    ^Jl  . 

En  observant  que  k"-  est  une  quantité  positive,  et  désignant  -tj 
par  /J,  nous  aurons 


,'0  2     ^     *-/ 


n' 


k'ii!< 


et,  par  suite, 


„[rx.]<[^] 


Ainsi  nous  pouvons  affirmer  avec  une  probabilité 


<2 
P>I--, 

n 


que  la  différence  entre  la  véritable  valeur  de  x  et  sa  valeur  la  plus 
avantageuse  ne  surpassera  pas 


V[3 


La  somme     —  h  comme  la  moyenne  arithmétique  des  quantités 

/< ,  4?  -'1  In-)  aura  toujours  une  valeur  finie  quelque  grand  que 
soit  le  nombre  /i,  et  par  conséquent,  en  attribuant  à  t  une  valeur 
suffisamment  grande,  nous  pouvons  rendre  la  valeur  dp 

H/II] 

aussi  petite  que  l'on  voudra.  Or,  comme,  quel  que  soit  /,  Taccrois- 

sèment  du  nombre  //jusqu'à  l'infini  rend  nulle  la  fraction  —,  nous 
concluons  : 
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La  prohdhiliir  (/uc  hi  di  ffcreiicc  en  Lie  ht  vi-rUahlc  valeur 
de  X  et  sa  valeur  la  plus  avanL<t creuse  sera  moindre  cju'une 
(luaiililr  (lonnrc  se  réduit  il.  l' unité,  (juaial  u  devient  infini; 
et,  par  (•()ns(''(|u('iii,  lorsfjuc  le  nondjre  des  cjjualions  (i)  devient 
infini,  les  valeurs  les  plus  avantaf][euses  des  ineannues  devien- 
nent les  plus  pi'()l)(d)les. 

2.  Si  nous  admcUons  (|ii('  les  valeurs  qui  j)cuvenl  elrc  altribuées 
aux  quantités  £,,  £.>,  .  ..  s(î  trouvent  renfermées  entre  les  mêmes 
limites  —  /•  et  +  /•,  et  que  la  probabilité  de  la  supposition  qu'une 
de  ces  quantités  a  une  valeui-  u  est  la  même  pour  chacune  d'elles, 
les  espérances  mathématiques  k\ ,  /r!,,  . . .  seront  égales  entre  elles. 
En  désignant  leur  valeur  commune  par  //,  nous  pouvons  dans  ce 
cas  affirmer,  avec  une  probabilité 

P>i--, 
n 

que  la  différence  entre  la  véritable  valeur  de  x  et  la  somme  \}v^^ 
ne  surpassera  pas 

et,  par  conséquent,  les  sommes 

[X.],     [XV],     [X'V],     ... 

seront  les  plus  avantageuses  valeurs  des  inconnues  x,  y^  z,  ...  si 
[X^]  =  minimum,         [X''2]  =  minimum,         [X"2]  =  minimum,  ..., 

ou,  autrement,  si 

[£2]  =  minimum. 

Cette  dernière  condition  exprime  la  règle  proposée  par  Legendre 
dans  ses  Nouvelles  Méthodes  pour  la  détermination  des  orbites 
des  comètes,  i8o5,  et  par  Gauss  dans  son  Ouvrage  Theoriamotus 
corporum  cœlestium,  1809.  Les  règles  exprimées  par  les  condi- 
tions [).2]  =  minimum,  . . .,  ainsi  que  les  règles  du  numéro  précé- 
dent sont  données  par  Laplace  dans  un  Mémoire  publié  en  181  i, 
qui  a  été  reproduit  dans  sa  Théorie  analytique  des  probabilités, 
181P,. 

En  cas  d'une  seule  inconnue  Xy   les  équations  (i)  seront  de  la 
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forme 

et  (!<•  la  condilioM 

[  £'i  J  =  [(ar  —  p)2  j  =  minimum  ; 

on  conclul  que  la  valeur  la  plus  avantageuse  de  x  sera 

M, 
11 

c'est-à-dire  la  moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs  (^i,  c^2)  •  •  •  • 

H. 

3.  Considérons  maintenant  le  même  problème  pris  dans  la 
forme  qu'il  a  dans  la  théorie  de  la  combinaison  des  observations. 

Supposons  qu'on  détermine  par  observations  une  fonction  li- 
néaire V  des  m  inconnues^,  jk?  -^i  •  •  ••  Soient  aiX-\-  biy  -\-CiZ  -+-... 
la  valeur  exacte  de  cette  fonction  dans  la  /"'"^  observation  et  Vi  la 
valeur  observée;  alors  la  différence 

aiX  4-  biy  +  CiZ^.  . . —  Vi=  zi 

sera  V erreur  véritable  de   cette  observation.    Chaque  observa- 
tion fournit  une  équation  pareille,  dans  laquelle  les  coefficients 
ai,  bi,  Ci,  .  .  .  sont  des  quantités  connues,  données  a  priori. 
Pour  n  observations  nous  aurons  —  n  équations  linéaires 

GiX  H-  bif  -f-  C/  -  -h  .  .  .  —  t^/  =  î/,  «=1,2,3.    .  .  .  ,    /l. 

Comme  nous  l'avons  vu,  les  expressions  des  vraies  valeurs  des 
inconnues  seront  (2),  (5).  Cherchons  leurs  valeurs  les  plus  avan- 
tageuses. 

Cihaque  observation  dépend  des  instruments  dont  on  se  sert  et 
qui  ne  permettent  d'exprimer  la  grandeur  déterminée  parles  obser- 
vations que  dans  certaines  unités;  si,  par  exemple,  on  mesure  un 
angle,  le  résultat  de  la  mesure  peut  être  exprimé,  selon  le  degré 
de  perfection  des  instruments,  par  un  nombre  entier  de  secondes, 
de  dixièn^s  de  seconde,  de  centièmes,  etc. 

Admettons  donc  que  l'observaleur  ne  peut  exprimer  les  résul- 
iats  de  ses  observations  que  par  un    nombre  entier  des  unités  q. 
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Le  résultai  de  la  /'''""  observation  sera  alors  de  la  lorinc 

où  OîCi  csl  un  nombre  (Milier. 

Soil 

aix  -h  bif  -+-  c/  -  H- . . .  -H  ^iq  -\-  o)/ 

la  valeur  exaclc  correspondante  de  la  fonction  v,  où  Db/  est  un 
nombre  entier  et  (o^  une  quantité  dont  la  valeur  absolue  est  moindre 
(jue  </  (').  L'erreur  véritable  d(;  la  /''""^  observation  sera  donc 

c'est-à-dire  toujours  de  la  forme 

où  E/  représente  un  nombre  entier  (positif  ou  négatif)  d'unités  q. 

Ainsi  l'erreur  véritable  e^  peut  être  regardée  comme  la  somme 
des  deux  erreurs  E/  et  w/. 

Nous  appellerons  (o/  V erreur  inévitable  de  la  i'''""^  observation, 
car  cette  erreur  aura  toujours  la  même  valeur  quelles  que  soient 
les  circonstances  dans  lesquelles  la  i'^°'^  observation  a  été  faite.  La 
probabilité  de  cette  erreur  est  toujours  égale  à  l'unité. 

Quant  aux  erreurs  désignées  par  E,  elles  proviennent  ou  de 
causes  constantes,  qui  dans  les  observations  de  même  espèce  dé- 
tournent le  résultat  toujours  dans  le  même  sens;  ou  de  causes 
accidentelles,  qui  n'ont  rien  de  régulier  et  qui  détournent  le 
résultat  tantôt  dans  un  sens,  tantôt  dans  un  autre.  Dans  la  théorie 
de  la  combinaison  des  observations  on  suppose  ordinairement  que 
les  erreurs  de  la  première  catégorie  sont  écartées  :  il  ne  reste  donc 
que  les  erreurs  de  la  seconde  catégorie.  D'après  cela,  les  erreurs  E 
peuvent  être  appelées  erreurs  accidentelles  et  l'on  peut  admettre 
que  pour  chaque  observation  les  valeurs  de  ces  erreurs  égales  et 
de  signes  contraires  sont  également  probables. 

Gela  posé,  remplaçons  dans  l'équation  (2)  les  erreurs  zi  par 
leurs  valeurs  E/-|-  co/,  nous  aurons  alors 

x  =  [Xp]-f-[Xw]-i-[XE]. 


(')  II  est  évident  qu'on   peut  supposer   que    <>u   a    le  nicmc  signe   pour  chaque 
vjileur  de  i,  par  exemple  toujours  posilil". 
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Dans  celle  expression  de  :r,  le  seul  lerme  [aE]  dépend  des  erreurs 
aceidenlelles.  Clierclions  les  limites  probables  entre  lesquelles 
peut  être  renfermée  celte  somme  [^^E]. 

Soit  riq  la  limite  que  ne  peut  surpasser  la  valeur  absolue  de 
l'erreur  accidentelle  E/  de  la  i'^™®  observation,  où  //  est  un  nombre 
positif  et  q  l'unité  indiquée  plus  liaut.  Alors  toutes  les  valeurs 
possibles  pour  E/  seront 

O,      q,      2<7,      ...,      riq, 
—  q,     —xq,      ...,      —rtq. 

En  observant  que  les  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  ont 
des  probabilités  égales,  désignons  par 

les  probabilités  des  suppositions  que  E/  est  égale  à 

o,     <7  ou — g,     2 g  ou  — 2^,      ...,     riq  on  — T^iq. 

Alors  les  espérances  mathématiques  K|  et  K'^'  des  quantités  A/E/ 
et  'kfK'f  seront 

K;-  =  \i  j  q  P,-,i  -+-...  -4-  nqVi^n—  q  P/,i  —  •  •  •—  ''iqPir.  j  =  o. 

où 

(7)  7;/  =  7'^i'/,i+(2^r-2P,-,+...+(/v^)22P,-,,, 

est  l'espérance  mathématique  de  E^^. 
De  la  dernière  équation  l'on  conclut 

yj<\  P/,o+  '2P,M  +  . . .+  .^Pv, j {nqy-. 

Or,  comme  les  hypothèses  que  nous  venons  de  faire  sur  la 
quantité  E/  sont  les  seules  possibles, 

(8)  PM-+-2P/,i-f-...+  2P,>,=  i, 

et  par  suite 

yj<inqy- 

Les  espérances  mathématiques  dos  quantités  X,  E,,  X2E2,  ...  et 
de  leurs  carrés  étant 

k;  =  k;  =...=  0 
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et 

on  peut  (loue,  (d'après  le  llu'îorciiK;  de  Tclichyclief)  affirmer  avec 
une  probabililc 

P  >  I  -  - 

a 

que  la  somme  [^E]  est  renfermée  entre  les  limites 

Par  conséquent  : 

La  probabilité  que  la  différence  entre  la  véritable  valeur 
de  r inconnue  x  et  la  valeur 

[Xp]  +  [Xw] 

est  renfermée  entre  les  limites 

7V/^Û7I^     et      V^TITI^J 


sera  toujours  plus  grande  que  i >  quel  que  soit  t. 

Les  limites  seront  les  plus  étroites  si 

[^"X2]  =  minimum; 
alors  la  valeur 

[Xc^]-f-[Xco] 

sera  la  plus  avantageuse  valeur  de  l'inconnue  x. 

De   même,   en   choisissant  les   multiplicateurs  V,  )/',    ...    de 
sorte  que 

[y"X'^]  =.  minimum,         [7/'^^"'-]  =  minimum, 

les  valeurs 

[XV]  +  [X'co],    [X'V]-+-[X"cu],     .... 

seront  les  plus  avantageuses  valeurs  des  inconnues  y^  z^  .... 
Il  est  aisé  de  voir  que  ces  plus  avantageuses  valeurs  sont  les 
solutions  des  m  équations  qui  résultent  de  la  condition 


(9)  [ 


Y, —     =  minimumj 
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ou,  ce  ([ui  revient  au  même,  de  la  condition 


[|>" 


uiniiiuin. 


On  peut  donner  une  autre  forme  à  cette  condition. 

Remarquons  d'abord  que  Uerreur  inévitable  cl' une  observa- 
tion est  égale  à  l'espérance  mathématique  de  l'eireur  véri- 
table de  cette  observation. 

En  eflet,  en  désignant  par  k'-  l'espérance  mathématique  de  la 
quantité  ti=  E^ -h  (o/,  on  aura 

.  k'i  =  lOi  l'/^o  -^  (  7  -^  f"''  )  ^'/,i  -^  •  •  • 

-H(/V<7  -f- to,)IY,..-4-(— ^  -I- to,)P/,i  +  ...-4-(—  nq  -f-W/)P/,,.,. 

OU  bien 

k'i  =   toi  j  P/,0  -r-  '1  P/,1  4-  .  .  .  +  2  F,-,;..  }  , 

et  par  suite  [voir  8) 

(lo)  k\  =  hii. 

Voyons  maintenant  quelle  sera  l'expression  de  l'espérance  mathé- 
matique de  la  quantité  sj.  En  désignant  cette  espérance  par  k]^ 
on  a 

ou  bien 

>^1  =  w?{P,•,o^■2P,■,  +  ...-^2P,•,•,j-^|72.^p.^  +  ...  +  (^.^)22P,,,  {, 

d'où  l'on  conclut,  en  ayant  égard  aux  relations  (8),  (-),  (lo), 

i  =  ^î  —  yj  =  ki^  -f-  yj 
et,  par  suite, 

yj  =  i<"i  -  ^?- 

En  remplaçant  dans  (9)   co/  par  A^^  et  yJ  par  k"-  —  Â'/,  on  aura 

A'   —  A'  "  J 

D'après  les  suppositions  faites,  la  quantité  k'-  est  celle  que 
Gauss  a  désignée  sous  le  nom  de  partie  constante  de  l'er/eur  ei 
et  la  dernière  condition  exprime  la  règle  donnée  par  Gauss  dans 
son  Ouvrage  :  Tlieoria  combinationis  observationuni  minimis 
erroribns  obnoxiœ,  i8:>.3  (art.  5,  8). 
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Les  rùsiillals  ohlcmis  soioiiL  d'accord  avec  ceux  du  n"  1,  si 
nous  l'omplacoiis  rohscrvalcur  aciuci  par  un  observateur  s(;  scr- 
\aul  triustruiuenls   d'une  perfccLiou    idéale,    pour  lefjuel  l'erreur 


inévitable  est  égale  à  /<''ro, 


II 


4.  Si,  dans  1(^  problème  du  u"  J,  on  n'admet  ])as  Thypothèse 
que  les  erreurs  égales  et  de  signes  contraires  sont  également  pro- 
bables, il  est  aisé  de  voir  (jue  les  valeurs  les  plus  avantageuses 

[Xp]  +  [XA'|,     fX'i.l  +  [X'A-'J,     [X"i.]-H[X"A'J,     ... 

des  inconnues  .r,  JK,  ^,  .  .  .  résulteront  de  la  condition 


=  minimum, 


où  k\  et  k]  sont  les  espérances  mathématiques  des  quantités  £, 
et  £.-. 


SUR  LES  INTÉGRALES  PSEUDO-ELLIPTIQUES  QUI  DÉPENDENT  D'UNE 
RACINE  CUBIQUE  D  UN  POLYNOME  DU  TROISIÈME  DEGRÉ; 

Par  m.  J.  DOLBNIA. 
I.   Proposons-nous  d'étudier  les  propriétés  de  l'intégrale 

A  =  r.        '^ 


\/{cc  —  a){x  —  à){x  —  c  ) 

Nous  exprimerons    d'abord   cette    intégrale   par  des   fonctions 
elliptiques  de  Weierstrass;  pour  cet  effet,  nous  posons 


I 

X  —  a  =  — 

II 


alors 

du 


a){u  —  b'  ) 
I  . ,  I 


a  = 


//  = 


b  —  a  c  —  a 

ou 


,V  =  _  J/.777  p(»-^')("-6')  du 

J  »  \/(u~a')t(u  —  b'f' 
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Posons 

Déterminons  maintenant  la  fonction  u  par  cette  équation  dlfFé- 
rentiellc  (i)  et  j)ar  la  condition  que  u  a  son  infini  pour 

z  =  o. 

Il  est  bien  connu  que  l'équation  (i)  a  une  intégrale  doublement 
périodique  et  monodrome  (').  Si  l'on  pose 

il  est  très  facile  de  prouver  que  /i  ==i  et  o(^)  est  une  quantité  nu- 
mérique constante;  il  nous  reste  à  poser 

u=  Mp'z-^  N. 

En  substituant  à  (i),  nous  aurons 

U^{p"zy  =  (Mp'z  +  N  -  a'y{Mp'z  4-  N  —  b')\ 

De  cette  égalité,  il  découle 

2  2 

27     ,  a'  -h  h' 

u  =^  -^  p  z  -\-  

2  2 


P-  =  \J  4/?  -^ —' 

£  =  l/{u-a'y{a-b'y  =  ^p"z  =  Sip^z, 


donc 


^{u  —  a'){u  —  b')  =  9jD «  ; 
par  conséquent 

2  3/-T71      /^        pzdz 


A=-   -y'a'b 


3"  /       ,  a'-\-b' 

p  z-\ 

27 

Maintenant,  il  faut  réduire  la  fonction  intégrée  à  la  forme  inté- 

(')  C.Jordan,  Cours  d'Analyse,  l.  III,  1887. 


grablc.  Nous  ;niro?is 
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"   J    '— '^ 


') 


En  posani,  j^oiir  abrr^^cr, 


I    3> 


9 


et  en  décomposant  la  fraction 


à  CCS  simples  termes,  nous  obtiendrons 

2      J  \pz  —  IL       pz  —  a/i       pz  —  a^/i/ 
^  a'^y  Çf       I       _^        g^        _^         g        \^^ 
2.3^  j   \/>>;3  —  /^       Z*^  —  ^'^^       P^  —  g2/jy 

a  étant  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'équation 


a** —  I  =  o. 


La  première  intégrale  s'exprime  immédiatement  par  des  loga- 
rithmes, et  nous  aurons 


(2) 


[  A  =—  -log[(/?^  —  h){pz~  oLh)^\pz  —  (x'^h)^] 

\  2.3^^  \p z  —  h       pz  —  y. h       pz  —  g2 A / 


dz. 


Pour  calculer  l'intégrale 

B  =  j^  /     r  H 7-  H ^  1  (^-, 

2 . 3"^   ^   \/? -S  —  h       pz  —  ah       pz  —  a^/i/ 

posons 

h  =pzo. 

D'après  les  formules,  bien  connues,  d'homogénéité 

p{cLZo,  O,  ^3)  =  CCp{Zo,  O,  ^3), 

p'iccZQ,  o,  gz)  =p'{zo,  o,  ^3), 
^(a^o,  o,  ^3)  =  g2s(-o,o,  ^3), 
P{%^Zq,  o,  ^3)  =  aV(^o,  o,  ^3), 
p'{:c^Zo,  o,  ^3)  =p{^o,  o,  ^3), 
^g2^o,  o,  ff3)  =  %^{zo,o,  ^2), 


19.8 

par  conséquent 


pkkmiëhiî:  PAHTii:. 


jjz—jjZq        pz—poLZo        pz  —  /^a-^o 


I      ( 


\[K(z  -  Zo)  ~  ^{z -\-  Zo)\ 


-^a^[i;{z  —  oi.Zo)  —  ^{z^-OLZo)]  -4-  af^Cz  — as^o)  —  "^(z -h  ol'^Zo)][. 
Remarquons  maintenant  que 

/~~       /  a'  -  h'  \  2        a'-\-b' 

Par  cette  raison 

_c^{z-^z^)\\_cf{z-^-ci.ZQ)\     L^(^-+- «■''^o)J    \ 


I!  =  ^log 


donc 


(3) 


y^(^^ 


dx 


a){x  —  b){x  —  c) 


0*5         J  L  '^ z 

Nous  aurons  aussi  évidemment 

dx 


Jvï^ 


a){x  —  à){x  —  c  ) 

^{Z  -h  Z(^) 


^  L-^  ?li±^  1  ""  [,- ^-^=  £ii±^' 1 


■/ 


Si  Zo= — J  c'est-à-dire,  si  ^o  est  une  partie  commensurable 
d'une  période,  les  trois  fonctions 

'-riz 


sr.s 


(^(z  -\-  Z 


o'Cxî  +  aSzo) 


sont  exprimables  rationnellement  par  p  z  et  /?'i;  ;  donc  nous  aurons 
le  théorème  suivant  : 


Théorème.  —  Etant  donné 


''>=  o, 


1  (6  —  C)2 


è'3 


pzo 


3*^  (a  — 6)2(a  —  c)2 
I  i 

9  v^(rt  — 6)(a  — o' 


Mi:i,.\N(iKS.  i7() 

si  Ziï'=  — es/   une   n/iit n-  ('(nmncnsii lahlr  d  (uic  ix'riiulc,   V m- 

r ôx_ 

J   yi^x  —  a){.r  —  h){x  —  c) 

s\'.rf)/fnt('  />ffr  des  1(>l;(II-I  I  liDics. 

Les    (lrii\    cas    (rii»l(''^ral)llil(''    pac    des    logarithiiios    sont    Www 
comiiis. 

I.    Soil   (Ioihk'o  riiitrt;ralc 

à 


Ici  nous  aurons 


rt  =  -  >  b  =  —    - 
P  P 
a'^b' 
=  p  ^0  =  o; 

donc 

^0  =  'j> 
esl  une  denii-p(''riode. 


2.   Soit  donnée  l'intégrale 


/i 


dx 

7 


\/  x'^  -^  a 

ou  ce  qui  est  ég;al,  mais  plus  simple  au  point  de  vue  du  calcul, 

àx 


Ici  nous  avons 


r     àx 


p  -^i)  —  — 
7.7 


Nous  avons  la  formule  de  duplication  de  l'argument 

I    /  p"zoY 
pClZo)  =—-2pzQ-h  -   '   ^  ^ 


4   \p  ^0 
donc 

Bull,  des  Sciences  madieni.,  2"  série,  t.  XMI.  (Mai  i8()3.)  ji 
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donc 

/}(-iZo)  -  pzo, 
par  conscf] lient 

1(7) 

3.    Rcloiirnons  mainlenant  à  la  fornmle  générale  (3) 

d.r 


A  = 


h 


(4)         {  J    V'icc—  a)(x  —  b){2;       c) 

=  — '^SJ[-(-s  +  -3o)][a'(^  +  aso)J'^'fcr(^H-a2-,)]'aj. 

Par  la  réduction  convenable  il  est  facile  d'évaluer  cette  intégrale. 
En  effet,  nous  avons  les  trois  égalités 

I  C(xJ  — /i^o)^[-  —(/>:  + 2)^0 1  r  ,,  ,       T 

i  —     r; j— ^ ^ ^ — ^ =  P\^  —    (  'i'  +  I  )  ^0       —  P  ^0, 

I  o-H-S-i/^^  +  O^oJcrn-o)  ^^  7    OJ  /      0, 

Nommons  encore,  pour  abréger, 

\og\cf(z  —  kzo)[(ï(z—kaLZo)]'''[a'{z  —  koi^Zo)]^\  =  S/,, 
^og^^[p{z  —  /(Zo)—pzo] 

X  [p{z  —  kaz,)-pcLZo]'''[p{z  —  /.cc'-Zo)-p^x'^Zo]^\  =  Pa-, 

où  /r  est  un  nombre  entier,   positif  ou  négatif.  Des  égalités  (5), 
nous  aurons  évidemment 

Par  conséquent 

—  A  +  S,  —  2S0  -.  Po, 

S,+  S3  —  2S2  =  Pj. 

S, -h  Sv  —  2  S,  =  P3, 

S.3+        s,        -    -iS,     =:P,, 


^  //(  —  1  ~t~   ^  /Il  +- 1  '        '-^  ^  /«  —    '    /;/  . 

So=  log[(a'G)(a'j)^^(^^)a]  =  o. 


(')  Kn  négligeant  toujours  la  quanlilc  ronslante. 
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l'ii 


En  iimlli|)Iianl  c<;s  «'(jualions  rcsp(;(;llv(Miicnl  par  i,  — i,  — 2, 
—  ^^,  ...,  — {ni  —  1),  puis  cil  ajoulanl  les  rr'sullals,  rions  oh- 
tiendrons 

=  ''0—  1*2—  •>>.  1*3  — . ..—  (  m.—  i)l',„-i-  (m  —  i)S,„^.,  —  '}.( m  —  i)S„„ 
Posons  niainlcnant 


9,  f» 


m 


alors 

S,.  =  I 


ou 


X[:f(z   -ocZo-9.%Oy)]^'-[^(z  —  Oi^Z,—  '27^0y)]^i   =  S,, 

S,„+i=Po-logi[a'(5  +  ^o)][3'(^-i-aco)]-^'[3'(i;-i-a2^o)]'''j. 
Par  conséquent 


—  A  =  -[Po-Pa-aPs— ...— (m-2)P„,_,  — (//?-i)P,„+(m-i)Po], 
En  remarquant  que 

Pm=  \0g\[p{z  —  2(7))  —p  Z^)] 

X[p{z  —  -icco))  —  pazo]'''[piz  —  2CL''-o^)  —  px'^z^]^'^  =  Po, 

nous  aurons  défînitiv^ement 


f 


(I) 


\/{x  —  a){x  —  i>){x  —  c) 


X  [p(z  —  icc^ zo)  - py.'- Zo]'^\^-r 


1  =  0 


De  cette  formule  générale  on  peut  obtenir,  avec  une  grande 
facilité,  la  forme  définitive  des  exemples  classiques  (n"  2).  En 
remarquant  que 


I  3 


nous  aurons 


j)  z  =  ~\^{u— a' ){u  —  b' )  (•»"!), 


à      3  7 r: r— 

p  z  = \  [x  —  a){  X  —  o  ){  X  —  r). 

X  —  n 
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Par  conséquent 


f 


sj  x'^  —px 
= Iog[(^  —  ')Jx^  — px){x  —  'X\/'x^  —  px)     \x  —  a-  \J x"^  —  P^)\' 

Nous  avons  aussi 
r      dx 

J     '\J  x'^  —  px 

— log[(,:r^  —  yx'^  —  p)\ x'^  —  oL^/x-  —  p )     ^^x'^ — %^\J x^  —  p)    J. 


'1 
Posons 


3    J- 

x"^  =  z^,         dx  =  -  z"^  dz, 
1 


alors 


J    '\Jz^  —  p  ^ 

4.  La  question  sur  laquelle  nous  voulons  attirer  l'attention  est 
la  suivante  :  chercher  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
d'après  lesquelles  il  est  possible  de  choisir  la  quantité  indéter- 
minée H  de  telle  sorte  que  l'intégrale 

(  .r  +  l{)dx 


J    V{x  —  ay-{x 


—  b)^{x  —  cy^ 

ne  s'exprime  que  par  des  logarithmes.  Cette  question  présente 
une  analogie  évidente  avec  le  problème  connu  de  M.  Tchébjcheff 
concernant  l'intégration  des  différentielles 


/ 


(x-\-U)dx 


^x'*  -h  aix^-i-  a^x^-^  a^x  -h  ai^ 


En  exprimant  l'intégrale  B  par  des  fonctions  elliptiques,  nous 
aurons  évidemment 


H)z-Va'-'b'-2    r 


27      ,  a  -r-  h 

—  p  z  ^ 

2  2 


(')  Bulletin  de  l'Académie  impériale  des  Sciences   de   Saint-Pétersbourg, 
t.  III;  \^Cu .  Journal  de  Mathématiques,  18(1 1. 
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ou 


/ 


(X  ■+■  iï)()j' 


—   -  lo-  [(  /)Z  —  />Zn)(pZ  --  p7.Z^,Y^{  l)Z-     />  7.  "^  «,,)'■**  ] 


011  bien 


(6) 


/ 


(.r  -H  II  )â.r 


-iiz  —  ac,,) 


a5„ 


■:i{z  —  rL'^z,,\Y\  ^ 


f 


Vice  —  a)^{x  —  by^{x  —  c)^ 

—  Iogi[3'(5-hZo)][3'(2  +  a2o)]-^[3'(z-ha'îzo)]'^'|. 
11  est  clair  que  nous  avons  encore 

(x  -\-U)dx 
\/{x  —  ay^{x  —  b  f{x —  c)'^ 


=  [3^20)- 


—  —  lo"rj 
711      ®( 


3^_5/a'26'2(a-+- 


m 


2  ri 


..,]. 


~  nr^  ^(^  "^  -^o) 


X 


2  a-  r. 


za'(z-ocz,) 

(ÏZ 


zxn 


'(z^ol'^Zo) 


(j  z 


En  choisissant  H  sous  la  condition 


3^(5,)  _  s^Zi  _  lla"'b'^{a  +  H)  =  o, 
m 

nous  exprimerons  notre  intégrale  par  des  logarithmes.  Donc  nous 
aurons  le  théorème  suivant  : 


Théorème.  —  Étant  donné 


gi  =  o,  ^^3  =  — 


r  (b  —  cy- 


36  («  —  by^a  —  cyi 


P^^=  ô  3 


9  {/(a  — 6)(rt  — c) 
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si  z-i)  est  une  ptirLie  commensurahle  (V une  période,  t' intégrale 

{x  -\-  W)dx 


I 


'{/\x  —  a)'^{x  —  b)-^{x  —  cY 


sUix prune  par  des  logai'ltknies ;  l' Indéterminée  11  étant  ckolsle 
sous  la  condition 


(7) 


'iUz,)  —  3  ^'^  —  V  ^'2^'2  (a  4-  II)  =  o. 
m 


5.   Avant  do  passer  an  cas  général,  considérons  les  deux,  inlé- 
gi'ales  classiques. 
1°   Posons 

^ii  =   *'')  ^(^o)  =   '^  i 


alors  la  forninle  (G)  donne 
et  comme 


p'  Zo  =  p'm 


II  =  — a, 

a'-i-b' 


o. 


lions  aurons 


b  -^  c 


a  =  - 


Cetle  condition  étant  remplie,  l'intégrale 

{x  —  a)  dx 


r  (x 

J    'i/[x  —  ay'i 


■{x  —  by-{x  —  c)2 

s'exprime  par  des  logarithmes,  et  nous  avons 

(x  —  a)dx 


h 


''{/(x  —  ay-{.r  —  b  )H.r  —  c  y^ 


—  —  -\o'^[(pz  —  />z,){  pz  ~  p:iz^)^(pz—py.-^z^)^'-]. 


u"   (Considérons  l'intéirrale 


*(./--+-  in  dr 


/i 


|)nns  ce  cas 


,  I      v^.r3  —  I  )  î 


—  - 1 


,  /  ■>.  fî)  \  1  .  /  ■».  f')  \ 


Si  *^ 


Mr-:iw\N(JliS. 


i!) 


[)v  la  loi'imilc 
il  d(''(U)iilo 

ou 


i.  />  a 


4(5 


^T    =^^Ths^^ 


'>•'"  \  I   .'l/r 


3^ 


2  0) 


•2^  =    2  V^^- 


La  foriniile  (6)  donne 
par  conséquent  l'intéj^rale 


II  =  o 


X  dx 


s'exprime  par  des  logarithmes. 
Il  est  facile  de  constater  que 


/( 


X  dx 


{/(^3_r)2       3 


=  —  -  log[(a7 —  'sjx'^ —  \){x —  a  yx'^ —  i)"^ {x  —  i"^]/ x^ —  O^"]- 


6.  Évaluons  maintenant  l'intégrale 


il 


{x  -\-\\)  dx 


y{x  —  a)'^{x  —  by^{x  —  c)2 

dans  tous  les  cas  possibles.  D'après  la  formule  (5)  il  faut  calculer 
la  fonction 

log  { [a'(^  +  ^o)Jf  ^(-  +  oiZo)M:f{z  -h  ol^Zo)]^'-[. 
Posons,  pour  abréger, 

log  \[p{^—  kzo)—pzo] 

X[p(z  —  /^cczo)  —  poLZo]^[  p{z  —  koL^-Zo)  —  p^-^Zo]^'[  =  P;,. 

Alors  nous  obtiendrons,  évidemment, 

=  Po—  P'a  — 2?;  — ...  — (m  — i)  r'„i  +  (m  — i)s;,,^,  — ms;„. 


En  posant 


2'.) 

ni 
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nous  aurons 


S;„,.,=  — Gr^H-  P;— logj[^(2-+-^o)J[:^(-5H-aZo)]^f3'(cH-a2^o)]'^'j; 


donc 


donc 


f 


(x  -h  l{)dx 


/{ce  —  ay(x  —  b)^{x  —  c  y^ 
+  ^  [V,  +  '2P'3  +. .  .  +  (m  -  2)  P',„_,  -  P'o]. 


Enfin 

(x  —  II)  àx 


/ = //i — 1 


X[piz  -ta2zo)  — /?a2^o]^'!'-^ 


z  =0 


7.   La  môme    méthode    est    applicable  aux  intégrales  pseudo- 
elliptiques d'Abei.  Ces  intégrales  sont  de  la  forme  suivante 


/ 


(x  -hH)âx 


v/a7^-+-  aix^-+-  a^x'^-h  a^x  -\-  a;. 


J'ai  publié  sur  ce  sujet  un  Mémoire  inséré  dans  le  Joiu^nal  de 
Mathématiques,  l\^  série,  t.  VI;  1890.  Dans  ce  Mémoire  je  donne 
la  formule 


(8) 


ç         < 


{x  -\-  \\)dx 


a^x^-^-  «3^  H-  «J 


Mais  j'avais  fait  l'évaluation  de  cette  intégrale  après  le  principe 
de  M.  TcJiébycheff.  Cette  méthode  n'est  pas  pratique,  parce  que 
les  résultats  définitifs  ne  dépendent  pas  d'un  seul  radical  fonda- 
mental 

R  —  \Jx'*  -\-  <^r,.r-^-h  (îoX-  -\-  a^x  -h  (/^ , 
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mais  d'une  siTit*  d  autres  radicaux  (|ui  soûl  (dilcuus  de  loulc  une 
suite  de  transformai  ions  successives.  Ici  j'ai  riulcntion  de  réduire 
la  lortnule  (8)  à  la  loiiuc  analogue  à  ccll(;s  des  ii  muk'mos  précédents. 
Mil  posant 

lo«; =  bi,         U)'^\/}(u-    iv)—pv\  ^  ï\-, 


nous  aurons 


Par  conséquent 


log ——'  =  — S,-+-Po, 

^  Il 

Si -h    S3    —  9.S2  =  P2, 

o  2  -+-      ^  4     —  '2  o  3   ^^   1  3 , 
* ) 


log =  Po—  Po— 2P3  — .  .  .  — (m  — i)P„i-i-(//i— i)S,,i4-i  — mS,„, 

(j  u 


Si  l'on  pose 


2W 

m 


nous  aurons  définitivement 

(  ^  +  H  )  (^37 


y  \/ ^'^  "^  <^i  ^^ 


73  -f-  «2  ^'^  -+-  a^x  -h  ai, 

(III)  j  i=:7«-l 


loK    II    [/9(t<  —  iV)—/?ç^  ]'■-», 


'» 


m 

i  =  0 


H  étant  une  quantité  indéterminée. 

Exemple.  —  Proposons-nous  d'évaluer  l'intégrale  (*  ) 


h 


\/x'*  -+-  ■ix^-+-  ^X  -h  l 
D'après  les  formules  connues  d'inversion  (-),  nous  aurons 


4  _       ^9 


(')  Abel,  t.  I,  p.  i-ja;  1881. 

(^)  Halphen,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  t.  I,  p.  120;  1886. 


i38  PREMltlUi:   PAKTIE. 

en  outre,  il  esL  facile  cl(.'  j)r()iiver  que 


V   =: 


y 


(Je  nicnic 


p{a^v) — pv  =    -  (.r2-hi  —  W). 
pu — pv  =    -   {x^-~-\-\- K). 


L'intégrale  s'exprime  par  la  formule  suivante 

{x  -\-  H  )  dx 


J   H 


—  loi 


[p{u  —  o^v)  —  pv\\ p{u  -^  o.v)  — pvY[p(u  -\-  v)  — pvY 


pu  — pv 

D'après  la  formule  d'addition  nous  aurons 

x'*  —  x^  -\-  X'  -^  X  -^  X i X  —  1  )  R 


p{u  —  iv)  —  pv 

p{u  -+-  Q-V)  — pi^ 

Par  conséquent 

,    r(x  -+-U)dx 

V   K •  =  -  '°^' 


X 


x'*^  -j.x  -i-  i  -+-  {X-  —  1  )  1{ 
x^  -h  9.  a:  -+-  1  H-  K 


X  -r-  I 


X' 


(.r2-4-  2X4-1+  R)' 


=  —  10 


Et  comme 


°(X-+-l)(x2+l-i-  R)2(a72-hl-+-  R)2  • 

x'^{x  -h  \) 

^'  (^-^-H-  R)2(X2^1+  R)2  * 


(372  +  [  +  R  )(  372  _a_  I  _  B  )  ^  _  4  ^.^ 


nous  aurons  définitivement 

(x^U)()x 


'j 


^X''  -h  2 x'  -H  4  .'^  -r-  I 


lOiJ 


(■r2_i-^R)(:r2^i_a_a) 

(x2— I—  R)(^2-i-,_R") 
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COMPTAS  in:M)i]s  i:t  analyses. 

CAVLi;V   (A.),   Sn.    I).    F.    IL   S.—  Tiii:   coli.kcti:!)  iM vriiicMAricAi,  P\i'i:ns 
('AMmui)(;i':  Umvkhsitv   Piw:ss.   Vol.  I  ;'i  V.  Iii-Î";    iHHy-gv.. 

Dans  (II)  arhol(^  public  an  JourndI  des  Sav^n/s,  il  v  a  iirn; 
ving^taine  d'années,  M.  Joscpli  l^ciirand,  ai)alj.sanL  iiii  Jj'vro  de 
M.  de  la  Gournerie  *S';//'  /es  surfaces  réglées  iélraédr aies  symé- 
triques, était  conduit  à  parler  de  quelques  Notes,  trop  eourles  an 
gré  du  lecteur,  que  M.  Caylej  avail  bien  voulu  ajouter  à  la  suite 
de  cet  Ouvrat^e  et,  à  cette  occasion,  il  n'hésitait  ])as  à  placer  le 
nom  du  Géomètre  anglais  à  côté  du  grand  nom  d'Euler.  Comme 
Euler,  en  effet,  M.  Gajley  brille  par  une  puissance  et  une  sûreté 
de  calcul  véritablement  extraordinaires.  Gomme  lui  aussi,  il  a 
étudié  et  lait  progresser  toutes  les  parties  des  Mathématiques, 
depuis  la  théorie  des  nombres  dans  ses  branches  les  plus  élevées 
jusqu'à  l'Astronomie  dans  ses  parties  les  plus  difficiles.  Gomme 
Euler  encore,  M.  Gayle^  ne  paraît  dédaigner  aucun  sujet,  et  on  le 
verra  traiter  volontiers,  on  sait  avec  quelle  supériorité,  tel  pro- 
blème que  d'autres,  moins  habiles,  croiraient  réservé  aux  seuls 
débutants.  S'il  eût  été  notre  compatriote,  il  aurait  pris  plaisir  à  pré- 
parer chaque  année  une  belle  question  aux  concurrents  de  notre 
Concours  général  et  à  la  résoudre  de  son  côté  par  les  moyens  les 
plus  élégants  et  les  plus  ingénieux.  On  lui  doit  certainement 
l'introduction  d'une  foule  de  vues  originales,  de  théories  fécondes, 
qui  se  développeront  de  plus  en  plus;  mais  il  faut  aussi  louer  et 
admirer  en  lui  le  bon  accueil  qu'il  a  su  toujours  réserver  aux  idées 
nouvelles  quand  elles  venaient  des  autres  géomètres,  la  sympathie, 
l'ardeur  avec  laquelle  il  leur  a  prêté  son  puissant  concours,  pour 
les  compléter,  les  développer  ou  les  faire  triompher.  Gette  carrière 
si  remplie,  de  plus  de  cinquante  ans,  dans  laquelle  M.  Cavlej  n'a 
cessé  de  penser  et  d'écrire,  nous  inspire  encore  une  autre  réflexion. 
On  classe  souvent  les  mathématiciens  d'après  leurs  aptitudes; 
aujourd'hui  il  arrive  souvent  qu'on  veut  les  diviser  en  géomètres 
et  en  analystes.  M.  Gayley  n'est  ni  un  géomètre,  ni  un  analyste 
pur  :  il  est  l'un  et  l'autre  à  la  fois.  H  goûte  les  écrits  de  Poncelet 
et  de  Ghasles,  comme  ceux  de  Lejeune-Dirichlet  et  de  Jacobi. 
Bull,  des  Sciences  tnalkéin.,  2"  série,  t.  W'II.  (.Juin  189J.)  12 
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CliacLiii  des  ciiHj  Volumes  que  nous  avons  la  bonne  iorlune  de 
présenler  aujourd'hui  à  nos  lecteurs  conlient  de  nombreux  Mé- 
moires d'Analyse  et  de  nombreux  Mémoires  de  Géométrie.  I^ien 
plus,  toutes  les  branches  de  l'Analyse,  toutes  celles  de  la  Géométrie 
y  sont  successivement  représentées.  M.  Cajlej  en  a  créé  quelques- 
unes  et  il  a  marqué  sa  trace  dans  les  autres. 

Grâce  à  la  nouvelle  publication,  les  travailleurs,  qui  devaient 
s'adresser  à  tant  de  Recueils  ])eu  répandus,  qui  recherchaient 
avec  tant  d'empressement  de  rares  tirages  à  part,  ne  seront  plus 
embarrassés  pour  lire  les  écrits  de  M.  Cayley.  Rien  ne  peut  être 
plus  utile  au  développement  d'un  jeune  géomètre  que  l'étude  de 
ces  productions,  si  variées  et  par  le  sujet  et  par  la  méthode,  dont 
la  lecture  est  facile,  où  rien  n'est  laissé  dans  l'ombre,  pas  même 
les  sujets  de  nouveaux  travaux  et  les  points  à  approfondir.  Dans 
ces  cinq  Volumes,  publiés  en  un  court  espace  de  quatre  ans,  on 
trouvera  les  travaux  les  plus  importants  et  les  plus  rares,  ceux 
qui  sont  publiés  dans  les  Recueils  les  moins  accessibles,  les 
Méjnoires  sur  les  Quantics,  par  exemple.  Mais  il  reste  encore 
fort  à  faire.  Ils  ne  contiennent  que  trois  cent  vingt-trois  Mémoires, 
publiés  de  i84i  à  186G;  et  déjà  en  i883,  si  nous  nous  en  rappor- 
tons au  Catalogue  de  la  Société  royale,  M.  Cajiej  en  avait  fait 
paraître  plus  de  sept  cent  vingt.  Et  il  faut  remarquer  qu'il  ne 
s'arrête  nullement.  Cette  semaine  encore  nous  avions  une  Note 
nouvelle  dans  nos  Comptes  rendus.  Puissions-nous  les  uns  et  les 
autres  voir  celte  précieuse  publication  continuée  avec  l'entrain 
qui  a  présidé  à  ses  débuts!  G.  D. 


II.  POINCARÉ,  Membre  de  rinstilut.  —  Leçons  sur  l\  théorie  de  l'Élas- 
ticité, rédigées  par  MM.  Emile  Borel  et  Jules  Drach.  élèves  à  l'Éfoie 
Normale  supérieure.  '->.0tS  pages.  Paris,  G.  Carré,  édlLcur,  1892. 

Les  leçons  réunies  dans  ce  Volume  portent  sur  les  principes  de 
la  théorie  de  l'élasticité,  et  un  petit  nombre  de  problèmes  parti- 
culiers choisis  pour  bien  illustrer  ces  principes,  sans  nulle  pré- 
tention encvclopédicjue. 

Le  premier  Chapitre  conlienl  une  élude  cinémali(|ue  desdéfor- 
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iii;i lions,  (Il lai ;il  unis,  ^lisseinciil  sel  rolal  kmi  iiion  cfinc  ;  la  rcclierclic 
tics  |)()1  \  iH'>in('s  isolropcs  ;  imc  (l(''l()iina  I  ion  csl  (h'Iimt;  coiniiic 
(raiiSN crsalc  (|iiaii(l  la  d  ilalal  ion  (miI)I(|ii(>  csI  nulle,  cl  lon^iliidi- 
iialc  (|  iiand  la  rolalion  nio\(Min(>  (;sl  nulle.  lOitU;  (h'-foiniallon  est 
la  sn|)er|)()sil  ion  (TniK^  délbriiialion  loni;i[  iid  i  nale  <•!  d'iine  dcUor- 
inalion  Iransvcrsalc.  JJans  le  second  Clia[)ili(;,  soni  (';Uidic(,'S  les 
forces  ('dasli(|nes,  inl('rienres,  superficielles  cl  ext(*ii(;nies  sous  la 
réserve  de  rexisicnce  d'une  fonction  des  forces,  fonction  de 
toutes  les  distances  moléculaires.  M.  Poincaré  réserve  le  nom  de 
forces  centrales  au  cas  oh  la  loi  d'action  mutuelle  de  deux  molé- 
cules n'est  pas  modifiée  ])ar  la  présence  des  autres,  et  on  la  ïonv.- 
tion  des  forces  pour  les  molécules  réunies  est  la  somme  des  fonc- 
tions des  forces  des  molécules  prises  deux  à  deux.  A  vrai  dire, 
lors(pie  la  fonction  des  forces  ne  dépend  que  des  dislances  mu- 
tuelles, toutes  les  forces  sont  dirigées  suivant  les  droites  qui 
joignent  les  molécules  deux  à  deux,  et  peuvent  paraître  centrales; 
mais  puisque  l'action  suivant  une  droite  de  jonction  de  deux  mo- 
lécules contient  des  termes  qui  proviennent  de  la  présence  des 
autres  molécules,  il  est  très  naturel  de  ne  pas  regarder  alors  la 
dénomination  de  centrales  comme  directement  applicable  à  ces 
forces.  Après  avoir  bien  mis  en  évidence  le  rôle  des  liaisons, 
M.  Poincaré  énumère  en  détail  les  coefficients  indépendants  qui 
subsistent  dans  les  différentes  hypothèses  sur  les  forces  intérieures 
et  les  pressions  superficielles.  Puis  il  arrive  aux  équations  de 
l'équilibre  établies  en  partant  du  principe  des  vitesses  virtuelles, 
avec  ou  sans  liaisons,  et  au  point  de  vue  purement  mécanique, 
au  point  de  vue  thermod^'namique,  et  enfin  par  l'emploi  du 
parallélépipède  et  du  trièdre  de  Gauchy.  11  fait  de  la  définition 
ordinairement  adoptée  par  les  physiciens  pour  les  pressions  une 
critique  (p.  72)  qui  s'applique  tout  aussi  bien  à  toutes  celles  des 
mathématiciens;  car  ce  sont  les  expériences  des  physiciens  qui 
seules  permettent  de  dire  ce  (ju'on  doit  entendre  par  une  surface 
de  séparation  assez  peu  courbe  pour  être  traitée  légitimement 
comme  plane,  et  il  n'est  possible  de  répondre  à  la  même  critique, 
et  d'une  manière  vague  d'ailleurs,  adressée  aux  définitions  de 
Lamé,  Navier,  ou  Saint-Venant,  qu'en  adoptant  les  mêmes  ré- 
serves, à  savoir  qu'on  considère  des  déformations  sensiblement 
uniformes  dans  une  étendue;   assez   grande.    Seulement  le    plivsi- 
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cieii    pciil    ajoiilcr   cjiic   riiiiifoiMnilc''  de  (Irloniialion .    an    iiiilliriiic 
prrs,  dans  iii)  iiiilliardiôine  (i  o   '■*')  dit  nnlliin/'trfj  cube,  paraît  <iil(i- 
sante,  d'après  les  expériences  de  capillarité  de  Qnincke,  [x^nr  (jm- 
Ja  théorie  soit  d'accord  avec  les  mesures  les  plus  d<''lieal('s,  (juand 
le   corps  solide   ('ludu'   n'csl    m    uti   eouf^lomérat,    ni    une    niaclc. 
M.  Poincaré  insiste  ensuite  sur  le  cas  de  l'écpiilibre  contraint,  pai 
application  de  forces  extérieures,  et  montre  comment  l'introduction 
dans  la  fonction  des  forces  d'un   terme  qui  dépend  du  carré  de  la 
rotation    moyenne   laisse    néanmoins    subsister    la    propriété    drs 
pressions  de  ne  pas  donner  de  couple  sur  un  élément  de  volume. 
Les  plus  importants  Chapitres  sont  ceux  qui  se  rapportent  aux 
petits  mouvements  en  j^énéral  (V)  et  dans  quelques  cas  particu- 
liers (  Vl).   [>,'auteur  montre  (ju'uu   corps  limité   ne  peut  émettre 
que  des  sons  de  périodes  fixes,  sans   Cju'il  puisse  y   en   avoir  qui 
varient  d'une  manif're  continue  dans  un  intervalle  si  petit  qu'il  soit 
(p.   io2-io3).  Sa  démonstration  toutefois  laisse  encore  un  peu  à 
désirer;  elle  n'établit  pas  sans  explication  complémentaire,  dans 
les  cas  noinbreux  où  la  forme  du   corps  donne  même  période  à 
deux  ou    plusieurs  mouvements   distincts  (cube  isotrope,   mem- 
brane ou  plaque  carrée;  parallélépipède  isotrope   dont  les  côtés 
sont  commensurables),  l'impossibilité  de  vibrations  dont  la  période 
soit  infiniment  voisine  de   la  période  commune  à  ces  deux  modes 
vibratoires.  En  appelant  ç,  r, ,  Ç  l'amplilude  du  déplacement  d'un 
point  du  corps  dans  un  mouvement  simple  et  stationnaire,  lorsque 
le  corps  n'est  soumis  à  aucune  force  superficielle,  ou  a  des  parois 
fixes,  l'intégrale ///(i,  q-2  +  '^11'^, 2 -4-  Si  "C^  ) dx  dy  dz  étendue  h  tout 
le  volume  est   nulle  pour  deux    mouvements    de    périodes   diflé- 
rentes  i.p,.  J^orsqu'on  se  donne  la  moyenne  du  carré  des  ampli- 
tudes f  ff  {^'^^  -\- 'fi''\ -{-"C'])  dx  dy  dzy  la  fonction  des  forces  inté- 
rieures —  toujours  négative  —  a  un  maximum  qui  fait  connaître 
la  première  période  simple.  Elle  a  un  second  maximum,  quand  on 
ajoute  la  condition  que  le  mouvement  simple  soit  distinct  de  celui 
qu'on  vient  de  trouver,  et  ainsi  de  suite.  Si  le  corps  était  continu, 
on  obtiendrait  ainsi  une  suite  indéfiniment  piolongée  de  mouve- 
ments simples  distincts,  de  périodes  indéfiniment  décroissantes. 
11  n'est  pas  inutile  d'ajouter  cpTau   point  de  vue  physique  les  très 
courtes  périodes  ne  répondent  plus  à  rien,  la  continuité  qui  est 
impliquée  dans  les  équations  étant  inexacte. 


.Mi:i.  an(;hs.  ri^ 

Les  exoninles  ^oiil  peu  noinhrciix.  inalîs  clioisis  siiilonl  poiif 
nioiihci-  comiiicMl  lo  (oiidil  ioii^^  ;i  la  siiiïacc  cinixlclienL  (:lia(jiin 
vlhralion  simple  (Trlic  cxclusivciiiciil  Iransvcrsalc  ou  oxcliisive- 
riKMil  l()ng;ilii(linal(',  coiniiu;  semblait  le  croirf  Lamé.  (Quelques 
payes  inléressaiilcs  hailciil  du  ravonnemrul  de  la  foicc;  vive  éias- 
iKpie  dans  Tair. 

Le  JJvn;  se  Uîrinine  par  un  Chapitre  sur  le  classi(jne  |)rol}lème  de 
Sainl-Venant,  el  un  autre  sur  le  problème  de  l'élastique,  dans 
lequel  un  mode  de  démonstration  géométrique  simple  montre 
clairement  l'identité  analytique,  —  établie  par  Kirchliod",  —  de 
ce  problème  et  de  celui  de  la  rotation  d'un  solide  pesant  aulour 
d'un  point  fixe.  Marcki.   Buili.oui.n. 


MÉLANGES. 


L'ASTRONOMIE  AUX  INDES  ORIENTALES; 

Pau  m.  Léon  DELBOS, 
Professeur  à  l'Ecole  navale  anglaise. 


L 

Quelque  chose  que  l'on  ait  pu  dire  ou  écrire,  soit  à  la  louange, 
soit  au  détriment  des  Sciences  indiennes,  il  est  un  fait  certain, 
c'est  qu'on  en  a  dit  et  trop  de  bien  et  trop  de  mal.  Comme  tou- 
jours, la  vérité  est  fort  éloignée  des  deux  extrêmes.  Nous  ne  dirons 
pas  à  nos  lecteurs  que  nous  allons  leur  mettre  sous  les  jeux  une 
Science  astronomique  qui  est  l'égale  de  celle  que  nous  connaissons, 
en  Europe,  mais  nous  ne  leur  dirons  pas  non  plus  que  l'Astro- 
nomie des  Hindous  n'est,  comme  on  l'a  dit  trop  souvent,  qu'un 
ramassis  d'absurdités  et  de  niaiseries  indignes  d'occuper  un  homme 
sérieux  et  se  rapportant  toutes  à  l'Astrologie.  Ceux  qui  parlent 
ainsi  sont  aussi  loin  de  la  vérité  que  ceux  qui  voudraient  nous 
faire  croire  que  l'Astronomie  indienne  est  à  la  hauteur  de  la  nôtre. 

Souvenons-nous  aussi  que  >i  l'Astronomie  de  tous  les  peuples 
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(le  l'.'niliqiiilé  se  borne  siirloiil  à  la  connaissance  des  horoscopes, 
il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  les  astronomes  d'autrefois  en  étaient 
arrivés  à  posséder  des  connaissances  astronomiques  d  une  valeur 
réelle.  Cela  étant,  nous  aurions  donc  grand  tort  de  mépriser  leurs 
découvertes,  puisqu'elles  contiennent  au  moins  le  germe  de  vérités 
incontrovertibles  et  qu'elles  ont  frayé  la  voie  qui  nous  a  conduits 
aux  découvertes  dont  nous  sommes  si  justement  orgueilleux 
aujourd'hui. 

En  un  mot,  l'Astrologie  des  anciens  esl  à  l'Astronomie  moderne 
ce  qu'a  été  l'Alchimie  du  passé  à  la  Chimie  actuelle,  et  de  même 
que  l'on  a  reconnu  que  l'Alchimie  a  été  la  mère  de  la  Chimie,  de 
même  il  nous  faut  reconnaître  que  l'Astrologie  des  siècles  passés 
nous  a  donné  l'Astronomie  du  xix^  siècle. 

Nos  lecteurs  verront,  dans  le  cours  de  ce  Mémoire,  que  nous 
n'exagérons  nullement.  D'ailleurs  nous  laisserons  parler  les  faits, 
qui  seront  plus  éloquents  que  tout  ce  que  nous  pourrions  dire. 
Tout  ce  qui  va  suivre  est  tiré,  de  première  main,  d'Ouvrages  indiens 
dont  l'authenticité  ne  saurait  former  l'objet  d'un  doute.  Nous  nous 
sommes  constamment  appuyés  sur  des  textes  et  surtout  sur  deux 
Ouvrages  sanskrits  bien  connus  aux  Indes,  le  Surya  SiddJiânta 
et  le  Siddhdnta  Siromani.  Ce  sont  les  deux  principaux  Traités 
astronomiques,  Traités  qui  sont  familiers  à  tous  les  Hindous  dont 
l'éducation  a  été  soignée. 

Je  me  sers  à  dessein  du  mot  Traité,  parce  que  les  Ouvrages 
nommés  plus  haut  sont  bel  et  bien  de  véritables  Traités  où  les 
descriptions  poétiques  sont  rares  et  où  la  vraie  Science  abonde. 

L'Inde  possède  ^\ns\e\\vs  S iddhântas ,  ou  Traités  astronomiques, 
mais  le  plus  important,  le  plus  curieux  et  en  même  temps  le  plus 
ancien  est  le  Siddliânta  Siromani,  qui  esl  un  Traité  d'Astronomie 
géographique  dû  au  célèbre  Bhâskara  dont  nous  avons  déjà  parlé 
à  l'occasion  d'un  Mémoire  sur  Les  Mathématiques  aux  Indes 
orientales  (').  A  la  fin  de  ce  Traité  d'Astronomie  Bhâskara  écrit 
ces  paroles  qui  se  rapportent  à  lui  et  qui  nous  fournissent  l'époque 
de  la  composition  de  ce  Livre  :  «  Moi,  Bhâskara,  né  en  l'an  ro36 
de  Sâlvâhana,  ai  composé  ce  Traité  d'Astronomie  dans  ma  ircnle- 


('  )  Bulletin  des  Sciences  niatliemaliqiies,  niais  1892. 
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sixième  aniK'c.  »  ('clic  diilc,  i;i|)[)()rlcc  ;'i  iiolrc  cliroiioJof^ic,  cor- 
respond à  r;miicc  i  i  .x)  ^\('  iiolic  crc.  (\c  Vv.wïr  dnlc  donc  de 
sept  siècles  cl  demi . 

Ce  Bhaskiira,  Tnn  des  prenuers  inallicinuln  icn>  (le.  I  Inde,  In! 
anssi  I  nn  des  meilleurs  aslronomes  dont  ce  pays  puisse  s'enor- 
^ucdlir.  iNcaninoins  d  ik^  fui  pas  l(;  seul  cl  l'Inde  possède  (|iiel(|iie 
chose  comm(>  une  vinj^laine  de  Traités  astronoirncpics  (]<■  vieille 
date.  Le  mall)(uir  est  (pi'ils  sont  généralemenl  peu  corrccls  cl  foil 
ddlicilesà  se  procurer. 

(iràce  à  des  indigènes  dont  l'éducation  a  été  très  soignée;,  j'ai 
pu  me  rendre  compte  de  l'état  des  Sciences  astronomi(pics  aux 
Indes  à  l'heure  actuelle.  Pendant  un  séjour  assez  long  dans  diverses 
parties  de  l'Inde,  il  m'est  arrivé,  plus  d'une  (ois,  de  me  rencontrer 
avec  des  Hindous  qui  s'étaient  tout  particulièrement  occupés 
d'Astronomie.  Je  crus  d'abord  qu'il  ne  s'agissait  que  d'Astrologie  ; 
mais,  quand  je  les  eus  entendus  parler  de  sinus  et  de  cosinus,  de 
parallaxes  et  d'azimuts,  je  compris  bientôt  que  l'Inde  elle  aussi  a 
marché  et  que  nous  ne  sommes  pas  les  seuls  qui  ajons  le  mono- 
pole de  la  Science  et  du  progrès. 

Rien  en  efîet  de  plus  commun  aujourd'hui,  aux  Indes,  que  les 
personnes  très  versées  dans  l'Astronomie.  Il  arrive  même,  très  fré- 
quemment, que  les  connaissances  astronomiques  des  gens  instruits 
sont  bien  plus  étendues  que  celles  que  possèdent  les  gens  du 
monde  en  Europe.  Personne  chez  nous  ne  trouve  étrange  qu'un 
homme  bien  élevé  ne  connaisse  d'autre  Astronomie  que  l'AsIro- 
nomie  descriptive.  Il  en  est  autrement  de  beaucoup  d'PJindous 
qui,  outre  ces  connaissances  descriptives,  en  possèdent  d'autres 
fort  étendues  en  Astronomie  pratique.  J'en  ai  vu  qui  savaient  très 
bien  calculer  les  conjonctions  des  planètes  entre  elles  ou  avec  la 
Lune  et  pour  qui  le  calcul  de  la  longitude  et  de  la  latitude  n'était 
qu'une  chose  très  ordinaire.  Je  parle  de  gens  dont  ce  n'était  pas 
le  métier  et  non  pas  de  marins  ou  même  de  professeurs  de  sciences, 
mais  par  exemple  d'hommes  de  loi  ou  d'employés  d'administration. 

J'ai  pu  m'assurer  plus  d'une  fois  par  moi-même  que  les  idées 
européennes  ont  fait  une  poussée  aux  Indes  et  que  nos  Sciences, 
loiil  d'y  être  inconnues,  y  sont  mieux  reçues  et  mieux  appréciées 
qu'on  ne  le  croit  communément.  Cela  est  surtout  vrai  de  la  iNlé- 
decine. 
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En  lin  mol,  il  est  essentiel  (juc  le  lecteur  se  |)énèti<;  bien  d  une 
chose,  c'est  (]ue,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  il  n'entrera  rien  qui  ne 
soit  puisé  aux  sources  mêmes.  Je  n'ai  pas  donné  une  seule  fois 
libre  carrière  à  mon  imagination,  mais,  au  contraire,  j'ai  suivi  en 
lout  et  partout  les  textes  et  les  notes  f|ue  j'ai  eus  en  main,  (^ela 
dit,  nous  pouvons  entrer  en  matière. 

Tout  d'abord,  je  vais  commencer  par  donner  un  aperçu  de  la 
(^osmogra[)ln('  indienne,  et  de  là  je  passerai  plus  particulièrement 
à  ce  qui  se  rapporte  à  la  Lune,  au  Soleil  et  aux  planètes.  Je  parlerai 
ensuite  des  deux  zodiaques  indiens  et  de  là  je  passerai  à  un  Cha- 
pitre fort  intéressant  sur  les  instruments  dont  se  servaient  les 
astronomes  indiens  d'autrefois  et  dont  beaucoup  se  servent 
eiicore  aujourd'hui. 

II. 

DE    LA    COSMOOR.Vl'HIE    INDIEXM^. 

Avant  d'aborder  l'explication  de  certains  phénomènes,  l'astro- 
nome indien  commence  par  poser  plusieurs  questions  dont  les 
suivantes  sont  les  plus  remarquables  : 

1°  Puisque  la  Terre  est  entourée  des  autres  planètes  et  qu'elle 
occupe  constamment  la  même  place  dans  le  ciel,  au  centre  des 
orbites  de  toutes  les  étoiles  fixes,  y  a-t-il  quelque  chose  pour  la 
soutenir  et  l'empêcher  de  tomber  dans  l'espace? 

2'^  Après  avoir  examiné  la  forme  de  la  Terre  avec  tout  le  soin 
possible,  dites  où  sont  situées  les  mers  et  les  îles  qu'elles  con- 
tiennent. 

3^  Pour  quelle  raison  le  lieu  qu'occupe  une  planète,  et  que  l'on  a 
calculé  au  moven  du  nombre  de  jours  terrestres  qui  se  sont  écou- 
lés depuis  le  commencement  d'un  Kalpa  (période  de  43200ooooo 
jours),  n'est-il  pas  parfaitement  déterminé  et  pourquoi  est-il  né- 
cessaire de  faire   subir  à  ce   nombre  certaines  corrections? 

4"  Pourquoi  les  jours  sont-ils  plus  longs  et  les  nuits  plus  courtes 
pendant  tout  le  temps  (jue  le  Soleil  est  dans  l'hémisphère  boréal, 
tandis  que  les  nuits  sont  plus  longues  et  les  jours  plus  courts  quand 
cet  astre  occupe  l'hémisphère  austral? 

5"  Gomment  se  fail-il  que  la  lolalilc  des  joiu'sdes  Dieux  el  des 
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jours  (lo  leurs  enncuils  les  Tilans  (')  fassfînl  une  anuée  solaire? 

f)"  P()ur(|uoi  les  signes  du  zo(lia(ju(î,  (|ui  soiil  tous  d'une  égahî 
longueur,  se  lèvent-ils  dans  des  espaces  de  temps  qui  ne  sont  pas 
égaux,  et  cela  même  à  l'écpiateur?  Pourquoi  aussi  ces  périodes  de 
lever  ne  sont-elles  pas  Icîs  mêmes  sur  tous  les  points  de  la  Terre? 

^"  S'il  est  vrai  (pie  le  milieu  d'une  éeli[)se  de  I^un(î  ait  lieu  à  la 
fin  de  la  pleine  Lune,  j)ourqu()i  le  milieu  d'une  éclipse  de  Soleil 
n'a-t-il  |)as  lieu  au  moment  de  ce  changement? 

8"  Pourquoi  le  bord  oriental  de  la  Lune  est-il  le  premier  à  être 
éclipsé  tandis  que,  dans  le  cas  d'une  éclipse  de  Soleil,  c'est  le  bord 
occidental  qui  disparait  le  premier? 

9"  Pourquoi  la  Lune,  après  avoir  atteint  son  plein,  perd-elle  sa 
splendeur  et  pourquoi,  après  être  revenue  au  même  point  que  le 
Soleil,  devient-elle  de  plus  en  plus  brillante,  jusqu'à  ce  qu'elle 
ait  repris  sa  forme  circulaire? 

Telles  sont  quelques-unes  des  questions  proposées  par  l'astro- 
nome indien,  questions  auxquelles  il  va  en  partie  répondre  lui- 
même,  tant  dans  ce  Chapitre  que  dans  celui  sur  la  Lune. 

II  parle  tout  d'abord  de  la  grandeur  et  de  la  majesté  de  l'Etre 
suprême,  puis  il  entre  en  matière. 

((  Le  globe  terrestre,  dit-il,  formé  de  terre,  d'air,  d'eau,  d'éther 
et  de  fer  est  parfaitement  rond.  La  Lune,  Mercure,  Vénus,  le 
Soleil,  Mars,  Jupiter  et  Saturne  tournent  autour  de  lui.  Rien  de 
matériel  ne  le  soutient.  11  conserve  sa  position  au  milieu  de  la 
sphère  céleste  par  une  force  qui  lui  est  propre.  Les  êtres  animés  et 
les  choses  inanimées  vivent  à  sa  surface.  Il  est  couvert  de  hautes 
montagnes,  de  villes  et  de  monuments. 

))  Si  une  substance  matérielle  ou  une  créature  vivante  supportait 
la  Terre,  il  faudrait  une  autre  substance  matérielle,  ou  une  autre 
créature  vivante,  pour  supporter  la  première,  puis  une  troisième 
pour  supporter  cette  seconde,  et  ainsi  de  suite.  On  en  arriverait 
donc  à  une  série  interminable  et,  partant,  absurde.  Si  l'on  suppose 
que  le  dernier  support  reste  ferme,  à  cause  de  la  puissance  inhé- 
rente qu'il  possède  de   se    soutenir    tout  seul,  pourquoi   ne  pas 


(')  Les  j'oum  des  Titans  sont  les  iiuils. 
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supposer  loiil  de  suite  (jue  hi  Tciic  cllc-niènic  possède  celle  puis- 
sance? 

))  l^iiscpic  la  chaleur  esl  une  propriélé  Inhérente  au  Soleil  el  au 
feu;  le  froid  une  propriété  inhérente  à  la  Lune,  la  fluidité  à  l'eau, 
la  dureté  aux  rochers,  la  volatilité  à  l'air,  de  même  la  Terre  a 
pour  propriété  inhérente  de  ne  pouvoir  se  déplacer  el  de  se  main- 
tenir au  même  point  de  l'espace.  )> 

Tels  sont  les  argumenls  très  logiques,  sinon  très  scienlirK|ues,  de 
l'astronome  indien  qui  partageait  celte  croyance  autrefois  univer- 
selle que  la  Terre  est  fixe  el  (|ue  tous  les  corps  célestes  se  meu- 
vent autour  d'elle  dans  des  orbites  dont  elle  esl  le  centre. 

Il  s'élève,  non  sans  raison,  contre  certaines  écoles  philoso- 
phiques dont  les  théories  sont  absurdes  et  entre  autres  contre  les 
Bauddhas  et  les  Jaiiias  (  '  ). 

«  Il  y  en  a  comme  vous,  Bauddhas,  leur  dit-il,  qui,  ayantobservé 
les  révolutions  des  constellalions,  pensent  que  la  Terre  n'a  aucun 
support  et  qui  affirment  que,  comme  aucun  corps  pesant  ne  sau- 
rait se  maintenir  à  la  même  place  dans  l'air,  la  Terre  tombe  conti- 
nuellement dans  l'espace. 

»  D'autres  comme  vous,  Jainas,  affirment  (pi'il  y  a  deux  Soleils 
et  deux  Lunes,  que  toutes  les  constellations  sont  doid)les  et  que 
tous  ces  corps  doubles  se  lèvent  alternativement.  » 

Nous  allons  voir  maintenant  ce  qu'il  répond  à  ces  philosophes 
et  comment  il  réfute  leurs  théories.  «  Vous,  Bauddhas,  qui  avez 
observé  que  tout  corps  jeté  en  l'air  redescend  bien  vite  et  rattrape 
la  Terre,  comment  pouvez-vous  affirmer  (pie  la  Terre  tombe  con- 
tinuellement dans  l'espace?  Si  cela  était,  commentée  corps  plus 
léger  pourrail-il  rattraper  la  Terre  qui  est  plus  pesante?  »  Souve- 
nons-nous que  celui  qui  parle  est  un  Hindou  qui  ne  connaît  pas 
la  loi  de  la  chute  des  corps.  Du  reste,  cela  n'infirme  en  rien  son 


(')  Les  Bauddhas  sont  les  Bouddhistes  de  l'Inde,  les  ennemis  les  plus  acharnés 
des  Brahmines.  Les  Jainas  ou  Jains  forment  une  des  nombreuses  sectes  religieuses 
de  rinde.  I-.es  Bauddhas  et  les  Jains  ne  reconnaissent  pas  l'autorité  des  Védas.  Les 
Bouddhistes,  longtemps  persécutés  par  les  Bralimines,  finirent  par  cire  chassés  de 
l'Inde.  On  les  rencontre  surtout  en  Chine  et  à  Ceylan.  (^uant  aux  Jains,  ils  sont 
encore  très  nombreux  aux  Indes. 


arj^umcMil,  (lui,  d'iiprrs  \r  poinl  de  vue  ;iii(|im'I  il  >r  place,  est  iorl 
l()^i(|iic. 

Voici  mninlciianl  vc  (|n'il  dil  aii\  Jainas  :  <(  Oiio  vous  répon- 
drai-jr,  à  vous,  Jainas,  (pii,  sans  la  moindre  laison  cl  sans  uliliLc, 
sup|)()sc/  dos  doubles  constellations  :  deux  IjUiicscL  deux  Soleils? 

»  iNe  vovez-vous  donc  pas  que  les  consLellalions  circompolaires, 
qui  sont  toujours  visibles,  font  une  révolution  complète  en  vingt- 
quai  re  heures?  » 

Biiâskara  va  maintenant  nous  donner  sa  propre  explication  et 
nous  sommes  persuadé  qu'elle  ne  laissera  pas  d'étonner  le  lec- 
teur qui  verra  que  ce  n'est  ni  plus  ni  moins  que  la  loi  de  l'attrac- 
tion. Où  notre  auteur  a-t-il  trouvé  cette  théorie  est  une  question 
à  laquelle  il  n^est  guère  nécessaire  de  s'arrêter.  11  peut  se  faire 
qu'il  en  ait  entendu  parler  par  son  père  et  précepteur,  le  Brah- 
mane Mahesvara,  ou  qu'il  en  soit  lui-même  le  promulgateur.  Ce 
qu'il  y  a  de  certain,  c'est  qu'elle  ne  lui  est  pas  venue  d'Europe, 
puisque  les  Européens  n'en  avaient  jamais  entendu  parler  avant 
Newton.  Dirons-nous  qu'il  avait  anticipé  le  grand  mathématicien 
anglais?  Pourquoi  non? 

Est-ce  que,  par  hasard,  un  homme  né  sous  le  ciel  de  l'Inde  ou 
de  la  Perse  doit  nécessairement  être  moins  intelligent  que  celui 
qui  voit  le  jour  sous  le  ciel  de  l'Europe? 

Si  les  Européens  connaissaient  mieux,  les  Orientaux,  ils  revien- 
draient bien  vite  d'une  foule  d'erreurs  et  de  préjugés. 

Quoiqu'on  puisse  dire,  il  est  un  fait  indéniable,  c'est  que  Bhàs- 
kara  comprit  cette  loi  de  l'attraction  bien  avant  aucun  Européen. 

Voici  comment  il  s'exprime  à  ce  sujet  : 

La  propriété  de  V attraction  est  inhérente  à  la  Terre,  C'est 
cette  propriété  qui  fait  que  la  Terre  attire  à  elle  tout  ce  qui  est 
pesant. 

Ce  qui  va  suivre  est  commun  à  tous  les  astronomes  sérieux  de 
l'Jnde  ancienne. 

Ils  enseignaient,  dans  toutes  leurs  écoles,  que  si  la  Terre  était 
plate  comme  un  miroir,  le  Soleil  devrait  tourner  dans  un  plan  pa- 
rallèle à  la  surface  terrestre  et  élevé  au-dessus  d'elle. 
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Ils  en  concluaienl  que  si  les  choses  se  passaient  ainsi  le  Soleil 
serait  toujours  visible.  Or,  puisqu'il  n'en  est  pas  ainsi,  ils  se  fon- 
dent sur  cela  pour  prouver  que  la  Terre  est  une  sphère  et  non  pas 
une  surface  plate. 

Les  astronomes  de  l'école  non  scientifique  prétendaient  (pie  la 
montagne  du  Nord,  appelée  J/e/7^  ('),  était  la  cause  de  la  nuit.  A 
quoi  les  astronomes  plus  scientifiques  répondaient  que  si  la  mon- 
tagne Méru  est  la  cause  de  la  nuit,  on  devrait  voir  cette  montagne 
lorsqu'elle  se  trouve  située  entre  nous  et  le  Soleil.  Ils  deman- 
daient aussi  pourquoi  le  Soleil  se  lève  plutôt  vers  le  sud  que 
vers  le  nord. 

Ils  expliquaientainsi  le  niveau  apparent  de  la  surface  de  la  Terre  : 

((  Si  la  surface  de  la  Terre  nous  paraît  plane,  disaient-ils,  c'est 
parce  que  la  portion  que  nous  en  voyons  est  très  petite  com- 
parée à  la  surface  totale.  C'est  pour  ainsi  dire  comme  la  centième 
partie  de  la  circonférence  d'un  petit  cercle  qui  diffère  à  peine  de 
la  ligne  droite. 

»  Partout  où  un  homme  se  trouve,  il  a  la  Terre  sous  ses  pieds, 
mais,  de  deux  individus  placés  à  90°  l'un  de  l'autre,  chacun  s'ima- 
gine que  l'autre  est  dans  une  position  horizontale  par  rapporta  lui. 
Ceux  qui  sont  à  180"  l'un  de  l'autre  sont  pieds  contre  pieds,  sem- 
blables en  cela  à  celui  qui  est  sur  le  bord  de  l'eau  et  dont  l'ombre 
et  le  corps  nous  donnent  une  idée  parfaite  de  deux  individus 
placés  à   180"  l'un  de  l'autre.    )> 

De  là  nous  entrons  dans  des  descriptions  sur  certains  pajs  et 
des  remarques  sur  la  position  géographique  de  plusieurs  lieux  du 
globe. 

Tout  cela  est  entremêlé  de  remarques  fort  intéressantes,  telles, 
par  exemple,  que  celles-ci  : 

«  Un  homme  à  Téquateur  voit  en  même  temps  tous  les  points 
nord  et  sud  toucher  l'horizon. 

»  La  sphère  céleste  lui  semble  être  appuyée  sur  ces  points  au- 
tour desquels  elle  se  meut. 


(')  Dans  tous  les  mots  sanskrits  que  l'on    trouvera  clans   le  cours  de  ce  Mé- 
moire la  lettre  u  devra  se  prononcer  ou. 
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»  Si  t;c't  liuinme  s  avance  vers  !(,'  noid,  li  rcniarfjiieia  hieiiLùl  (lue 
les  constcllalions  (|nl  se  moiivaienl  verlicaleineril,  à  l't'(j«iHleiir, 
(Jevieiineiil  de  plus  en  plus  oblujucîs  à  mesure  (ni'il  s'éloigne  de 
ré(jiial(Mii\   »  l)e  j)lus,  loul   eeei  est  eorreel. 

Bliaskaia    \a    iiiaiiileiiaiil    nous   donner    la    (nrconfércnee    de    la 

l'eire.  Selon  lui,  eelle  circonférence  est  de;  ^9^)7  yojanas.  Le  dia- 

rnèh(MMi  est.  de  i  58 i  ^v  jojanas  el.  la  surface  totale  de  y85.'Uj34  jo- 

janas  carrés.  Ce  yojanas  est  une  mesure  indienne  é^^ale  à  environ 

8  de  nos  kilomètres. 

La  circonférence  donnée  par  Hliaskara  est  donc  suffisamment 
approchée  puisqu'elle  ne  diffère  de  celle  que  nous  donnons  à  la 
Terre,  de  nos  jours,  que  de  264'""  environ,  tandis  que  notre  dia- 
mètre n'a  que  34*^'"  de  plus  que  celui  de  Bliâskara.  Il  est  dommage 
qu'il  ne  nous  dise  pas  comment  il  en  est  arrivé  à  déduire  ces 
nombres. 

Cet  auteur  se  rit  de  certains  mathématiciens,  entre  autres  de 
Lalla,  qui  donnent  à  la  Terre  des  dimensions  prodigieuses  ob- 
tenues en  multipliant  le  carré  d'un  grand  cercle  par  la  circonfé- 
rence, ce  qui,  évidemment,  est  fort  loin  de  la  vérité. 

Un  peu  plus  loin  nous  trouvons  une  remarque  fort  curieuse  de 
Bhâskara,  c'est  que  la  Terre  s'accroît  et  qu'elle  augmente  conti- 
nuellement de  volume. 

Cette  assertion  vaut  la  peine  d'être  étudiée,  car  s'il  est  vrai  et 
indubitable  que  rien  ne  se  perd  dans  la  nature,  il  n'en  est  pas  de 
même  de  la  proposition  qui  affirme  que  rien  ne  se  crée. 

Au  contraire,  tout  semble  s'accroître  journellement,  animaux 
et  végétaux.  La  nature  semble  n'être  qu'une  série  de  créations 
qui  se  succèdent  de  jour  en  jour.  Partout  le  sol  semble  s'élever  et 
s'accroître  de  tous  les  débris  végétaux  et  animaux  qui  y  meurent 
sans  cesse.  Ceux  qui  ont  vojagé  savent  que  dans  tous  les  pays  les 
anciennes  \illes  sont  au-dessous  du  niveau  des  villes  modernes,  et 
lorsqu'on  examine  tous  les  vieux  monuments  de  TEgypte,  de 
l'Inde,  de  la  Syrie,  de  la  Grèce  et  de  l'Italie,  on  voit  que  partout 
le  sol  s'est  élevé.  Cela  ne  peut  être  entièrement  dû  à  ce  que  les 
vallées  reçoivent  une  masse  de  matériaux  des  endroits  plus  élevés, 
car  le  même  fait  se  produit  sur  les  montagnes  et,  par  exemple,  à 
l'acropole  d'Athènes,  ou  dans  plusieurs  parties  de  l'Tnde.  Partout 
le  sol  semble  s'être  exhaussé,  témoin  les  Pvramides  d'Egypte   et 
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le  Sphinx  en  partie  enfouis  dans  le  sable.  A  Konie,  \it  vieux  Foi  uni 
ronnain  est  bien  au-dessous  du  niveau  des  constructions  modernes 
qui  l'avoisinent.  Sans  aller  si  loin  on  en  trouve,  à  Paris,  un 
exemple  dans  l'église  métropolitaine  de  Notre-Dame,  où  Ton  entre 
aujourd'hui  de  plain-pied  et  où  Ton  n'arrivait  autrefois  que  par 
un  péristjle  de  dix  ou  onze  marches.  11  j  a  là  un  point  à  étudier  ('  ). 

Causes  de  raugmenluLion  cl  de  la  diminulion  des  jouis. 
—  Nous  allons  dire  maintenant  comment  les  astronomes  indiens 
expliquent  le  phénomène  de  l'augmentation  et  de  la  diminution 
des  jours. 

«  Quand  le  Soleil  est  dans  l'hémisphère  nord,  disent-ils,  les 
jours  sont  plus  longs  que  les  nuits,  mais  quand  il  est  dans  l'hémi- 
sphère austral,  les  nuits  sont  plus  longues  que  les  jours.  » 

En  effet,  la  longueur  de  la  nuit  est  représentée  par  la  longueur 
du  cercle  diurne  au-dessous  de  l'horizon,  tandis  que  la  portion  de 
l'arc  qui  est  au-dessus  de  l'horizon  représente  la  longueur  du 
jour.  Voilà  pourquoi,  à  l'équateur,  les  jours  et  les  nuits  sont 
toujours  de  la  même  durée. 

De  plus,  ajoutent-ils,  une  chose  fort  curieuse  a  lieu  pour  les 
pays  dont  la  latitude  est  au-dessus  de  Ç>Ç)''  nord.  Toutes  les  fois 
que  la  déclinaison  septentrionale  du  Soleil  est  plus  grande  que  le 
complément  de  la  latitude,  il  y  a  un  jour  continu  pendant  tout  le 
temps  que  cette  déclinaison  reste  supérieure  à  ce  complément,  et 
quand  la  déclinaison  australe  du  Soleil  est  plus  grande  que  le 
complément  de  la  latitude,  ces  contrées  ont  une  nuit  continue. 

Voilà  pourquoi,  au  pôle  nord,  il  y  a  alternativement  un  jour  de 
six  mois  et  une  nuit  de  six  mois. 

Précession  des  équinoxes.  —  Tous  les  astronomes  indiens 
semblent  avoir  connu  ce  phénomène  auquel  ils  donnent  le  nom 
de  Krantl  pàta,  mais  Bhâskara  et  Munjala  sont  les  seuls  qui 
s'étendent  sur  cette  rétrogression  des  points  solsliciaux.  Quant  à 
la  cause  du  phénomène,  elle  leur  est  complètement  inconnue  et 


(')  Un  ancien  élève  de  Becquerel  m'assure  que  cet  éminent  savant  croyait  que 
lu  Terre  augmente  continuellement  de  volume. 
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ils   se  coiilcnlciil    de   conslMlcr    le    plii-iioniriK',   s;ms    chercher    à 
l'ex|)li(|ii(M'. 

IK'  ht  hililiidc  cl  (le  ht  htn i^t'l tith' .  —  Les  Hindous  noiiI  iriaiii- 
Icnanl  nous  (h)nn('r  h'ur  manière  (\(\  li()ii\(  r  la  laliluch-  et  la  lon- 
giluclc  (1(111  lien  an  nio\en  d'nn  gnomon.  Le  |»rol)lèrnc  qn'ils  pro- 
posenl  esl  le  snivani  :  /ùdiii  données  lOttthrc  jnojclée  par  Le 
slyh'  à  Dt'ttU  ci  ht  (h'tch'itttison  dit  Soh'.it,  liottvcr  ht  htlitude  du 
h'cii . 

I^e  coni|)léincnL  de  Tare  (|ue  pi-oj(!lte  l'ond)i(;  dn  slyle  à  midi 
csl  égal  à  l'ombre  même.  ]Vlullij)liez  le  rajon  j)ar  ce  complément 
et  divisez  le  produit  par  l'hvpoténuse  de  l'ombre. 

Le  quotient  ainsi  obtenu  donnera  le  sinus  de  la  distance  zéni- 
thale. Celte  distance,  en  minutes,  sera  nord  ou  sud  selon  que  le 
complément  sera  sud  ou  nord.  On  fera  alors  la  somme  de  la  dis- 
tance zénithale  et  de  la  déclinaison  du  Soleil,  en  minutes,  quand 
elles  sont  de  même  nom  et  la  difTérence  si  elles  sont  de  nom  con- 
traire. 

La  latitude  du  lieu  sera  égale  à  cette  somme  on  à  cette  diffé- 
rence exprimée  en  minutes. 

Cette  méthode,  quoique  n'ayant  pas  l'exactitude  de  nos  mé- 
thodes modernes,  s'en  rapproche  beaucoup.  C'est  un  peu  la  mé- 
thode dont  on  se  sert,  à  la  mer,  pour  trouver  la  latitude  du  navire. 

On  trouve  aussi  dans  les  Traités  d'Astronomie  hindous  plusieurs 
règles  pour  déterminer  la  longitude  par  des  méthodes  qui  sont 
identiques  aux  nôtres,  puis  une  règle  pour  trouver  la  déclinaison 
et  la  longitude  du  Soleil,  étant  données  la  latitude  du  lieu  et  la  dis- 
tance zénithale  du  Soleil  à  midi. 

L'astronome  indien  nous  propose  maintenant  de  trouver  l'as- 
cension droite  des  trois  premiers  signes  dn  zodiaque  :  Aries, 
Taurus,  Gemini. 

((  Pour  trouver  l'ascension  droite  de  la  fin  de  chaque  signe,  dit- 
il,  vous  chercherez  d'abord  leurs  déclinaisons;  puis,  cela  fait,  vous 
multiplierez  les  sinus  du  premier,  du  deuxième  et  du  troisième 
signe,  séparément,  par  le  cosinus  de  la  plus  grande  déclinaison  du 
Soleil.  Vous  diviserez  alors  ces  produits  par  les  cosinus  des  décli- 
naisons déjà  trouvées  et  ces  quotients  seront  les  sinus  des  arcs. 
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Avec  ces  sinus  vous  trouverez  lacilemcnt  les  arcs  qui  ne  sei'onl 
autre  chose  que  les  ascensions  droites  de  la  fin  des  signes  en 
question.    » 

Rien  ne  saurait  être  plus  exact. 

III. 

DU    SOLKIL    KT    DK    LA    LUNt:. 

Nous  ne  trouvons  absolument  rien,  dans  aucun  Traité  d'Astro- 
nomie indienne,  sur  la  constitution  physique  de  la  Lune  et  du 
Soleil. 

Les  astronomes  indiens  nous  apprennent  que  le  diamètre  de  la 
Lune  est  de  480  jojanas,  c'est-à-dire  environ  384o'"",  et  celui  du 
Soleil  de  65oo  yojanas,  soit  62000''"'.  Ce  dernier  diamètre  est  loin 
d'être  correct,  ce  qui  n'est  pas  étonnant  vu  le  manque  d'instru- 
ments de  précision.  Quant  à  celui  de  la  Lune,  il  n'en  est  pas  de 
même,  puisqu'il  est  d'environ  les  jj  du  diamètre  terrestre  au  lieu 
des  ^  que  nous  lui  donnons.  Ce  dernier  rayon  est  si  approché 
qu'on  a  tout  lieu  de  croire  que  les  Indiens  savaient  que  le  rayon 
d'un  astre  est  à  peu  près  proportionnel  au  demi-diamètre  apparent 
et  à  la  parallaxe. 

On  sera  probablement  étonné  de  voir  ce  moi  parallaxe  à  pro- 
pos d'astronomie  aussi  ancienne  que  celle  dont  nous  nous  occu- 
pons ici.  Eh  bien,  ces  parallaxes  étaient  aussi  familières  aux  hindous 
d'il  y  a  six  ou  sept  siècles  qu'elles  le  sont  aux  Européens  d'aujour- 
d'hui. Les  astronomes  indiens  avaient  calculé  plusieurs  de  ces 
parallaxes  et  donnaient  à  la  parallaxe  horizontale  de  la  Lune  une 
valeur  de  62' 4^"  et  à  celle  du  Soleil  3' 56".  Or,  puisque  la  parallaxe 
exacte  de  la  Lune  est  de  5'j'2"  et  celle  du  Soleil  de  8",  86,  il  s'en- 
suit que  cette  dernière  est  fort  loin  de  la  vérité,  tandis  que  la  pre- 
mière ne  diffère  de  celle  adoptée  aujourd'hui  que  de  4'2o'^  Il  est 
étonnant  de  trouver  une  valeur  aussi  approchée  de  la  parallaxe 
lunaire  à  une  époque  aussi  reculée.  Quant  à  l'inexactitude  de  la 
parallaxe  solaire,  elle  s'explique  trop  facilement  pour  qu'il  soit 
besoin  de  s'y  appesantir. 

Les  astronomes  indiens  étaient  évidemment  d'excellents  obser- 
vateurs, autrement  ils   n'auraient    pu  obtenir  des  résultats   aussi 


appiuclu'S  à  riiiclc  (rinsliimuMils  (jiii,  (oimiiic  on  le  vciiii  |»lii.>  loin, 
lais!;;nionl  l)(':ni((»ii|)  ;i  (h'siicr  sons  le  i-a|)|)<)il  de  la  |)r('(:isi()n.  Il  est 
Irrs  curieux  (!<;  xoir  (jiic,  dans  Ions  les  MValh's  iii ridons,  la  lon-^ncnr 
de  raniH'o  solaire  y  csL  donnée  avec  une  cncni-  (|iii  ol  à  peu  prrs 
n('i;lii;(al)le. 

Tons  les  asli-ononics  hindous,  sauf  Hliaskai-a,  donneni  à  raiin«'<; 
solaire  une  vah'ur  de  .U)^)  Joni's  ()  lieni'Cîs  i '.>.'"  et  3-\  iJliàskaia  dil. 
([ne  Tannée  solaire  conticnL  .'i65  jouis  1 5  ^lialikàs,  .')()  palas  el 
'.>.\  vipalas,  ee  (|ui  rcvicnl  exaclcmenl  à  SC).!»  jours  (>  lienrcs  i>»"' 
el   S^ 

Plidscs  de  1(1  Lune.  —  Mous  allons  voir  niainlenanl  ce  (jue  les 
astronomes  indiens  vont  nous  apprendre  au  sujet  des  phases  de  la 
[june. 

((  La  Lune,  disent-ils,  reçoit  toujours  sa  lumière  du  coté  qui  est 
tourné  vers  le  Soleil.  Le  côté  qui  lui  est  opposé  est  toujours  plongé 
dans  des  ténèbres  dont  la  noirceur  ne  saurait  se  comparer  qu'à  la 
belle  chevelure,  noire  comme  l'aile  du  corbeau,  d'une  des  fdles  de 
rinde. 

»  Au  moment  de  la  conjonction,  la  Lune  se  trouve  placée  entre 
nous  et  le  Soleil.  Il  arrive  alors  que  la  partie  qui  est  tournée  vers 
la  Terre  est  dans  l'obscurité.  Quand  la  Lune  est  à  iSo'*  du  Soleil, 
c'est-à-dire  que  la  Terre  est  entre  le  Soleil  et  la  Lune,  le  coté  de 
la  Lune  qui  fait  face  à  la  Terre  reçoit  la  lumière  du  Soleil  (excepté 
dans  le  cas  particulier  d'une  éclipse)  ;  c'est  alors  que  la  Lune  nous 
apparaît  comme  un  globe  brillant.  C'est  là  Tépoque  de  la  pleine 
Lune.  » 

L'explication  des  autres  phases  de  la  Lune  se  borne  à  faire 
remarquer  que,  lorsque  la  Lune  est  à  90"  du  Soleil,  elle  nous  appa- 
raît comme  demi-pleinCj  et  que,  généralement  parlant,  la  partie 
éclairée  de  la  Lune  augmente  graduellement  à  mesure  qu'elle 
s'éloigne  du  Soleil,  et  qu'au  contraire  la  partie  obscure  augmente 
en  proportion  de  son  rapprochement  de  cet  aslre.  La  Lune  étant 
une  sphère,  les  cornes  en  deviennent  pins  on  moins  pointues, 
selon  que  la  distance  de  la  Lune  au  Soleil  varie. 

EcLipses.   —  Le  Chapitre  sur  les  éclipses  contieni,  comme  on 
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va  le  voir,  des  choses  fort  intéressaiiles.  On  noiera  suiloiit  la 
couleur  de  la  Lune  pendant  les  éclipses  de  Lune,  couleur  décrite 
avec  soin  par  les  astronomes  indiens,  et  Ton  verra  cpie  cette  teinte 
enfumée  qu'on  remarque  pendant  certaines  éclipses  de  Lune  n'est 
pas  caractéristique  de  fatmosphère  des  climats  du  nord,  comme  on 
l'a  dit  plus  d'une  fois,  puiscjue  cette  teinte  se  retrouve  sous  loutes 
les  latitudes  et  dans  lous  les  climats. 

Voici  à  peu  |)rès  de  quelle  façon  s'expriment  les  astronomes 
indiens  à  ce  sujet. 

Comme  la  Lune  fait  sa  révolution  dans  un  cercle  |)lus  petit  que 
l'orbite  solaire,  la  Lune  rattrape  la  Terre.  Voilà  pourquoi,  lors 
d'une  éclipse  de  Soleil,  c'est  le  bord  occidental  (par  rapport  à 
nous)  qui  est  obscurci  le  premier,  tandis  que  l'éclipsé  du  bord 
oriental  n'a  lieu  qu'à  la  fin  de  l'éclipsé  et  est  le  dernier  à  sortir  de 
l'ombre  projetée  par  le  corps  opaque  de  la  Lune. 

Quand  le  Soleil  et  la  Lune  sont  en  opposition,  l'ombre  de  la 
Terre  enveloppe  la  Lune  et,  comme  il  arrive  alors  que  la  Lune  se 
trouve  complètement  plongée  dans  les  ténèbres,  l'éclipsé  est 
visible  sur  toute  la  surface  de  la  Terre,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les 
éclipses  de  Soleil  qui  ne  sont  visibles  que  sur  certains  points  du 
globe.  Or,  comme  le  Soleil  est  un  corps  immense,  en  comparai- 
son de  la  Terre,  l'ombre  projetée  par  celle-ci  est  un  cône  dont  le 
sommet  est  à  une  distance  considérable  de  la  Lune.  Il  est  facile  de 
trouver,  |)ar  les  proportions,  la  longueur  de  l'ombre  terrestre  et  son 
diamètre,  à  l'endroit  où  la  Lune  y  pénètre. 

Lors  d'une  éclipse  de  Lune,  Tombre  de  la  Terre  est  située  soit 
vers  le  nord,  soit  vers  le  sud  de  la  Lune,  selon  que  la  latitude 
céleste  de  notre  satellite  est  sud  ou  nord. 

Gomme  l'ombre  qui  enveloppe  la  Lune  est  bien  plus  considé- 
rable qu'elle,  une  éclipse  de  Lune  dure  donc  pendant  tout  le 
temps  que  celle-ci  se  trouve  plongée  dans  le  cône  d'ombre. 

Le  sommet  du  cône  d'ombre  est  toujours  à  i8o"  du  Soleil.  Or, 
(juand  le  lieu  du  nœud  ascendant  de  la  Lune  est  égal  au  lieu  de 
l'ombre,  il  y  aura  éclipse  de  Lune  ou  de  Soleil. 

Dans  l'éclipsé  de  Soleil,  la  Lune  joue  le  rôle  dun  nuage  qui 
couvre  le  Soleil,  tandis  que,  lors  d'une  éclipse  totale  de  Lune,  la 
Lune  disparaît  complètement  dans  l'ombre. 

Disons  maintenanl  que  celle  explication  des  éclipses  n'a  jamais 
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élé  failc  |)()ur  le  coiniimii  des  moilcls.  h^lle  (;sl  pour  les  castes  pri- 
vil«'^i(''(*s  cl  siirloul   pour-  celle  des  lîriilmimcs. 

Bhàskara   liii-mcine  n'('cril    |)iis  pour  le  |)e(iple,  mais  hien  pour 
les  «;cns  de  sa  chaste. 

il  clieiclic  pai'fois  à  ré(M)nclli(M'  la  l'.ihie  av(;c  la  Science,  el,  bien 
cnlciulu,  il  n'y  arrive  pas. 

Aux  Indes  le  peuple  croil  counnunémcnl  (pu;  l(3S  éclipses  d(*  So- 
leil (>l  de  Lune  sont  causées  par  un  démon  appelé  P»rdiu.  Cledj'mon, 
(pii  a  unequeue  de  dra<;on,  n'aime  ni  la  Lune  ni  le  Sol(;il ,  «pu,  "1  y  a 
fort  longtemps  de  cela,  lui  ont  joué  un  très  vilain  tour.  Un  jourque 
Râliu  voulait  goûter  à  Vyimrûa  ou  ambroisie  des  dieux,  il  [)rit  la 
forme  d'un  des  immortels  et  se  glissa  au  milieu  d'eux.  Il  eut  sa 
part  du  festin  et  but  l'ambroisie.  Le  Soleil  et  la  Lune  s'aj)erçurent 
que  Rûlui  n'était  pas  un  vrai  dieu  et  en  consétjuence  ils  infor- 
mèrent les  dieux  de  leur  découverte.  Comme  toujours,  ceux-ci 
entrèrent  dans  une  grande  colère  et  mirent  Râliu  à  la  porte.  Il  alla 
se  réfugier  dans  le  ciel  des  étoiles.  C'est  pour  se  venger  du  Soleil 
et  de  la  Lune  que,  toutes  les  fois  que  ces  astres  sont  à  sa  portée, 
Râhu,  sans  autre  forme  de  procès,  avale  tantôt  le  Soleil,  tantôt  la 
Lune,  causant  ainsi  l'éclipsé  de  l'un  ou  de  l'autre  de  ces  astres. 

Il  s'agit  maintenant  de  savoir  quand  Téclipse  sera  partielle  ou 
totale.  ((  Pour  trouver  la  grandeur  d'une  éclipse,  dit  Rhâskara,  on 
soustrait  la  latitude  de  la  Lune,  à  l'époque  de  la  sjzygie,  de  la 
demi-somme  des  diamètres  du  corps  céleste  qui  doit  être  éclipsé 
et  de  celui  qui  éclipsera  l'autre.  Cette  différence  donnera  le  maxi- 
mum de  la  partie  éclipsée.  Si  cette  quantité  est  plus  grande  que  le 
diamètre  du  disque  éclipsé,  l'éclipsé  sera  totale  ;  s'il  est  plus  petit, 
Téclipse  sera  partielle.  S'il  arrive  que  la  latitude  de  la  Lune  soit 
plus  grande  que  la  moitié  de  la  somme  mentionnée  plus  haut,  il 
n'y  aura  pas  d'éclipsé. 

»  Pour  trouver  le  milieu  de  l'éclipsé  on  cherchera  séparément 
la  moitié  de  la  demi-somme  et  de  la  demi-différence  des  diamètres 
du  corps  éclipsé  et  du  corps  qui  éclipsera  l'autre.  On  soustraira 
alors  le  carré  de  la  latitude  de  la  Lune  qu'on  aura  évalué  au  mo- 
ment de  la  sjzygie  des  carrés  de  ces  demi-sommes  et  de  ces 
demi-difTérences  et  l'on  extraira  la  racine  carrée  de  ces  résultats. 
Ces  racines,  multipliées  par  60  et  divisées  par  le  mouvement 
diurne  de  la  Lune,  donneront  la  durée  de  l'éclipsé.    » 
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Maintenant  voici  les  remarques  dont  nous  avons  (3arlé  au  sujet 
de  la  couleur  de  la  Lune  lorsqu'elle  est  en  partie  éelij)S('e  : 

«  Quand  la  partie  éclipsée  du  disque  lunaire,  dit  Hliàskara,  est 
plus  petite  que  la  moitié  de  ce  disque,  elle  paraît  comme  enfumée; 
quand  la  partie  éclipsée  est  de  plus  de  la  moitié,  elle  prend  unit 
teinte  noirâtre;  si  la  partie  éclipsée  est  de  plus  des  trois  quarts  du 
disque,  elle  prend  une  couleur  cuivrée  et  (juand  réclij)se  est  totale 
la  Lune  prend  une  teinte  d'un  fauve  noirâtre. 

IV. 

DKS     PLANÈTES. 

Mercure,  Vénus,  Mars,  Jupiter  et  Saturne  étaient  les  seules 
planètes  connues  des  anciens  Hindous.  Dans  leur  système  astrono- 
mique, la  Terre,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  occupe  le  centre 
de  l'Univers.  Le  Soleil,  Li  Lune  et  les  cinq  planètes  se  meuvent 
autour  d'elle,  dans  des  orbites  dont  les  centres  ne  coïncident  pas 
avec  l'orbite  terrestre,  le  centre  du  zodiaque  étant  le  seul,  disent- 
ils,  jouissant  de  cette  propriété.  Cela  étant,  lorsqu'un  observateur 
cherche  une  planète,  il  ne  la  trouve  pas  à  sa  place  moyenne  dans 
le  zodiaque.  Il  est  donc  nécessaire,  pour  connaître  la  place  occu- 
pée par  une  planète,  de  faire  une  correction  pour  passer  du  lieu 
moyen  au  li(;u  vrai  et  il  faut  aussi  se  rendre  compte  du  mouvement 
des  planètes. 

((  Le  mouvement  des  planètes,  dit  Bhâskara,  a  lieu  vers  l'est  et 
si  les  planètes  ont  l'air  d'être  fixes  cela  tient  à  ce  que  la  sphère 
céleste  se  meut  vers  l'ouest  avec  une  très  grande  rapidité.  Les 
planètes,  ajoute-t-il,  sont  comme  l'insecte  qui  marche  en  sens 
contraire  du  mouvement  de  la  roue  d'un  potier.  Bien  qu'il 
marche,  il  semble  ne  pas  bouger.  » 

Les  astronomes  indiens  ont  arrangé  les  mouvements  des  pla- 
nètes en  huit  classes  ([ui  sont  les  suivantes  : 

i"  Vakrâ,  mouvement  clécroissant'et  rétrograde  ; 
•?y  Atvakrà,  mouvement  croissant  et  rétrograde  ; 
3*^  Vikala,  mouvement  où  la  planète  semble,  à  certaines  épo- 
ques, rester  slationnaire; 
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l\''  Mdiidd,  nioMvcincnl  dircc^l  ri  cioissnnl,  plus  pclil  (jik;  le 
iM()nv(Mn(Mil  MioycMi  ; 

.')"  Maiiddldiù,  njouvcincnl  dliccl  dccroissaiiL,  plus  ^r;m(l  (juc 
le  moiivrincnl  moyen  ; 

()"  Sanu'i.  moiiveinont  moyen  uniforme  ; 

n"  Atist^Jiid .  iiiomcincnl  direel  eroissanl,  plus  ^r.ind  (pic  l<; 
mouvemeiiL  moven  ; 

8"  Sti^hid,  mouvement  direel  déeroissanl,  plus  pclil  «pic  le 
mouviMiienl  m)o\  eu  . 

Nous  ne  donnons  eelLe  nomcnelalure  (pie  pour  faire  \oir  cpie 
les  astronomes  indiens  avaient  reconnu  que  les  planètes  semblent 
décrire  des  courbes  fort  peu  régulières  autour  du  Soleil,  ou, comme 
ils  le  disaient,  autour  de  la  Terre. 

Us  vont  nous  donner  maintenant  la  manière  de  trouver  l'endroit 
précis  où  se  trouve  une  planète,  à  un  moment  donné. 

S'il  s'agit  de  trouver  le  lieu  occupé  par  une  planète,  soit  avant, 
soit  après  minuit,  multipliez  le  mouvement  diurne  de  la  planète 
parle  temps  donné  en  ghatikas  (').  Vous  diviserez  alors  le  pro- 
duit par  60  et  vous  ajouterez  ce  quotient,  en  minutes,  à  l'endroit 
où  la  planète  se  trouve  à  minuit.  S'il  s'agit  de  trouver  le  lieu, 
avant  minuit,  vous  soustrairez  ce  quotient,  toujours  en  minutes, 
de  l'endroit  que  la  planète  occupera  à  minuit. 

C'est  ce  problème  que  les  astronomes  indiens  appellent  le  pro- 
blème de  \a place  instantanée,  Tdtkâlika. 

Déclinaison  des  planètes.  —  Pour  trouver  la  déclinaison 
moyenne  d'une  planète,  les  astronomes  indiens  se  servent  de  la 
longitude.  Celle-ci  connue,  ils  multiplient  le  sinus  de  la  longitude 
de  la  planète  par  loSy.  Ce  nombre  représente  la  valeur  donnée 
par  les  Indiens  au  sinus  de  la  plus  grande  déclinaison  moyenne 
des  planètes.  Divisez  ensuite  ce  produit  par  un  rajon  égal  à  3438, 
puis  cherchez  Tare  dont  le  sinus  est  égal  à  ce  quotient;  cet  are 
sera  la  déclinaison  cherchée. 

Comme  nous  avons  eu  plus  d'une  fois  occasion  de  le  remarquer, 
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tout  ceci  est  donné  sans  preuve  el  seml)le  avoir  été  le  résullal  de 
la  pratique,  corrigée  par  Texpérience. 

Cette  déclinaison  ainsi  obtenue  est  celle  cpjc  les  Indiens 
nomment  la  déclinaison  moyenne  de  la  planète,  c'est-à-dire  que 
c'est  la  déclinaison  de  son  point  correspondant  sur  l'écli[)tique. 
Pour  passer  de  cette  déclinaison  moyenne  à  la  vraie  déclinaison, 
on  n'a  qu'à  augmenter  ou  à  diminuer  cette  déclinaison  moyenne 
de  la  latitude,  selon  que  la  latitude  et  la  déclinaison  seront  ou  non 
de  même  nom. 

Longueur  du  jout'  d^ une  planète.  —  Pour  résoudre  ce  pro- 
blème, les  astronomes  de  l'Inde  multiplient  le  mouvement  diurne, 
en  minutes,  par  le  nombre  de /?m/ia5  (espace  de  4  secondes  de 
temps)  qu'aura  le  signe  du  zodiaque  dans  lequel  se  trouve  la  pla- 
nète, lorsqu'elle  se  lève;  puis  ils  divisent  ce  produit  par  le 
nombre  de  minutes  contenues  dans  un  signe  du  zodiaque,  et  ils 
ajoutent  ce  quotient,  réduit  en  prânas,  au  nombre  de  prânas  con- 
tenus dans  un  jour  sidéral.  Ce  total  représente  ce  qu'ils  appellent 
le  jour  et  la  nuit  d'une  planète  pour  un  lieu  donné. 

Conjonctions.  —  Les  astronomes  indiens  regardaient  générale- 
ment les  conjonctions  des  cinq  premières  planètes  comme  des 
combats  qu'elles  se  livraient  entre  elles.  Quant  aux  conjonctions 
de  ces  cinq  planètes  avec  la  Lune,  on  les  considérait  comme  une 
association  et  les  conjonctions  avec  le  Soleil  étaient  une  sorte  d'ab- 
sorption dans  ce  globe.  Dans  ces  combats  de  planètes,  la  victoire 
est,  disent-ils,  à  la  plus  brillante;  aussi  Vénus  est  presque  toujours 
sûre  de  la  victoire,  soit  qu'elle  soit  au  nord  ou  au  sud  de  son 
antagoniste. 

Quand  on  désire  connaître  l'époque  de  la  conjonction  de  deux 
planètes,  on  cherche  la  place  exacte  qu'elles  occuperont  à  un 
temps  donné  antérieur  à  la  conjonction.  On  multiplie  alors  la  dif- 
férence de  ces  lieux,  en  minutes,  [)ar  le  mouvemenl  diurne  de 
chaque  planète,  et  l'on  divise  alors  les  deux  produits  par  la  diffé- 
rence entre  ces  mouvements  diurnes,  ])ourvu  toutefois  que  ces 
mouvements  soient  semblables,  c'est-à-dire  (ju'ils  soienl  tous  deux 
ou  directs  ou  rétrogrades. 

Dans  le  cas  où   l'une  des  planètes  aurait  un  mouvement  rélro- 
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grade,  on  (liviscrail  les  deux  pioduils  Iroiivi's  ci-i^îssiis  par  la 
somme  des  ihouvcmimmiIs  dmnies.  On  donne  à  ce  derni(;r  rcsnilat 
le  nom  de  chanj^cinent  des  planèlos.  (^)nand  on  aura  ohlcnn  les 
points  occupés  par  les  deux  planètes  à  un  temps  (Jonn('',  on  pr(K:(';- 
dera  connue  suit  : 

Si  la  conjonction  a  eu  lieu,  on  soustraira  les  changements  des 
lieux  occu[)és  j)ar  les  planètes  à  une  certaine  heure,  mais,  si  la  con- 
jonction doit  avoir  lieu,  on  ajoutera  ces  mêmes  changements. 

Il  est  évident  que  cette  règle  ne  peut  servir  que  pour  les  pla- 
nètes qui  se  meuvent  vers  l'est.  Si  elles  ont  tirj  mouvemenl  rt'lio- 
grade,  c'est  l'inverse  qui  aura  lieu. 

Quand  une  seule  des  deux  planètes  a  un  mouvement  rétro- 
grade, on  ajoute  le  changement  à  la  place  occupée,  si  la  conjonc- 
tion a  eu  lieu,  et,  si  elle  n'a  pas  encore  eu  lieu,  on  le  soustrait. 

En  suivant  cette  marche,  les  points  occupés  sur  l'écliptique  par 
les  planètes  en  question  coïncident,  pourvu  qu'on  ail  fait  la  correc- 
tion des  changements.  Il  ne  reste  plus  alors  qu'à  diviser  la  diflé- 
rence  qu'il  y  a  entre  les  points  occupés  par  les  planètes,  à  un  mo- 
ment donné,  par  le  diviseur  qui  a  servi  à  trouver  les  changements, 
et  le  quotientqui  en  résultera  donnera  en  jours,  en  ghatikàs  (  24""  ), 
en  palas  (24^)7  ^n  prânas  (4*)>  l'intervalle  qui  devra  s'écouler  entre 
le  temps  donné  et  le  moment  de  la  conjonction. 

Levers  et  couchers  héliaques  des  planètes  et  des  étoiles.  — 
Il  est  à  peine  besoin  de  dire  que  les  astronomes  indiens  avaient 
remarqué  ces  levers  et  ces  couchers  des  planètes.  Voici  les 
quelques  remarques  qu'ils  avaient  faites  à  ce  sujet. 

Jupiter,  Mars  et  Saturne  ont  un  coucher  héliaque  dans  l'ho- 
rizon occidental  quand  ces  planètes  sont  situées  au  delà  du  Soleil, 
et  elles  ont  un  lever  héliaque  dans  l'horizon  oriental  quand  elles 
sont  en  deçà  du  Soleil.  La  inéme  chose  a  lieu  pour  V^énus  et  Mer- 
cure quand  ces  planètes  ont  un  mouvement  rétrograde.  F. a  Lune, 
dont  le  mouvement  est  plus  rapide  que  celui  du  Soleil,  a  aussi  un 
coucher  héliaque,  à  Test,  quand  elle  est  située  en  deçà  du  Soleil, 
et  un  lever  héliaque,  à  l'ouest,  quand  elle  est  au  delà  de  cet  astre. 
Il  en  est  de  même  de  Mercure  et  de  Vénus. 


V. 

LE   ZODIAQUIÎ    INDIEN. 

Nous  ircnLi'crons  pas  dans  des  disscrlalions  plus  ou  moins 
oiseuses  au  sujet  du  zodiaque  indien  que  les  uns  prélendcnl  avoir 
(Uc  imilé  des  Grecs,  tandis  que  les  autres,  avec  des  arguments  non 
moins  plausibles,  affirment  dater  d'une  époque  bien  antérieure  à 
celle  de  la  civilisation  grecque.  La  question  n'est  pas  de  savoir  si 
les  Grecs  ont  pris  leur  zodiaque  chez  les  Indiens,  mais  tout  sim- 
plement de  faire  connaître  ce  qu'est  ce  zodiaque  qui,  chose  étrange, 
est  à  peine  connu  en  Europe,  même  des  savants.  Nous  nous  bor- 
nerons donc  tout  simplement  à  en  faire  la  description. 

Au  lieu  de  nous  servir  de  l'expression  zodiaque  indien,  c'est  les 
zodiaques  indiens  que  nous  aurions  dû  dire.  En  effet,  l'Inde  pos- 
sède deux  zodiaques  :  l'un  se  rapportant  au  Soleil  et  l'autre  à  la 
Lune,  le  premier  bien  connu  et  se  composant  des  douze  signes  or- 
dinaires du  zodiaque  et  l'autre  comprenant  27  stations  se  rappor- 
tant à  la  révolution  de  la  Lune  autour  de  la  Terre. 

Voici  les  noms  des  douze  signes  du  zodiaque  en  sanskril  et  en 

français  : 

1.  Mcsha,  le  Bélier, 

2.  Vrislia,  le  Taureau, 
',].  Mitliuna,  les  Gémeaux, 
Â.  Karkati,  l'Kcrevisse, 

o.  Sinha,  le  Lion, 

6.  Kanyâ,  la  Vierge, 

7.  Tiilà,  la  Balance, 

8.  Vrislichica,  le  Scorpion, 

9.  Dhanus,  le  Sagittaire, 

10.  Makara,  le  Capricorne, 

11.  Kumbha,  le  Verseau, 

12.  Mîna,  les  Poissons. 

Les  Indiens  représentenl  ces  signes  de  la  manière  suivante  :  Les 
deux  premiers  signes  ont  la  figure  des  animaux  qui  en  sont  l'em- 
blème. 

Les  Gémeaux  sont  représentés  par  une  jeune  fille  tenant  un 
luth  et  par  un  jeune  homme  qui  es!  à  ses  côtés  et  (pii  est  armé 
d'une  massue. 
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(lancer  fl  Léo  sont  iM^spcu-livcmcnl  le  ("lalxî  cl  \r  lion. 

Une  (cmmc  dans  iiric  nacelle  (|iii  v()i;iie  est.  la  Vici'f^'^c.  D'une 
main  elle  lieiil  mie  lampe  el    (h;  raiilre  un  épi  de  li/,. 

Le  si^ue  de  la  Ualauee  nous  rnonli'e  un  homme  LcnanI  une 
halancc  (I'uikî  n)ain  cl  un  poids  de  l'aulrc. 

Le  Sa";iltaire  c'esl  rarclicr  bien  connu,  moitié  homme  moitié 
cheval. 

Le  Capricorne  c'est  une  antilope. 

Le  Verseau  est  un  homme  (pii  poite  une  cruche  sur  l'épaule  et 
qui  en  verse  l'eau  et  les  Poissons  sont  deux  poissons  tournés  en 
sens  inverse  l'un  de  l'autre. 

Tel  est  le  zodiaque  solaire  des  Indiens  qui  ne  diffère  que  bien 
peu  de  celui  que  nous  connaissons.  Quant  au  zodiaque  lunaire,  il 
n'en  est  pas  de  même,  comme  on  va  le  voir  par  ce  qui  suit. 

Nous  avons  déjà  dit  que  ce  zodiaque  se  compose  de  27  signes. 
Il  s'ensuit  donc  que  chaque  signe  a  une  valeur  de  i3*'2o'. 

Voici  les  noms  de  ces  27  signes  avec  la  signification.  Ces  noms 
sont  suivis  du  nombre  d'étoiles  contenues  dans  le  signe  parce  que, 
sur  les  représentations  indiennes  de  ce  zodiaque,  les  différentes 
parties  de  l'animal  ou  de  l'objet  représenté  contiennent  certaines 
étoiles  qu'on  reconnaîtra  pour  n'être  autres  que  celles  de  constel- 
lations bien  connues. 

ZODIAQUE    LUNAIRE. 


Etoiles 

1. 

ASVINI, 

cheval, 

3 

2. 

Bharani, 

pudendiun  muliebre, 

3 

3. 

Kritika, 

flamme, 

6 

4. 

ROHINI, 

char, 

5 

D. 

Mrigasiras, 

antilope, 

3 

6. 

Ardra, 

étoile, 

I 

7. 

Punahvasu, 

maison. 

4 

8. 

PUSHYA, 

flèche. 

I 

9. 

ASLESHA, 

roue, 

5 

40. 

Magha, 

palais, 

5 

H. 

PURVA   PHALGUNI, 

lit, 

2 

42. 

UtTARA  PHALGUNI, 

autre  lit, 

4 

13. 

Hast  A, 

une  main,^ 

5 

U. 

Ghitra, 

une  perle. 

I 

\o. 

SVATI, 

un  corail . 

3 
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l'^loilcs. 

16.  ViSACiiA,  une  ^{aulande  de  feailles,         4 

17.  Anuradiia,  un  autel,  4 

18.  Jyestha,  un  pendant  d'oreille,  3 

19.  MuLA,  une  queue  de  lion,  ii 

20.  PURVASHADHA,  Un  Sofa,  1 

21.  Uttarasiiadha,  une  défense  d'éléphant,  i 

22.  Sravana.  trois  pieds  d'homme,  3 

23.  DiiANisiiTA,  un  tambour  à  cordes,  4 

24.  Satahiiisiia,  un  bijou  rond,  91 

25.  PuRVA  RHADRAPADA.  une  tète  à  deux  faces,  1 

26.  Uttara  bhadrapada,  un  canapé,  1 

27.  Kkvati,  un  petit  tambour  à  cordes.      3i 

En  suivant  ces  signes  sur  une  carie  célesle,  on  n'a  pas  la 
moindre  difficulté  à  reconnaître  les  étoiles  qui  composent  le 
zodiaque  lunaire.  On  se  souviendra  que  chaque  signe  équivaut 
à  i3"2o'.  Si  l'on  commence  à  lire  la  carte  céleste  par  A  ries, 
on  ne  trouvera  absolument  rien;  mais  si  l'on  commence  au 
signe  suivant,  c'est-à-dire  à  Taurus,  il  en  sera  lout  autrement  et 
l'on  pourra  suivre  ce  zodiaque  lunaire  d'un  bouta  l'autre.  C'est  là, 
sans  doute,  une  preuve  de  l'antiquité  de  ce  zodiaque,  puisqu'à 
cette  époque  le  Soleil  entrait,  à  l'équinoxe  du  printemps,  dans  le 
signe  de  Taurns  et  non  dans  celui  à'Aries. 

VI. 

DES    INSTRUMENTS    ASTRONOMIQUES. 

Nous  en  arrivons  maintenant  à  une  partie  qui  est  sans  contredit 
la  plus  intéressante,  puisque  c'est  en  quelque  sorte  par  elle  que 
nous  allons  être  à  même  de  nous  former  une  idée  exacte  de  la 
manière  dont  les  anciens  Indiens  ont  réussi  à  faire  les  découvertes 
astronomiques  dont  nous  avons  parlé. 

Nous  allons  donc  passer  en  revue  l'arsenal  scientifique  des  astro- 
nomes hindous  ;  nous  verrons  qu'il  était  fort  modeste,  si  modeste 
même  qu'on  se  demande  comment  ils  ont  réussi  à  posséder  des 
connaissances  aussi  étendues  en  Astronomie.  L'astronome  indien 
Bhàskara  dit,  il  est  vrai,  que  de  tous  les  inslrumcnls  il  n'en  est  pas 
de  meilleur  (pic  le  génie,  et  je  crois,   ma  foi,  (ju'il  a  raison. 

I.r  premier  instrument  doul  parlent  les  astronomes  indiens  est 
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l)icn  connu  en  lMir()j)r  :  c'csl  la  splirrc  aiinillaire  f|iii  no  dldôic 
f;nor(î  de  la  notre  (juc  par  la  eonsliMK^lion. 

Los  sphères  arrnillaires  indiennes  sont  ^(MK'ialcnKMiL  consLrnites 
en  l)and)on  poli.  Les  cercles  sont  gradués  sur  ce  bois.  Dans  les 
hellcs  sj)hèi"es,  le  zodiacpic  est  une  larges  hande  sur  laquelle  les 
signes  sont  s(>ulplés.  Un  pelil  globe  de  bois  placé  au  centre  repré- 
sente la  'l\M're.  (]es  s|)hères,  comme  les  noires,  contiennent  tous 
les  principaux  cercles:  zodiaque,  écliptique,  écjuateur,  etc.,  etc. 
Il  est  donc  inutile  d'en  dire  plus  à  ce  sujet. 

J^'instrument  qui  va  maintenant  nous  occuper  est  d'une  con- 
struction fort  simple,  quoique  d'une  utilité  incontestable. 

Il  est  évident  qu'un  des  principaux  besoins  de  l'astronome,  c'est 
de  connaître  les  points  cardinaux.  Or  voici  la  méthode  dont  se 
servent  les  astronomes  indiens. 

Sur  une  pierre  parfaitement  horizontale  ABGD  {^fig-  i),  ou  sur 
une  planchette  de  niveau,  on  décrira  un  cercle  de  rayon  quel- 
conque. Au  centre  O  de  ce  cercle  on  placera  un  style  OS. 

Quelques  minutes  avant  midi,  on  marquera  sur  la  pierre  le  point 
où  l'ombre  projetée  par  le  style  coupe  le  cercle  soit  E;  le  même 
nombre  de  minutes  après  midi  s'étant  écoulé,  on  marquera  de 
nouveau  le  point  où  l'ombre  touche  le  cercle  en  E'.  On  joindra 

Fig.  i. 


alors  E  et  E'à  O  et  on  divisera  l'angle  EOE  en  deux  parties  égales 
par  la  ligne  OH.  On  prolongera  cette  ligne  jusqu'à  ce  qu'elle  coupe 
le  cercle  en  N  et  la  ligne  NH  sera  la  ligne  Nord-Sud,  le  point  H 
étant  évidemment  le  Sud  et  N  le  JNord.  La  ligne  IIP  passant  par 
le  centre  O,  et  perpendiculaire  à  la  droite  ÎSII,  donnera  la  ligne 
Est-Ouest,  Pétant  l'Est  et  R  l'Ouest.  De  là,  on  déduira  facilement 
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loulcs  les  aires  de  vent  du  coinj)as,  comme  on  peut  du  reste  le  faire 
et  comme  nous  l'avons  souvent  fait  avec  une  montre;  puisque  la 
petite  aiguille  passe  deux  fois  dans  vingt-quatre  heures  successi- 
vement par  tous  les  points  de  la  rose  des  vents,  il  s'ensuit  qu'à 
n'iniporLc  (pjcl  instant  du  jour,  en  pointant  la  petite  aiguille  vers 
le  Soleil,  le  point  sud  doit  se  trouver  sur  la  bissectrice  de  l'angle 
formé  par  la  petite  aiguille  et  la  ligne  qui  joint  le  centre  du  cadran 
au  chiffre  Xll.  C'est  donc  là  encore  le  système  hindou  ('). 

Les  astronomes  indiens  se  servaient  beaucoup  du  gnomon. 
C'est  du  reste,  comme  on  le  sait,  un  instrument  aussi  utile  que 
simple.  En  général,  les  gnomons  indiens  ont  d'assez  grandes  di- 
mensions, quoique  le  style  soit  liabituellement  assez  petit.  C'est 
avec  ces  gnomons  que  les  Indiens  calculent  les  azimuts  et  les 
hauteurs  des  astres  et  surtout  du  Soleil. 

Ils  ont  aussi  des  gnomons  dont  la  surface  polie  reflète  les  astres. 
Dans  ce  cas,  le  style  se  reflète  aussi  dans  cette  espèce  de  miroir 
sur  lequel  on  a  tracé  des  lignes  ou  tendu  des  fils  croisés  qui  per- 
mettent de  suivre  l'astre  avec  une  grande  facilité  et  qui,  avec 
l'habitude,  donnent  de  bons  résultats. 

Dans  ce  cas^,  il  faut  que  l'œil  reste  constamment  à  la  même 
place.  Cela  peut  s'obtenir,  comme  j'ai  vu  un  Hindou  le  faire,  en 
plaçant  devant  ce  gnomon,  dont  les  dimensions  sont  généralement 
petites,  une  planchette  percée  d'un  petit  trou  par  lequel  l'œil 
regarde.  Quand  l'observation  demande  une  plus  grande  précision, 
on  place,  à  l'endroit  de  ce  trou,  un  petit  tube  de  bambou  qui  fait 


(')  Cette  méthode  m'a  été  indiquée  en  18G9  par  un  capitaine  suédois  delà  ma- 
rine marchande.  Depuis  lors,  je  l'ai  souvent  pratiquée  et  je  l'ai  enseignée  à  un 
grand  nombre  de  jeunes  gens.  Elle  est  d'une  application  extrêmement  facile.  Il 
suffit  que  le  Soleil  soit  visible,  que  la  montre  dont  on  se  sert  soit  bien  réglée  et 
qu'elle  indique  l'heure  moyenne  du  lieu  et  non  celle  du  premier  méridien  à  moins 
qu'on  n'en  soit  pas  fort  éloigné.  On  peut  aussi  négliger  l'équation  du  temps  qui 
ne  causera  jamais  une  erreur  de  plus  de  2°.  Pour  connaître  le  sud  et,  par  suite, 
toutes  les  aires  de  vent,  dirigez  la  petite  aiguille  de  la  montre  vers  le  Soleil  et 
divisez  en  deux  parties  égales  l'angle  formé  par  cette  aiguille  et  la  ligne  qui  joint 
le  centre  du  cadran  au  chiffre  XII.  La  bissectrice  indiquera  la  ilirection  de  la 
ligne  sud-nord.  Supposons  que  la  petite  aiguille  soit  sur  la  douzième  minute, 
soit  entre  i''  et  3*",  le  sud  sera  sur  la  ligue  (|ui  passera  par  le  centre  du  cadran  ol 
la  sixième  division. 

On  voit  que  c'est  là  aussi  un  moyen  facile  de  corriger  le  compas  de  la  varia- 
lion. 
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iilors  I  ollicc  (ruiic  liiiicllr  |);ii'  l;i(jii('ll('  \'(i'.\\  vise  loiijoiiis  le  iiirmc 
ciiain|)  (1(1  gnomon . 

Lcslylc  (les  i^iionioMs  liiiidoiis  se  coruposc  i;(''ri(''Fnl(;m(Mil  d Un 
inorcc;ni  d  inoiic  loiinir  cl   hicii  ('alil)i(''  du  Imiil    en  has. 

On  IroiiNc  aiisM  clic/,  les  asi  loiiomcs  indiens  des  dcini-cerclcs 
cl  des  (juarls  de  (MîI'cIc  (iiii  sci'ncmI  à  la  niesiii-e  des  angles.  Ils 
cni|)l()iciil  aussi  1res  rréquernmcul  le  cer(de,  (prils  diviseiiL,  comme 
MOUS  le  Taisons,  eu  3()o". 

Pour  s(;  servir  do  ce  cerelcj  ils  l'aUaclienl  par  un  fil  ou  par  une 
(diaincLle  qui  peut  se  mouvoir  sur  la  circonférence,  de  sorte  (pi'on 
peut  fixer  le  cercle  à  tel  ou  tel  degré.  Ces  cercles  ont  au  (-entre 
un  petit  axe  métallique  qui  sert  à  viser  ou  (jui,  dans  le  cas  du  So- 
leil, projette  une  ombre  sur  le  cercle  qu'on  a  soin  de  maintenir 
dans  le  jdan  de  cet  astre.  Cette  ombre  projetée  donne  facilement 
la  hauteur  du  Soleil. 

Les  Hindous  déterminent  aussi  l'instant  du  passage  du  Soleil 
au  méridien  et  par  suite  la  ligne  Nord-Sud  au  mojen  de  l'ombre 
projetée  par  le  style  du  gnomon.  En  effet,  lorsque  cette  ombre 
projetée  atteint  son  minimum,  c'est  que  le  Soleil  est  à  son  maxi- 
mum d'élévation  et,  [)ar  conséquent,  au  méridien.  Les  astronomes 
hindous  suivent  la  courbe  sur  le  gnomon  et  marquent  les  points 
où  l'ombre  s'arrête. 

J'ai  essayé  cette  méthode  moi-même  en  faisant  projeter  l'ombre 
d'un  petit  style  sur  uue  feuille  de  papier  collée  sur  une  planche  et 
divisée  en  petits  carrés  et  je  suis  arrivé  ainsi  à  des  résultats  fort 
satisfaisants.  La  plus  grande  cause  d'erreur  provient  de  la  pé- 
nombre qui  entoure  le  style  et  qui  est  d'autant  plus  marquée  que 
la  lumière  est  moins  vive. 

Les  astronomes  de  l'Inde  se  servent  aussi  de  cercles  gradués  en 
36o°  et  au  centre  desquels  ils  fixent  une  sorte  d'aiguille  ou 
de  lunette  sans  verre  qui  permet  de  viser  tel  ou  tel  astre.  Pour 
mesurer  la  hauteur  du  Soleil  à  l'aide  de  ces  cercles,  on  fixe  au 
centre  un  petit  axe  métallique.  En  tenant  le  cercle  dans  le  même 
plan  que  le  Soleil,  l'ombre  projetée  j)ar  ce  pclil  axe  sur  le  cercle 
sert  à  indiquer  la  hauteur. 

On  voit  aussi  aux  Indes  des  demi-cercles  et  des  quarts  de  cercle 
qu'on  emj)loie  à  peu  près  de  la  même  manière  que  le  cercle. 

Nous  allons  voir  luaintcnanl   comment   les  astronomes   indiens 
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in-esurent  le  temps.  Ils  divisent  le  jour  et  la  nuit  en  douze,'  heures 
cliaciin. 

Jls  divisent  leurs  heures  en  qkonf^s,  espace  de  temps  d'environ 
'11  minutes  et  demie.  Il  s'ensuit  qu'il  y  a  32  ghongs  dans  le  jour 
et  le  même  nombre  de  ghongs  dans  la  nuit,  ou  en  tout  64  ghongs 
pour  les  vingt-quatre  heures. 

Huit  de  ces  ghongs  font  urj  jjore.  Il  y  a  donc  /{pores  dans  le 
jour  et  4  dans  la  nuit,  ce  qui  fait  en  tout  S  pores.  On  peut  donc 
dire  qu'un /;o/7?  est  un  espace  de  trois  heures. 

L'instrument  dont  on  se  servait  le  plus  communément  autrefois 
et  dont  se  servent  encore  nombre  d'astronomes  que  la  civilisation 
européenne  n'a  pas  encore  atteints  est  la  clepsydre. 

Cette  clepsydre  se  compose  d'un  vase  en  cuivre  A{Jig.  'i)  percé 


Fig.    2, 


à  sa  partie  inférieure  d'un  petit  trou  B  et  qu'on  place  sur  l'eau 
contenue  dans  un  récipient  G.  Naturellement,  le  vase  A  finit  par 
s'emplir  puisque  l'eau  du  vase  C  y  pénètre  peu  à  peu  par  l'orifice 
B  et  il  arrive  un  certain  moment  où  le  vase  A  s'enfonce  soudai- 
nement dans  le  vase  G  dont  il  vient  frapper  le  fond.  Le  bruit  ainsi 
produit  s'appelle  le  premier  ghong.  Ge  ghong  est  en  général  une 
période  d'un  peu  moins  d'une  demi-heure.  Il  est  évident  qu'on 
peut  faire  varier  la  durée  de  cette  mesure  en  élargissant  ou  en  ré- 
trécissant l'orifice  B. 

Bemarquons  que  la  clepsydre  permet  de  mesurer  le  temps  avec 
une  très  grande  exactitude,  surtout  si  l'on  apporte  un  certain  soin 
à  la  construction  du  vase  intérieur. 

11  y  a  encore  une  clepsydre  dont  les  astronomes  se  servent 
communément  et  qui  est  pourvue  d'une  échelle  (jui  donne  les 
petites  divisions  du  temps  ou  les  fractions  de  ghongs. 
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Lllt;  se  coinixtsc  d  un  cNlmdrc  (  iciix  \  [x  rc<';  (J'iiii  pclil  don  H 
( y/^".  3)  p;ir  l('(Hi('l  l'eau  s  écoule  dans  un  vas(*  inlV-nenr  (j. 
L'éelielU*  graduée  osl  fixéo  an  cyliudi-e  A.  (Ir.s  clepsydres 
eonlieuneni  ni]  ^/ion<^.  J'i^n  ai  un(;  dont  ré(diell(!  est.  (ix(';e  à  l'in- 
léiieur  du  vase  (  >,  (  )n  cornple  alors  le;  lein|)S  par  r(''l(''vaLion  de  Tfîan 
dans  ce  vase. 

Kie.  ;i. 


Au  nombre  des  instruments  qui  servent  à  la  mesure  du  temps, 
il  j  a  aussi  des  roues  dont,  paraît-il,  on  se  sert  encore  aux  Indes, 
et  qui  sont  assez  curieuses.  Je  regrette  de  ne  les  avoir  jamais  vues, 
chose  peu  étonnante,  du  reste,  car  les  Hindous  regardent  ces 
machines  comme  des  choses  merveilleuses  dont  on  ne  doit  pas 
permettre  la  vue  aux  profanes.  Je  ne  décrirai  ici  qu'une  de  ces 
roues  dont  parle  Bhâskara. 

On  remarquera  qu'elle  ressemble  fort  à  une  invention  des  cher- 
cheurs de  mouvement  perpétuel. 

Or,  comme  Bhâskara  en  donne  une  description  détaillée,  on 
verra  que  nous  ne  sommes  pas  en  présence  d'une  invention  mo- 
derne. 

Bhâskara  dit  que,  lorsqu'on  a  jnis  celte  roue  en  mouvement, 
elle  tourne  toute  seule,  mais  il  ne  dit  pas  qu'elle  continue  de 
tourner  sans  jamais  s'arrêter. 

Voici  en    quoi   elle    consiste  :  Elle   se    compose  {  fiî^'-  4)  d'un 


ll'J. 
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cercU;  cii  huis  très  Icj^er  A,  ajanl  à  son  ceiiLic  un  axe  B  qui  icpuse 
sur  deux  tourillons.  Tout  autour  de  cette  roue,  on  fixe  de  petits 
tubes  de  hois  bien  calibrés,  r/,  /y,  r-,  d,  etc.,  etl'on  a  soin  que  l'axe 
de  ces  tubes  s'écarte  du  centre  du  la  roue.  Cet  écartcment  de  l'axe 
doit  être  le  même   pour  tous  les  tubes.  Cela  fait,  on  remplit  ces 

Kig.  4. 


tubes  de  mercure  jusqu'à  leur  milieu,  après  quoi  on  ferme  hermé- 
tiquement les  tubes.  Il  faut  avoir  grand  soin  que  chaque  tube 
renferme  exactement  la  même  quantité  de  mercure.  La  roue 
tourne  dans  le  sens  de  la  flèche. 

Un  Hindou  de  mes  amis,  qui  habite  Madras,  m'assure  cpTil  a  vu 
plus  d'une  fois  ces  roues  en  mouvement  et  qu'elles  donnent  de 
bons  résultats  au  point  de  vue  de  la  mesure  du  temps  que  l'on 
évalue  par  le  nombre  des  révolutions  de  la  roue.  11  ajoute  que 
plusieurs  de  ces  roues  enregistrent  le  nombre  de  révolutions 
(pi'elles  font  et  qui  correspond  à  un  temps  donné. 

Ici  s'arrête  cet  article  déjà  trop  long  et  pour  lequel  nous  de- 
mandons l'indulgence  du  lecteur.  C'est  un  peu  à  regret  que  nous 
laissons  de  côté  une  foule  de  choses  que  nous  aurions  plaisir  à 
mettre  au  jour;  malheureusement,  cela  nous  forcerait  de  sortir 
des  limites.  [\uit-ètre,  un  jour,  reviendrons-nous  sur  cet  inté- 
ressant sujet. 
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coMi»Ti:s  KEiNDUS  i:t  analyses. 

TISSEKAM)  (K.  ).  —  Tiivrn-  m:  MiicAMguK  ci-lksth.  T.  Il,  in-r,  xiv-')5'2  p. 

(jauthior-Villars  cl  fils,  i89[. 

Le  second  \'<)luinr  du  nouvcini  7'/v///r  de  Mécanique  a'tlesle 
est,  r.ommc  nous  le  picîsscnliotis  en  analysant  le  prcMuicr  ('), 
plus  riche  encore  de  Tails  nouveaux.  J^es  théories  relatives  à  la 
figure  des  corps  eélesles  ont  fait,  dans  ces  dernières  années,  par 
les  travaux  d'un  grand  nombre  de  géomètres,  d'importants  pro- 
grès, et  le  perfectionnement  des  observations  a  permis  de  soule- 
ver, relativement  au  niouvenient  de  rotation  de  la  Terre,  des 
])roblèmes  dont  la  solution,  sans  doute,  est  encore  réservée  à 
l'avenir,  mais  à  un  avenir  prochain,  de  sorte  qu'il  y  a  le  plus 
grand  inlérét  à  pousser  l'élude  mathématique  de  ce  mouvement 
notablement  plus  loin  qu'on  ne  l'avait  fait  jusqu'au  milieu  du 
siècle  actuel. 

D'autre  part,  M.  Tisserand  a  voulu  que  son  livre  présentât,  par 
l'enchaînement  même  des  idées,  un  tableau  fidèle  des  progrès 
successifs  des  théories  qui  en  font  l'objet.  L'ordre  qui  en  résulte 
est  tel  que  la  lecture  de  ce  second  Volume,  consacré  à  des  ques- 
tions qui  sont,  à  bon  droit,  regardées  comme  les  plus  ardues  de 
la  Mécanique  céleste,  est  vraiment  aussi  facile  et  simple  que  celle 
du  premier. 

M.  Tisserand  ne  s'est  pas  borné  à  l'exposé  des  méthodes  et  des 
développements  analytiques;  il  en  a  fait  la  critique  avec  le  plus 
grand  soin,  de  sorte  que  son  livre  offre  à  la  fois  le  tableau  de 
l'état  de  la  Science  relativement  à  la  figure  et  au  mouvement  de 
rotation  des  astres,  mais  aussi  l'indication  toujours  claire  et  pré- 
cise de  ce  qui  reste  à  faire  sur  ce  sujet. 

En  raison  de  la  date  récente  d'un  grand  nombre  des  travaux 
rassemblés  dans  ce  Volume  et  du  peu  de  diffusion  qu'a  eu  trop 
longtemps  l'admirable  Ouvrage  de  Clairaut  auquel  M.  Tisserand 
a  restitué  ici  la  place  d'honneur  qui  lui   est  due,   il  nous  a  paru 

(')  Voir  Bulletin  des  Se.  math.,  juillet  1889. 
Bull,  des  Sciences  malhém.,  2'  série,  l.  XVII.  (Juillet  iSgS.)  14 
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indispensable   de   donner  à  l'analyse  du  Tome  II   [)liis  d'étendue 
que  nous  ne  l'avions  fait  pour  le  Toine  1. 

Nous  diviserons  cette  analyse  en  dix  Seelions  comme  il  suit  : 

l  (CIjap.  I  à  V).  J^^tude  de  l'attraction  d'un  corps  sur  un  point 
suivant  la  loi  de  JN(îwt()n.  —  1!  ((^Iiap.  V^I  à  XI).  Figures  el- 
lipsoïdales ou  annulaires  d'équilibre  d'une  masse  fluide  homo- 
gène. —  Hl  (Fin  du  (]lia[).  IX  et  Ghap.  XII).  Travaux  de  Max- 
well sur  Tanneau  de  Saturne.  —  IV  (Chap.  XIII  à  XV).  Théorie 
de  Clairaut  de  l'équilibre  d'une  masse  fluide  hétérogène.  — 
V  (Chap.  XVI  et  XVII).  Fonctions  de  Legendre  et  de  Laplace. 
—  VI  (Chap.  XVIII  et  XIX).  Théorie  de  Laplace  de  l'équilibre 
d'une  masse  fluide.  —  VII  (Chap.  XX  et  XXI).  Résumé  des  ré- 
sultats géodésiques.  —  VIII  (Chap.  XXII  à  XX VU).  Mouvement 
de  rotation  de  la  Terre,  fixité  des  pôles,  constance  du  jour  sidéral  ; 
précession  et  nutation.  —  IX  (Chap.  XXVIII).  Libralion  de  la 
Lune.  —  X  (Ghap.  XXIX  et  XXX).  Travaux  relatifs  à  la  rotation 
de  la  Terre  dans  diverses  hypothèses  sur  l'état  physique  de  sa 
masse  interne.  Variation  de  la  hauteur  du  pôle.  Examen  de  1  effet 
produit  par  divei'ses  modifications  de  la  distribution  de  la  masse 
et  par  diverses  actions  s'exerçant  à  la  surface.  Ces  deux  derniers 
Chapitres  ont  été  rédigés  par  M.  Radau. 

I.  Les  cinq  premiers  Chapitres,  consacrés  à  l'étude  de  l'attrac- 
tion d'un  corps  sur  un  point  suivant  la  loi  de  Newton  sont  une 
introduction  nécessaire  aux  questions  traitées  dans  la  suite  de 
l'Ouvrage. 

Les  intégrales  triples,  qui  représentent  les  composantes  de  cette 
attraction  suivant  trois  axes  rectangulaires,  peuvent  être  rempla- 
cées, si  le  corps  est  homogène,  par  des  intégrales  doubles,  utilisées 
par  Gauss,  étendues  à  toute  la  surface  du  corps.  Elles  sont,  par 
rapport  aux  coordonnées  du  point  attiré,  les  dérivées  partielles 
du  potentiel  V,  dont  l'emploi  fournit  aussi  des  expressions 
simples  des  composantes  de  l'attraction  suivant  les  directions 
qui  s'offrent  naturellement  en  coordonnées  polaires.  Si  le  point 
s'éloigne  indéfiniment,  le  produit  Yr  tend  vers  la  masse  du  corps. 
Une  expression  simple,  due  cà  Gauss,  du  potentiel  dun  corps  ho- 
mogène, a  ét(''  utilisée  récemment  par  M"'^  Kowalewski. 
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Si  le  point  esl  cxlrilciii',  on  ohlicnl  l'cMjualion 

()^\        0'^\        ô^\ 
dx'i         dy^         dz^ 

La  Lranslbrnialion,  duc  à  Lanic',  (l(;  celle  é(j nation  en  coordon- 
nées orthogonales  s'a|)pli(|nc  aisc-ment  anx  coordonnées  polaires, 
et  an  cas  on  nn  jjoint  est  délim  par  Mois  splières  |)assanl  par 
Torli^lne  et  ayant  Icnis  eenires  snr  les  trois  axes.  Si  le  point  fait 
partie  de  la  masse  dn  corps,  il  est  nécessaire  de  définir-  à  non-- 
vcan  les  Ibnctions  X,  Y,  Z,  V;  lenrs  expressions  en  coordonnées 
polaires  montrent  qn'elles  sont  finies  et  continues;  elles  satisfont 
aux  mêmes  relations  que  dans  le  premier  cas,  sauf  à  Ao  V  =  o.  Si 
N  désigne  la  normale  extérieure  à  l'élément  de  surface  cH  et  11  la 

— ~^r — ^^^ 

est  o,  4'^  ou  2"^?  suivant  que  le  point  est  extérieur  ou  intérieur,  ou 
situé  sur  la  surface. 

Si  le  point  est  intérieur,  il  convient  de  donner  à  —  une  forme 

'  Ox 

qui  permette  le  calcul  de  -— -•  On  en  déduit  que  toujours 
X  =  f"^  y-  et  que  Ao  V  =  —  4'^p?  équation  due  à  Poisson.  La  dé- 
monstration suppose  seulement  que,  dans  une  sphère  très  petite, 
ajant  pour  centre  le  point  attiré,  les  dérivées  de  la  densité  soient 
continues  et  les  dérivées  secondes  finies.  Une  des  dérivées  se- 
condes du  potentiel  est  discontinue  quand  le  point  traverse  la  snr 
face.  A  propos  de  l'attraction  d'une  masse  distribuée  sur  une 
surface,  on  montre  sur  des  exemples  particuliers  ce   théorème  de 

Glausius  que 

/ô\\  /d\ 


Le  Chapitre  II  se  termine  par  l'introduction  du  potentiel  loga- 
rithmique   /plog-c/3'  du  à   IN'eumann,    utilisé   pour    l'étude    de 

l'attraction  d'un  cvlindre  droit  sur  un  point  de  sa  section  moyenne, 
même  dans  le  cas  où  la  hauteur  de  ce  cylindre  croît  indéfini- 
ment. 

La   considération   des   surfaces    de  niveau   Y  =^  consl.    facilite 
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l'étude  (le  rallrarlion.  l^^n  (;lia(|ii(;  |)()iril.  de  Vwuo  d'elles,  l'aLliae- 
lion  lui  est  normale  et  varie  en  raison  inverse  de  la  distance  à 
une  surface  de  niveau  infiniment  voisine.  Jj'emploi  d'un  théo- 
rème de  Gauss  permet  de  nionlrer,  d'après  Chasies,  qu'en  dési- 
gnant par  [JL  la  masse  d'un  canal  reliant  orlhogonalement  deux 
éléments  de  deux  surfaces  de  niveau,  la  diOérence  des  valeurs  de 
l'attraction  sur  ces  éléments  est  /[Tz/y..  En  répandant  sur  les 
points  d'une  surface  de  niveau  une  matière  de  densité  propor- 
tionnelle à  l'attraction  en  ces  points,  on  obtient  une  couche  de 
niveau.  La  différence  des  masses  de  portions  correspondantes  de 
deux  couches  est  égale  à  la  masse  attirante  contenue  dans  le  canal 
orthogonal  qui  les  relie.  11  s'ensuit  qu'une  couche  exerce  sur  un 
point  intérieur  une  action  égale  et  opposée  à  celle  de  la  partie  du 
corps  attirant  qui  lui  est  extérieur,  et  sur  un  |)oint  extérieur  une 
action  égale  à  celle  de  la  partie  du  corps  qui  lui  est  intérieur. 
Green  avait  déduit  aisément  ces  propriétés  des  deux  théorèmes  de 
la  plus  haute  importance  qui  ont  gardé  son  nom. 

En  employant  des  coordonnées  polaires  ayant  pour  pôle  le  |)oint 
attiré,  Lagrange  ramène  à  des  intégrales  simples  le  potentiel  et 
les  composantes  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homogène  sur  un 
point  intérieur.  J3e  ce  (pie  ces  composantes  demeurent  constantes 
quand  les  axes  de  l'ellipsoïde  varient  dans  un  même  rapport,  il 
résulte  (pie  l'action  d'une  couche  homogène  comprise  entre  deux 
ellipsoïdes  concentriques  homogènes  est  nulle.  Une  substitution 
due  àJacohi  donne  aux  intégrales  des  formes  élégantes;  une  autre 
les  ramène  à  des  intégrales  elliptiques.  Ivory  a  ramené  le  cas  où 
le  point  est  extérieur  au  calcul  de  l'action  d  un  ellipsoïde  homo- 
focal,  de  même  densité,  passant  par  ce  point.  Une  démonstration 
de  Gauss  est  fondée  sur  les  expressions  des  composantes  données 
au  début  de  l'Ouvrage.  La  méthode  donne  aussi  le  polenliel. 
M.  Tisserand  se  borne  à  signaler  la  méthode  géométrique  de 
Chasies  et  celle  de  Dirichlet  fondée  sur  l'emploi  iVun  facteur  de 
discontinuité  et  renvoie  à  History  of  tJie  théories  of  attraction 
and  the  figure  of  tlie  Eartli  de  Todhunter. 

Si  l'ellipsoïde  homogène  est  de  révolution,  les  intégrales  de 
Lagrange  et  d'Ivory  s'expriment  par  des  fonctions  circulaires 
inverses  ou  j)ar  des  logarilhmes,  suivant  que  l'ellipsoïde  est  aplati 


COMPTI'S    KKNDIIS    K ï    ANAI.VSHS.  177 

on  mIIoiii;*'.  Des  (l(''V('l()|»|H'm('iils  en  scrics  inoiil  iciit  (|ii  en  un  poiul 
(le    II    Miiriicc   sihu''  à    l;i   hililiidc  doiil    le   sinus  est        1  l';il  I  rac.l  loii 

csl  I;i  mriii('(|ii('  >i  l;i  iniissc  ('•! ;ii I  (oikIciisi'c  :iii  cciilrc.  Apfrs  avoii" 
('Liidi'^  l';illr;i("li()u  de  'divci'S  solides  sur  des  poiiils  j);irl  iciillcrs, 
M.  risscriind  d('lci-iniii('  le  solide  de  n' vol  11 1  ion,  de  unisse  donnée, 
(|ni  e\ei((î  hi  plus  grandi'  alliaelion  sur  le  poinl  on  l'axe  eon|)(;  la 
snrfaee. 

M.  Les  Cliapilres  VI,  Vil,  VIII,  X,  XI  (;l,  nne  partie  du  Clia- 
pili'e  IX  so  rapportent  à  la  figui-c  d'étjuilihre  d'une  masse  lluide 
liomoqène. 

Si  les  foi-ees  (pii  sollicitent  les  molécules  d'une  masse  (luide 
ont  un  jiotenliel  V,  (jne  celte  masse,  animée  d'un  mouvement  de 
rotation  uniforme,  ait  une  vitesse  angulaire  o)  autour  de  l'axe  des 
X  et  soit  en  équilibre  r(datif,  on  a,  pour  loiite  suiface  de  niveau, 

en  particuli(M-  pour  la  surface  extérieure,  V+  —  (jK^  H~  ^')^^  const. 

Si  X,  Y,  Z  sont  les  composantes  de  Faction  des  molécules  sur 
l'une  d'elles  suivant  la  loi  de  Newton  et  que  <I>  (x,  y^  z)  =  o  soit 
l'équation  de  la  surface  extérieure,  on  a 

ôx  dy  dz 

X,  Y,  Z  dépendent  de  ^  d'après  les  formules  compliquées  données 
au  Chapitre  I;  on  ne  peut  que  rechercher  si  des  figures  données 
sont  admissibles. 

On  trouve  qu'un  ellipsoïde,  de  révolution  autour  de  son  petit 
axe,  est  une  figure  d'équilibre,  pourvu  que  to  soit  assez  petit.  Pour 
une  masse  donnée  du  corps,  on  trouve  même,  dans  ce  cas,  deux 
ellipsoïdes,  dont  l'un  tend  vers  une  sphère  quand  w  tend  vers  o 
et  l'autre  vers  un  disque.  En  un  point  de  la  surface  la  pesanteur 
est  normale  et  inversement  proportionnelle  à  la  distance  du  centre 
au  plan  tangent.  Les  surfaces  de  niveau  sont  homothétiques. 
L'aplatissement  est  à  peu  près  les  J  du  rapport  de  la  force  centri- 
fuge à  la  pesanteur  en  un  point  de  l'équateur,  formule  qui,  appli- 
quée à  la  Terre,  à  Jupiter,  à  Saturne,  donne  pour  chacun  de  ces 
astres  un  aplatissement  trop  forl.  Si  l'on    se  donne,  à  la   fois,  la 
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masse  et  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement,  il 
n'y  a  qu'un  ellipsoïde  possible. 

M.  Tisserand  démontre,  d'après  I^iouville,  ce  théorème  de 
Jacobi  qu'un  ellipsoïde  à  axes  inégaux  peut  aussi  être  une  figure 
d'équilibre  si  o)'-  est -<  o,  iS'^op.  2  7:/p.  Si  o)  tend  vers  o,  cet 
ellipsoïde  tend  à  prendre  la  forme  d'une  aiguille  à  peu  près  ronde 
tournant  autour  d'une  droite  perpendiculaire  à  sa  direction.  Si,  au 
lieu  de  se  donner  03,  on  se  donne  la  masse,  on  trouve  soit  une 
seule  figure  d'équilibre,  ellipsoïde  de  révolution,  soit  un  tel  ellip- 
soïde et  un  autre  à  trois  axes  inégaux. 

Un  cylindre  elliptique  indéfini  est  aussi  une  figure  d'équilibre, 
s'il  tourne  autour  de  son  axe. 

M.  Poincaré  a  démontré,  en  partant  du  théorème  de  Green,  que 
si  o)-  est  >-  ifr^o^  il  j  a  des  points  où  la  résultante  des  forces  est 
dirigée  vers  l'extérieur,  de  sorte  que  l'équilibre  relatif  est  impos- 
sible quelle  que  soit  la  forme  des  corps. 

M.  Roche  a  discuté  en  1849  l'équilibre  d'un  ellipsoïde  fluide 
homogène,  animé  d'une  rotation  uniforme,  en  supposant  que,  outre 
leurs  actions  mutuelles,  les  molécules  subissent  l'attraction  d'un 
point  éloigné  situé  dans  l'équateur,  que  l'ellipsoïde  ait  une  révo- 
lution circulaire  autour  de  ce  point,  de  même  durée  que  la  rota- 
tion. C'est  à  peu  près  le  cas  de  la  Lune.  M.  Roche  néglige  le  cube 
du  rapport  des  dimensions  de  l'ellipsoïde  à  sa  distance  au  point 
éloigné.  L'équilibre  serait  possible  pour  un  ellipsoïde  à  trois  axes 
inégaux  tournant  autour  du  plus  petit,  le  plus  grand  étant  tourné 
vers  la  Terre  et  le  rapport  des  aplatissements  des  deux  sections 
méridiennes  étant  de  quatre  à  un. 

Une  partie  du  Chapitre  IX  et  le  Chapitre  X  sont  consacrés  aux 
figures  annulaires  d'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène  ana- 
logue à  l'anneau  de  Saturne,  dont  les  éléments  sont  soumis  à  leurs 
actions  mutuelles,  à  l'attraction  de  la  planète  et  la  force  centrifuge. 
L'analyse  de  Laplace  est  fondée  sur  la  substitution  à  l'anneau, 
dans  le  calcul  de  son  action  sur  un  de  ses  points,  d'un  cylindre 
indéfini  ayant  pour  section  droite  la  petite  section  méridienne 
passant  par  ce  point.  Pour  l'équilibre,  le  rapport  des  densités  de 
l'anneau  et  de  Saturne  devrait  êlre  plus  grand  que  1,89  ou  o,55 
pour  les  deux  anneaux  intérieur  et  extérieur.  Le  théorème  do 
M. Poincaré    cité    plus   haut    conduit   aux   limites    beaucoup  ]:)lus 
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faibles  j'j,,  7,1,;.   I.aphicc   nionltc  (r;iillciii  s   ([iic   I  ;itiii(':iii  scraiL  iii- 
slahle. 

M"""  S.  Kou  iilcw  ski  a  l'cpns  la  (|ii('sli()ii  en  supposunl  rariiif;aii 
cnj;en(li"(''  par  iiik;  coinlx'  peu  (IiIIcmciiIc  (rime  (•lli|)>('  l.oiiiiiauL 
auloiir  (lune  droilc  paralh'-lc  à  son  pelil.  axe  c.r  ^ .  Désignant 
|)ai'  ■j/,/',  el  i /]■^  les  eooidoiiiK'es  (11111  poiiiL  de  la  sni'Cacc,  où  ':'/ 
est  1111  pelil   iioinhre  live,  elle  pose 

y= — cos  ^         et         .T)  —  a  siiW+ a'sin 'j>  /  H- a'siii  3  /  .... 

Si  l'on  s'en  tient  au  premier  terme,  on  retrouve  l'ellipse  de  La- 
place.  L'emploi  des  deux  premiers  donne  deux  fig^nres  d'équilibre  : 
une  courbe  ovoïde  tournant  la  pointe  vers  Saturne  et  une  seconde 
courbe  analogue  tournée  tantôt  dans  le  même  sens,  tantôt  en  sens 
contraire. 

Si  l'on  ne  tient  pas  i-omple  de  l'attraction  d'une  masse  exté- 
rieure, on  est  en  face  d'un  problème  analogue  à  celui  de  l'équilibre 
d'une  nébuleuse  homogène,  problème  diflerent  d'ailleurs  de  celui 
qu'ofTre  la  théorie  cosmogonique  de  Laplace,  puisque  la  nébuleuse 
de  Laplace  devait  être  fortement  condensée  au  centra.  M.  Poin- 
caré  a  démontré  ce  théorème  énoncé  par  Thomson  et  Tait  que 
parmi  les  figures  d'équilibre  il  j  a  un  anneau  de  révolution. 
M.  Tisserand  décompose  l'énergie  potentielle  en  deux  parties,  cal- 
cule la  principale  d'après  une  indication  de  M.  Callandreaii  et  tiouve 
un  résultat  conforme  à  celui  que  donne  l'analjse  de  ]M'"'^Kowaleski 
quand  on  néglige  la  masse  de  Saturne.  A  la  fin  du  Chapitre  XI, 
M.  Tisserand  résume  les  conclusions  du  Mémoire  publié  par 
M.  Poincaré  au  Tome  VII  des  Acta  inalhematlca  et  rappelle  les 
travaux  de  LiapounofT,  Matthiessen  et  quelques  autres. 

III.  La  fin  du  Chapitre  IX  et  le  Chapitre  XII  renferment  l'expo- 
sition des  travaux  de  Maxwell  sur  l'anneau  de  Saturne. 

Supposant  d'abord  que  cet  anneau  soit  rigide,  Maxwell  trouve 
que,  s'il  était  homogène,  il  serait  instable,  et  M.  Radau  a  montré 
qu'un  tel  anneau  ne  pourrait  être  stable  que  s'il  j  avait  dans  sa 
masse  des  variations  de  densité  considérables,  ce  qui  ne  paraît  pas 
conforme  à  la  réalité.  M.  Hirn,  en  1872,  est  arrivé,  sans  avoir  con- 
naissance des   travaux  de  Maxwell,  à  conclure,  comme  lui,  qu'un 
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anneau  solide  mince,  comme  celui  de  Salurne,  ne  résisLerail  pas 
aux  énormes  pressions  auxquelles  il  serait  soumis. 

L'anneau  ne  pouvant  être  solide,  Maxwell  le  considère  comme 
formé  de  satelliles  de  même  masse,  mobiles  d'un  mouvement 
d'ensemble  dans  un  même  plan,  placés  vers  les  sommets  d'un  j^olj- 
gone  régulier  concentrique  à  Saturne  et  s'écartant  j)eu  de  ces 
positions  relatives.  Le  problème  se  ramène  de  suite  à  la  résolution 
d'une  équation  de  degré  4/>  dont  les  racines  doivent,  pour  la  sta- 
bilité de  l'équilibre,  avoir  la  forme  /zy/ —  i. 

Maxwell  chercbe  une  solution  particulière  du  problème  où  figure 
un  nombre  entier  et  positif  arbitraire^dont  les  diverses  valeurs  don- 
neront l'intégrale  générale.  H  obtient  une  équation  du  quatrième 
degré  dont  les  racines  doivent  être  réelles.  L'analyse  montre  que 
la  stabilité  est  possible  si  le  rapport  de  la  masse  de  l'anneau  à  celle 

de  la  planète  est  moindre  que  —  •  M.  Tisserand  s'en  tient  à  cette 

partie  du  Mémoire  de  Maxwell  et  se  borne  à  reproduire  les  conclu- 
sions de  la  fin  du  Mémoire  relatives,  soit  à  un  nuage  de  poussières 
météoriques  qui  ne  pourraient  avoir  la  même  vitesse  angulaire  aux 
deux  bords,  soit  à  un  anneau  liquide  continu  incompressible  qui 
devrait  se  décomposer  en  satellites.  Maxwell  conclut  de  l'ensemble 
de  ses  recherches  que  l'anneau  est  formé  de  parties  solides  ou 
liquides,  mais  indépendantes,  ce  qui  est  confirmé  par  la  transpa- 
rence de  l'anneau  qui  a  laissé  voir  le  limbe  sans  réfraction,  et  par 
les  recherches  photométriques  de  Seeliger. 

IV.  La  théorie  de  Glairaut  de  l'équilibre  d'une  masse  fluide 
hétérogène,  formée  de  couches  ellipsoïdales,  est  l'objet  des  Cha- 
pitres XIII,  XIV  et  XV.  M.  Hamy  a  démontré  récemment  qu'une 
masse  fluide  en  équilibre  relatif,  dans  laquelle  la  densité  croît  de 
la  surface  au  centre,  ne  peut  admettre  des  ellipsoïdes  comme  sur- 
faces de  séparation  des  couches  successives.  Mais  si  l'on  néglige 
les  puissances  des  elUpticités  supérieures  à  la  première,  et  celles 
de  la  vitesse  angulaire  de  rotation,  on  trouve  une  solution.  Toutes 
les  surfaces  sont  de  révolution  autour  de  l'axe  de  rotation,  aplaties 
suivant  cet  axe,  et  la  vitesse  angulaire  est  la  même  partout. 
M.  Tisserand  démontre  avec  Glairaut  que  les  ellipticités  et  leurs 
rapports  aux  cubes  des   petits  axes  vont  en  augmentant  de  la  sur- 
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(ace  au  cenlic.  I  )('sii;iiaiil  |>ai-  c  rclliplicll*'  (l(!  la  siiifacc,  par/,''  la 
posantoiii-  (^11  INI  point  de  celle  siit-racc,  d(i  latilin!*'  •!/,  par  i,'',  la 
valeur  (le  :,' cl  par  a','-^  Ij'  Ioicc  ((înli-ilu^^c  à  r('(|ualcur,  ou  a,  (picllc 

(pie    soit    la    loi    (l(^s  (JcnsiUîS,  ;,»•,  —  /;'"',-- ,i;',  (  7  'f  —  ^1).    De   |>lus, 

o         ''t'ii  I  I  •     •  I 

c,  csl  coniniis  cuire-  el.  -'>  ces   deux    liiuiles    coiM-esnondaul.    au 

cas  où  la  uiassc  est  condensc'îc  au  ceiilre  eL  à  celui  d(;  riiomogé- 
u(''il(\  L'apj)licaLiou  à  la  Tcri'e  douue  l'aplalissement  7577-77  voisin 
(\('  la  valeur  .,..!,  ,.  ohhîuue  par  (^larke;  les  aplalisscmenls  de  la 
rerre,  Ju|)iler,  Saluru(!  soûl,  bien  compris  dans  les  liniiles  indi- 
qu(3cs. 

I^a  délcruiinalion  des  axes,  des  ellipLicitcJs  et  des  dcnsiU'S  des 
couches  successives  autres  que  la  première  dépend  de  /i  -[-  2  équa- 
tions à  3(//  —  i)  inconnues.  L'une  de  ces  équations  se  d('duit  de  la 

connaissance  du  raj)port  '  (|ue  fournit  la  théorie  des  mouve- 

ments de  rotation,  A  et  C  étant  les  moments  d'inertie  principaux  du 
corps  considéré.  A  partir  de  /i^3,  le  nombre  des  équations  dépasse 
celui  des  inconnues.  Néanmoins  M.  Hamy  a  montré  que  pour  n^=  3 
elles  n'ont  de  solution  que  si  l'on  suppose  e^  <i  ".777—* 

Le  Chapitre  XIII  se  termine  [)ar  le  calcul  du  potentiel  d'une 
planète  constituée  comme  il  est  supposé  ici,  sur  un  point  éloigné. 

En  s'en  tenant  aux  termes  en  —  ?  il  ne  dépend  que  de  la  masse  de 

la  planète  et  de  sa  surface  extérieure. 

Si  la  masse  fluide  est  formée  d'une  infinité  de  courbes  ellipsoï- 
dales, infiniment  minces,  dont  la  densité  varie  d'une  manière  con- 
tinue, Fellipticité  e  d'une  de  ces  couches  de  demi-axe  de  rotation  a 
et  de  densité  0,  et  la  densité  moyenne  D  de  la  masse  totale  inté- 
rieure à  cette  couche,  s'expriment  par  des  intégrales  définies  qui 
seraient  déterminées  si  l'on  connaissait  p  en  fonction  de  a,  et  il  en 

est  de  même  du  rapport  -^ D'autre  part,  les  valeurs  e,,  A  de  e 

et  D,  pour  la  couche  terminale,  sont  connues.  Il  est  commode  de 
transformer  l'équation  qui  donne  e  en  une  équation  difiérentielle 
du  deuxième  ordre.  Si  l'on  pose  p=  po  (1  —  A,  a^i —  AoCi^-  .  .  .  )  et 

que  Ton  désigne  —  par  ^,  on  trouve  l'équation  de  Glah^aut 


■['■■■' m.] 'h-- 
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Cette  équation  est  ramenée  à  l'une  des  formes  —  -|-jv2=X, 
-~  =z  r^  (^a) ,  cette  dernière  (;mplojée  par  Legendre  et  A^iry. 
M.  Radaii  fait  d\o^e  =^'f\  f/log  a,  ce  cjiii  donne 

M.  Callandreau  a  montré  que  !1  <r  i  —  —  ?  et  M.  Poincaré  que,  dans 

^        3    ^  po  ^ 

le  cas  de  la  Terre,  e  ne  peut  dépasser  ^-^y^,  si  l'on  admet,  comme 

l'indique    la    théorie    de    la    rotation,    que — r — -  =  ^   .  x  •  Enfin, 
^  '    ^  A  3o3,6 

M.  Callandreau  a  prouvé  que,  si  -y-'-  est  <^o,  r^  croît  constamment 

de  o  à  Y) , . 

Le  Chapitre  XIV  se  termine  par  l'examen,  d'après  M.  Stieltjes, 
de  certaines  limites  entre  lesquelles  est  comprise  la  densité  de  la 
Terre. 

Legendre,  Laplace,  Roche,  Llpschitz,  Maurice  Lévj  ont  intégré 
l'équation  de  Clairaut  dans  (certaines  hypothèses  sur  la  variation 
de  la  densité.  Laplace  notamment  a  supposé  la  Terre  formée  d'une 
substance  unique  en  fusion,  la  variation  de  densité  provenant 
seulement  de  la  comprcssibilité.  Il  fait  do  = 'li  (o)  do  et  suppose 
tli(p)  =  Ap.  Il  arrive  à  l'hjpothèse  de  Legendre.  Roche  fait 
tL(p)=::  ho  -t-  li'o-,  L'hjpothèse  de  Laplace  donne  pour  le  coeffi- 
cient de  comprcssibilité  0,0000024;  celle  de  Roche  0,000  oo45. 
Celui  du  mercure  est  0,0000029,  celui  de  l'eau  0,000  oo5o.  L'ex- 
posé de  ces  applications  se  termine  par  un  théorème  mis  en  lumière 
par  M.  Saigej,  d'après  lequel  la  pesanteur  augmente  quand  on 
descend  dans  le  sol  et  passe  par  un  maximum  qui,  dans  l'hjpothèse 
de  M.  Roche,  a  lieu  à  une  profondeur  égale  à  y  du  rayon,  l'aug- 
mentation n'étant  que  de  ~  de  la  valeur  à  la  surface. 

V.  Les  Chapitres  XVI  et  XVII  sont  une  introduction  néces- 
saire à  la  théorie  de  Laplace.  Désignant  par  A  la  distance  d'un 
point  attiré  /•,  9,  'h  à  un  point  /',  Q',  'V  d'une  masse  attirante, 
par  d  l'angle  des  droites  qui  vont  de  l'origine  à  ces  deux  points  et 
par  P,j  une  fonction  entière  de  coso*,  on  a 
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\  ,1  élaiil  cxprlriK't'  an  inovcii  de  1*,/  par  imc  mh''^ial<'  triple  (pu,  en 
posant  cosO  =  a,  dcvuMil  une  loiiclioii  ciilicic  du  dc:L;t<'  //  de  v., 
y  !  --  a'cos'j»,  ^  I  -—  |A-  siii  •!>,  sal  isfaisanl  à  une  (''(|iial  ion  aux  d(''riV(W'.s 
pari  udios  du  second  ordre  d«''dmle  de  Aj  \  o.   Si  l'on   r'('(liiil,  le 

corj)S  à  un  pcniil ,  ni\  \  oil  (pie  l',,  doil  sal  ishiiic  à  la  int-nie  ('(pialion  ; 
SI  I  on  place  ce  |)oinl  al  I  iiani  sn  i'  (  )./■,  ee  (pii  revienl  à  (aire  -3*  =^  0, 
\\,  (le\ieii(lra  \//  lonclioii  senleinenl  de  >j,  sahsiaisani  à  I  ('•(piation 
din(''renl  i(dle  hieii  connue  de  Ijei^ciidre. 

()n  ohlienl  des  d(''\ cloppenienls  de  X,,  sui\anl  les  j)nissances 
deseendanles  de  a,  suivanl  les  cosinus  de  ninlliples  de  0.  ce  der- 
nier moiihant  que  \/,  est  compris  entre  —  i  et  -H  i  •  On  ('lal)lil  la 
rtdalion  récurrente  entre  trois  fonctions  consécuti\es,  une  antre 
entre  ces  trois  fonctions  et  la  dérivée  de  l'une  d'elles,  les  valeurs 

bien  connues  de    /       \,„\„d'j.  et  un  peu   pins  loin  celles  d'une 

intégrale  plus  générale.  La  représentation  de  X«  par  une  intégrale 
définie  montre  que  cette  fonction  tend  vers  o  si  n  croît  indéfini- 

ment.  On  trouve  la  valeur  de    /       X2,/(i  +  A- J^.^)       "^    ,  <:/iJi  qui  est 

nulle  si  l'on  y  remplace  ^2u  par  Xo/^+i .  On  montre  cpie  X,;  est,  à 
un  facteur  constant  près,  la  /i'^"'^  dérivée  de  ([x- —  i)",  d'où  il  ré- 
sulte que  l'équation  X,,  =  o  a  ses  racines  réelles.  On  déduit  aussi 
de  cette  expression  que  [2/1  -\-  i)X„  est  la  différence  des  dérivées 
de  X„_^,  et  X,/_,. 

On  trouve  aisément  que   Y,i  est   une  somme   de  termes  de  la 

forme  v/i  —  u^  cosi('b  —  ^['^^)     ,  ^."  .  ;Tl,;  ne  dilT('rant  que  par  un 

facteur  constant  de  X,/.  Cette  somme  renferme  in  +  i  constantes 
arbitraires  qui  sont  déterminées  par  la  forme  du  corps.  On  en 
déduit  l'expression  de  la  fonction  entièrement  déterminée  P^^,  ex- 
pression à  laquelle  on  parvient  aussi  directement  par  une  méthode 
remarquable  due  à  Jacobi. 

^71  ^271: 

L'intégrale    /     sin8^/0    /       V„Z,„f/'i;,  où  7.,,^  désigne  une  fone- 

tion  analogue  à  Y„,  est  nulle  si  m  n'est  pas  égal  à  n.  La  valeur  de 
cette  intégrale  s'obtient  sans  peine  si  m  =  n  et  en  particulier,  si 
Z„,=  P,/,  elle  donne  la  formule  importante 


,,,  t: 


^'«=  -rz^    /       /        V',P,  <.nf1  r/f)'«^.y 
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D'aulrc  pari,  un  dcmonlre  (jih;  IoiiIc;  ionclion  (!(.'  0  cl  'l  (loniiée 
arbilrairemenl  entre  les  liinilcs  o  el  t:  de  0,  o  et  v»-  de  'l  el  finie; 
entre  ees  limiles  |)eiiL  être  développée  en  série  convergente  sous 
la  forme  Y,,-!-  Y<  +  Y^H-  .  .  .,  cliaeiine  des  fonelions  '^  „  étant  en- 
tièrement déterminée.  M.  Tisserand  donne  la  (le'inonslration  de 
M.  Darhoux.  Il  mentionne  en  note  celle,  non  rigoureuse,  de 
Laplace,  la  démonstration  de  l\)isson,  insuffisante  en  ce  qu'elle 
suppose  des  conditions  superllues,  celles  de  Dirichlet  et  de  Ossian 
Bonnet. 

V[.  Pour  calculer  le  potentiel,  sur  un  point  extérieur,  d'un  sphé- 
roïde peu  différent  d'une  splière,  on  le  suppose  décomposé  en 
couches  d'égale  densité  séparées  par  des  surfaces  de  niveau  dont 
l'équation  dépend  d'un  paramétrer/.  La  densité  est  fonction  de  a. 
Les  couches  étant  à  peu  près  sphériques,  on  pose  /•'r=a(i  -h  y.u') 
CL  étant  très  petit  et  «'  fonction  de  8',  'V  et  de  a. 

On  néglige  a-,  on  suppose  u'  développé  en  fonctions  de  Laplace 
u'  =  Uq-I-  U',  -1-.  .  . .  Si  a  est  le  rajon  de  la  s])hère  de  même  vo- 
lume que  celui  renfermé  à  l'intérieur  de  la  couche  a,  U'^,  est  nid. 

Si,  d'autre  part,  l'origine  est  au  centre  de  gravité  du  corps,  le 
terme  du  potentiel  qui  dépend  de  U,  disparaît,  et  Ton  trouve 

V  =  -  -f-  4  y.r.  y  ' r   '?  -^  (a"^^\]n)da. 

r         *        ^  (2/i -h  I) /•«+!. /j      '061^  "■' 


n=z2 


Laplace  applique  cette  formule  à  l'équilibre  d'un  sphéroïde  soit 
fluide  et  limité  par  une  surface  de  niveau,  soit  ayant  intérieure- 
ment un  noyau  solide  dont  la  surface  peu  différente  d'une  sphère 
est  aussi  une  surface  de  niveau.  Les  points  de  la  surface  extérieure 
doivent  satisfaire  à  l'équation 

—  H ^7  r-  sni^O  =  const., 

M         2  «  i' 

cp  étant  le  rapport  de  la  force  centrifuge  équatoriale  à  l'attraction 
pour  la  surface  extérieure. .En  remplaçant  dans  celte  équation  V 
par  la  valeur  précédente,  on  est  conduit  à  désigner  par  \„  ce  que 
devient  U,;  à  la  surface  extérieure.  On  observe  ensuite  que  toute 
fonction  qui  se  déduit  de  F(<7)U„  par  différentiation  ou  intégra- 
tion relative  à  a  est  encore  une  fonction  de  Laplace  de  même  rang, 
de  sorte  que  l'équation    obtenue  est   une   somme  de  fonelions  de 
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Liiphu'c  ;Mi\(|iiellcs  s';i  loiilc     '  -  (cos-0  — .',  ),  <|in  csl  une  loiicl  loii  Y,, 

(i  la  coiislimlc  csl  niir  loiiclioii  ^  ,,.  I)  atilic  j)iiii,  on  voil  loiil  (h; 
smlc  (|iH'  si  \\  ,1  (!sl  une  loiiclioii  de;  Laplacr*,  la  condition 
WoH- W, -1-  Wo-|- .  .  .  =  o  <'nlrain('  W,/=o,  de  soi-|<;  (|n(;  Ton 
ohlicnl  ^,i-<>  cl  une  ('(iiialion  (l('lcrnniianl  cliacnnc  des  (onc- 
lions  ^  .j,  Vt,  .  .  ..  iMilin,  on  adnicl  (|iie  la  'ICri(;  loni-nc  aiilour  (11111 
a\c  |)rinci|)al  d'incrlic.  (^da  donne  deux  condiUons  (|ui,  par  colle 
rcniar(|uc  (lue  sin  0  cosO  cos'-î;  cl  sin  0  cosO  sin '!;  sonl  des  fonc- 
lions  ^  o,  se  siinplilicnl  cl  pcrnicllcnt  de  faire  disparaîlrc  de  Y^ 
deux  des  cinq  conslanles  arhilraires  rjui  provicniuînt  de  Uo.  On 
I  rouve 

Y2  =  A 1  ( cos--^ 0  —  i  )  H-  sin2 0 (  A2  ros 2 '1/  -H  B2  sin  2 'l). 

Si  1;},  \/,,  ...  sonl  négligeables,  l'équateur  esl  un  plan  de  sj- 
niélric. 

Le  calcul  de  la  pesanteur  se  fait  en  la  confondant  avec  sa  com- 
})Osante  suivant  le  rajon  vecleur.  Dans  le  cas  de  la  Terre,  si  Ton 
admetque  la  surface  esl  un  ellipsoïde  de  révolution,  il  ne  subsiste 
que  \2  et  l'on  retrouve  le  théorème  de  Clairaut. 

Il  reste  à  se  j^réoccuper  de  l'équilibre  de  la  niasse  intéiicure. 
A  cet  efï'el,  on  calcule  le  potentiel  du  corps  sur  un  point  de  sa 
masse  en  le  décomposant  par  une  surface  de  niveau  passant  par  le 
poinl  en  une  couche  spliéroïdale  et  un  nojau.  On  calcule  le  po- 
tentiel d'une  couche  spliéroïdale  sur  un  point  jnléricur,  en  sup- 
posant le  rayon  vecteur  du  point  moindre  que  tous  ceux  de  la 
couche,  condition  qui  ne  peut  être  toujours  réalisée,  et  l'on  obtient 
le  potentiel  cherché  W  comme  la  somme  de  deux  potentiels  dis- 
tincts. Ce  potentiel  doit  satisfaire  à  l'équation  de  l'équilibre  relatif 

W  0J2  .         ^ 

1 7.  r-  sm-O  =  const. 

4  Tt        8  -  / 

On  a  aussi 

r=  a[i-f-a(Ui  +  U2  +  .  •  .)], 

et  il  faut  déterminer  U, ,  Uo,  .  •  ••  On  néglige  a-  et  aw-  et  l'on  égale 
à  zéro  les  termes  qui  contiennent  des  fonctions  de  Laplace  des 
ordres  i,  2,  . . .,  n.  On  obtient  pour  {]„  une  équation  que  l'on  ra- 
mène à  une  équation  diiréieulielle  linéaire  du  second  ordre  déter- 
minant U,2  en  fond  ion  de  c/.  l^)sanl  c  =  pi)(i  —  A,  «^/'-'i -f- Aocr^j...), 
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on  trouve 

U,  =  o. 

On  admet  ensuite  que  U„  soit  développé  en  série  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  a  et  l'on  trouve  que  le  premier  terme 
dépend  de  a^^~-.  On  montre  que  0,^  est  une  fonction  crois- 
sante de  a  et  enfin  que  U„  est  nul  si  n^i.  La  détermination 
de  U2  est  ensuite  aisée  et  l'on  obtient  finalement  l'expression  du 
rayon  vecteur  et  l'aplatissement  de  chaque  couche  dont  la  valeur 
est  identique  à  celle  de  Clairaut. 

La  méthode  de  Laplace  n'est  pas  absolument  rigoureuse,  les 
développements  étant  fondés  sur  celui  de  l'inverse  de  la  distance 
de  deux  points  suivant  les  puissances  du  rapport  des  rayons  vec- 
teurs, ce  rapport  n'étant  pas  toujours  nécessairement  moindre  que 
un.  Néanmoins  il  est  possible  que  le  développement  du  potentiel 
qui  s'en  déduit  par  intégration  soit  convergent  dans  des  cas  où 
celui  de  l'inverse  de  la  distance  ne  le  serait  pas.  Il  en  est  ainsi 
pour  le  cas  d'un  ellipsoïde  homogène,  et  M.  Callandreau  a  pu  dé- 
montrer que  dans  le  cas  d'un  corps   homogène,  de  révolution, 

•   I        ,  .     M        "^ri    Y,,  .11 

avant  un  equateur,  si  la  série-  +  X  "t;^  ^^'^  convergente,  elle 

représente  le  potentiel  jusqu'à  la  surface  du  corps. 

M.  Tisserand  termine  le  Chapitre  XIX  par  l'étude  de  quelques 
questions  importantes.  Si  le  corps  est  de  révolution  et  les  méri- 
diens identiques  quant  aux  densités,  on  peut  déduire  le  poten- 
tiel relatif  à  un  point  quelconque  de  celui  qui  concerne  un  point 
de  l'axe  ayant  même  rayon  vecteur. 

On  en  conclut  le  potentiel  d'un  ellipsoïde  homogène  pour  un 
point  quelconque  et  la  formule  s'applique  à  la  surface  même  de 
l'ellipsoïde  si  b  <C.  a^^-?.. 

De  là,  on  déduit  le  potentiel  d'un  corps  de  révolution  formé  de 
couches  ellipsoïdales  homogènes  et  le  résultat  obtenu  montre  que 
le  dévelop[)ement  converge  très  vite,  les  termes  successifs  étant 
successivement  de  l'ordre  des  puissances  paires  de  l'excentricité. 
D'autre  part,  si  le  point  attiré  est  très  éloigné,  le  rapport  de  deux 
termes  consécutifs  est  de  l'ordre  de  /"-,  et  dans  les  applications 
à  l'Astronomie  on  peut  presque  toujours  se  borner  aux  deux  pre- 
miers termes. 

Suivent  le  calcul  de  l'énergie  potentielle  de  deux  corps  célestes  et 
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I  imlical  util  du  n'siill;il  ohicini  par  M.  (  îallijudrcuu  dans  1(î  cas  où 
les  deux  coips  soiil  loiiiio   de  coiiclics  ('lli|)S()ïdal(,'S  peu  aplaties. 

Midiii  M.  TissciMud  di'inonl  rc,  (ra|)irs  l\I.  P<>iii(ar('',  ce,  beau 
ihéorèinc  de  M.  Sinkcs  (pic  le  polciil  ici  rcdalil  à  ralLiacLion 
exercise  sin-  nu  poiiil  oxlcriciir  par  une  plarirlc  lonirianL  d'un 
niouNcincnl  nniloinic  anionr  d  un  axe  (ixe  vA  doni  la  smTacc  lil)re 
cl  de  ni\  can  csl  snpposcc  en nn ne  ne  (h'pend  pas  d(;  la  consl  1 1  ii  I  ion 
inlernc.  Il  s  cnsuil  (pic,  si  la  snrlacc  liinilc  c.sl  une  surface  de  ni- 
veau et  esl  nn  (dlipsoïde  de  révolnl  ion,  la  [x'sanleur  à  la  surface 
suit  la  loi  de  (>laiiaiil,  (pi(dle  (pic  soil  la  disliilnil  ion  des  densités. 

Vil.  Les  Cihapitres  XX  et  XXI  contiennent  nn  lésnmé  des  ré- 
sultats géodésicjues.  La  surface  des  mers,  abstraction  faite  de 
toute  autre  action  (pie  la  pesanteur  et  la  force  centrifuge,  est  une 
surface  de  niveau,  l^rolongée  indéfiniment  par  la  condition  d'être 
partout  normale  à  la  pesanteur,  elle  constitue  le  géoïcle.  On  ne 
peut  faire  de  mesures  en  aucun  point  de  cette  surface.  On  est  ré- 
duit à  les  faire  à  la  surface  physique  des  continents  et  à  admettre, 
au  moins  en  première  approximation,  que  la  verticale  en  nn  point 
du  continent  se  confond  avec  la  verticale  au  point  on  elle  ren- 
contre le  géoïde. 

Les  géodésiens  déterminent  par  des  arcs  de  méridien  mesurés 
à  diverses  latitudes  rellipsoïde  de  révolution  qui,  dans  son  en- 
semble, en  diffère  le  moins. 

Dans  ces  mesures  on  admet  que  les  projections  sur  le  géoïde  et 
sur  Fellipsoïde  de  révolution  qu'on  lui  substitue  des  divers  rayons 
lumineux  allant  d'un  sommet  d'une  triangulation  à  une  autre, 
sont  des  lignes  géodésiques.  Pour  la  résolution  des  triangles  on 
emploie  le  théorème  de  Legendre  étendu  par  Gauss  à  un  triangle 
géodésique  tracé  sur  une  surface  cpielconque.  Les  dimensions  du 
méridien  conclues  de  deux  arcs  diffèrent  beaucoup  suivant  le 
choix  de  ces  deux  arcs,  par  suite  des  anomalies  locales  du  géoïde. 

II  convient  de  conclure  le  méridien  de  l'ensemble  des  mesures. 
Clarke  a  déduit  de  quarante-quatre  arcs  de  méridien  et  de  six  arcs 

de    parallèle    l'aplatissement  —        _^ inconciliable   avec    la 

théorie  de  la  forme  de  la  Terre;  Bessel  et  Airy  avalent  obtenu  -rL. 

^  2  9  9 

M.  Tisserand  pense  qu'il  n'est  pas  établi  que  les  trois  ares  d'une 
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mêinc  ellipse  (|iil  s'a(iaj)lenl  assez  bien  avec  les  trois  réseaux  anglo- 
français,  russe  et  indien,  une  fois  ramenés  dans  un  même  plan  par 
une  rolation  autour  de  l'axe  de  la  Terre,  se  trouveraient  sur  une 
même  ellipse.  D'autre  part,  les  arcs  dont  il  s'agit  proviennent  de 
mesures  cpii  n'embrassent  que  le  -^  de  la  surface  de  la  Terre, 
de  sorte  qu'on  ne  peut  répondre  de  l'erreur  probable  trouvée 
1,07. 

La  détermination  du  méridien  d'après  l'ensemble  de  toutes  les 
triangulations  effectuées  en  tous  sens  repose  sur  celle  de  la  longi- 
tude, de  la  latitude  et  de  l'aziniut  d'un  arc  géodésique  d'un 
ellipsoïde  de  révolution  dont  on  connaît  la  longueur  et  les  lon- 
gitude, latitude  et  azimut  de  l'autre  extrémité.  Ce  problème  a 
été  résolu  par  Jacobi.  M.  Tisserand  démontre  les  formules  ap- 
prochées données  par  Legendre  sans  s'astreindre  à  suivre  la  mé- 
thode de  l'illustre  géomètre.  On  parvient  aux  cooj-données  géoclé- 
siqiies  dont  les  différences  avec  les  coordonnées  astronomiques 
constituent  les  attractions  locales  qui  dans  la  plaine  de  Moscou 
varient  de  — 8'^  à  +8".  M.  Helmert  espère  publier  le  Tableau  des 
déviations  de  la  verticale  dans  toute  l'Europe.  On  pourra  alors 
chercher  à  les  atténuer  en  fondant  sur  elles  une  nouvelle  détermi- 
nation des  dimensions  du  globe.  Le  (Chapitre  XX  se  termine  par 
l'indication  du  parti  qu'on  peut  tirer  des  déviations  de  la  verticale, 
produites  par  une  montagne  ou  par  l'arrivée  de  la  marée  dans  un 
canal,  pour  calculer  la  densité  moyenne  de  la  Terre.  Ce  procédé 
paraît  inférieur  à  l'emploi  de  la  balance  de  Cavendish. 

La  variation  de  la  longueur  du  {)cndule  à  seconde  permet  aussi 
de  déterminer  la  forme  de  la  Terre;  il  en  a  été  fait  un  assez  grand 
nombre  de  mesures  dans  l'hémisphère  sud  et  plusieurs  dans  des 
îles  de  rOcéan.  On  réduit  ces  diHerminations  à  la  surface  des 
mers  prolongées,  au  moyen  de  la  formule  de  Bouguer  établie  en 
tenant  compte  de  l'attraction  de  toutes  les  masses  qui  dépassent 
le  niveau  de  la  mer.  La  discussion  de  quarante-neuf  détermina- 
tions par  Airj  montre,  en  général,  un  défaut  de  pesanteur  sur  les 
continents  et  un  excès  sur  les  îles,  le  nombre  des  oscillations  du 
pendule  variant  de  cinq  à  six  par  jour.  Clarke  a  discuté  cent  quatre 
observations.  Il  résulte  de  l'examen  de  la  question  par  M.  Tisse- 
rand que,  s'il  n'est  pas  exact  de  penser  que  les  montagnes  sont 
venues  s'ajouter  avec  leurs  masses  sur  une  surface  de  niveau  ré- 
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{^ulirrciHciil  remplie,  il  ii'csL  |»;i.s  non  plus  ni^om cuscnicnL  vrai 
(|irau-dcssons  de  ehîKjue  iiKnila^iie  il  y  ail  un  délaiil  do  dcnsilé 
compensant  rli^oiircuscnicnl  Tcxccs. 

\jC  Ciliapih'e  \\l  se  lennlne  j)ai'  un  exj)()sé  raj)i<l(;  d(i  la  nnUiiodc; 
de  la  condensalion  de  M.  Ilelineil.  S(;  fondant  sur  cai  (pie  le  déve- 
loppenient  du  potentiel  sur  lecjuel  est  hasée  la  théorie  de  Laplacc 
ne  peut  être  employé  jusqu'à  la  surface  même,  M.  Helmert  mène 
une  surface  S'  parallèle  à  la  surfa(*e  S  des  mers  à  une  distance  de 
?.\^"^  approximativement  égale  à  la  dlirérence  entre  le  plus  grand 
et  le  plus  petit  rayon  de  S  et  imagine  que  l'on  condense  sur  S'  la 
masse  comprise  entre  S  et  S'.  Le  développement  du  potentiel  re- 
latif à  lin  point  de  S  devient  légitime. 

Une  formule  de  M.  Bruns  permet  de  calculer  le  soulèvement  ou 
rabaissement  produit  par  la  condensation  de  chaque  point  de  la 
surface  terminale  de  niveau.  C'est  au  plus  8'"  à  lo'",  de  sorte  qu'il 
n'y  a  pas  à  en  tenir  compte.  Il  en  est  de  même  du  centre  de  gra- 
vité et  des  moments  principaux  d'inertie;  seulement  il  y  a  une 
différence  sensible  dans  l'action  des  masses  condensées  sur  la  ver- 
ticale de  la  station.  M.  Helmert  montre  que  l'on  peut  exclure  de 
la  condensation  une  couche  de  densité  uniformément  égale  à  2,8, 
ce  qui  permet  de  ne  tenir  compte  que  de  la  matière  en  excès  ou 
en  déficit  au-dessus  ou  au-dessous  du  niveau  des  mers.  M.  Tisse- 
rand donne  les  formules  de  réduction  pour  les  îles  et  pour  les 
côtes. 

Désignant  par  /  la  longueur  du  pendule  à  seconde  observée, 
par  /'  la  longueur  calculée  en  ayant  égard  à  la  condensation,  par  k 
et  k'  les  longueurs  correspondantes  à  la  latitude  4^'\  ^^'  Helmert 
montre  que  les  valeurs  de  A'  s'accordent  mieux  que  celles  de  Â  et 
que  les  valeurs  de  A'  pour  les  continents  et  les  côtes  sont  égales; 
mais  il  subsiste  pour  les  îles  un  excès  de  pesanteur  qui  cependant 
n'est  que  le  tiers  de  ce  qu'il  était  pour  les  valeurs  de  k.  M.  Faye 
attribue  au  refroidissement  qui  résulte  de  la  basse  température  du 
fond  des  mers  les  excédents  de  matière  qui  se  trouvent  au-dessous 
des  Océans. 

Reprenant  dans  la  méthode  de  la  condensalion  la  détermination 
de  la  forme  de  la  Terre,  M.  Helmert  trouve  pour  l'aplatissement 
Bult.  des  Sciences  mathérn.,  1"  série,  t.  WII.  (Juillet  i8y'i.)  i5 
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— — :•   \in   se   servant  do  deux    iriéj^alilés  lunaires   dues   à 

l'elliplicité  de  la  Terre,  il  Irouve  -—7 

M.  Tisserand  conclut  qu'il  n'est  pas  certain  que  le  nombre^ 
de  Clarke,  incompatible  avec  la  fluidité  de  la  Terre,  soit  préfé- 
rable 'd  ~j  et  que,  par  suite,  il  n'est  pas  établi  que  la  Terre  soit 
solide  comme  Rocbe  l'avait  affirmé  en  1881. 

VIII.  Les  Chapitres  XXII,  XXIII,  XXIV,  XXV  sont  consacrés 
aux  équations  dilï'érentielles  du  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre,  XXVI  à  la  fixité  des  pôles  et  à  l'invariabilité  de  la  vitesse 
de  rotation,  XXVII  aux  formules  de  précession  et  de  nutation. 

La  Terre  est  assimilée  à  un  corps  solide.  Les  coordonnées  x, 
y,  z  d'un  de  ses  points  par  rapport  à  des  axes  fixes  dans  l'espace 
sont  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  jr,,  y^^  z^  du  même 
point  par  rapport  à  des  axes  fixes  dans  l'intérieur  de  la  Terre,  et 
ces  fonctions  ne  renferment  pas  le  temps  explicitement;  lescoeffi- 
cients  sont  des  fonctions  du  temps  dont  on  a  aisément  les  expres- 
sions au  moyen  des  angles  cp,  8,  ^^  d'Euler.  On  introduit  les  com- 
posantes/?, q^  r  par  rapport  à  O^,  Oy,  Oz  de  la  rotation  instan- 
tanée ;  ce  sont  des  fonctions  de  ce,  9,  ^  et  de  leurs  dérivées  et  l'on 
exprime  au  moyen  de  /?,  q^  r  la  force  vive  et  le  couple  résultant 
des  quantités  de  mouvement.  L'application  des  équations  de 
Lagrange  conduit  sans  peine  aux  équations  d'Euler  dont  les  se- 
conds membres  dépendent  des  dérivées  partielles  de  la  fonction 
des  forces  par  rapport  à  cp,  9,  'l.  Cette  fonction  s'exprime  d'abord 
au  mojen  des  moments  d'inertie  principaux  de  la  Terre  en  son 
centre  de  gravité,  de  ses  moments  d'inertie  par  rapport  aux  droites 
qui  joignent  ce  centre  de  gravité  à  ceux  du  Soleil  et  de  la  Lune, 
des  longueurs  p,  p'  de  ces  droites  et  des  masses  du  Soleil  et  de  la 
Lune.  On  obtient  pour  les  seconds  membres  des  équations  d'Euler 
des  formes  très  simples  ajant  p^  et  p'^  en  dénominateur.  On  intro- 

,    .      ,  .  ,  ,  .  rn    dT     dT  ,, 

duit  des   variables  canoniques -r—? -r^r  ?  -7-)  et  Ion  a  un  système 

^  00      aO      ay  "^ 

d'équations  canoniques  dont  les  seconds  membres  sont  les  dé- 
rivées partielles  de  12  =  T  —  U.  Le  rapport  de  U  à  T  étant 
moindre  que  TT^TTiûMi'  ^"  peut  en  première  approximation  faire 
U  =  o,  ce  qui  donne  les  équations  du   mouvement  non  troublé. 
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('  csl-à-di  l'c  (I  iiii  coi'it^  solide  loiiniiiiil  aiiloiii'  d  iiii  noiiil  li\c 
(|ii;iii(l    il  II  \   ;i  j);is  (le  loiccs  c  \  I  c  n  cil  ics. 

.M.  1  isscimik!  (ilcchir  I  m  l(''i;r;il  loii  |);ii' l;i  nul  liodc  (;l(';iTif'iilairr, 
en  roinpiaraiil  'j,  0,  •!/  pai-  des  (jnaiililés  aiialoi^iirs  '^„,  0„,  •];„  rap- 
porlrcs  au  plan  m vanahic  ;  il  mcnlioiuic  le  iM('mi()II(*  de  Jarohi 
ohicnaiil  au  nioNcn  des  loiiclious  B  les  iHMif  comiiiis  des  angles 
(les  axes  inohilcs  a\e(;  les  axes  (ixes,  la  déinonslralion  des  nu*'mes 
l(»rmiiles,  (dileime  |)ai'  M.  Ilennite  au  moveii  de  I  <''<j(iat  ion  de. 
l.amc'  cl  la  r<'j)i(''S("iilal  loii  ^('•oiik'I  riqiie  du  u)uu\<'nient  due  à 
Poiiisol,  puis  il  expose  la  inaïc  lu;  suivie  pai'  M.  Kadau  poui"  rint*''- 
i;raliou  parla  iiK-lhodc  de  J  launltou-.laeohi. 

T^e  eai'ré  du  module  des  rou(iM)us  (dlipticpies  inlroduiles  est  le 

produit  d'un  faelcur  i  dc'pendanl  de  (^  —  A  j)ar  — ?t— •  ^'^  gran- 
deur du  {)ieinier  laelcur  est  liée  à  eelle  des  variallons  de  latitude, 

d'où  Ion  eonelul  (uTil  esl  moindre  (lue—  et  les  ol)servations  du 

j) \ 

pendule   nioulrenl   que  —.,—  est  bien    moindre   que    .y^— .    Cette 

[)etitesse  du  module  permet  de  renq)laeer  les  expressions  rigou- 
reuses de  p,  q,  /',  C2„,  B„,  '!>o  par  leurs  termes  principaux  et  Ton 
obtient  sans  j)eine   les   expressions   sulflsaiumeut  ap[)roeliées   de 

c,  e,  'i. 

On  passe  au  mouvement  troublé  par  la  métliode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires  qui  conserve  les  mêmes  formules  pour 
les  deux  mouvements  troublé  ou  non  troublé.  Pour  éviter  que  par 
le  calcul  des  dérivées  partielles  de  U  le  temps  ne  s'introduise  en 
dehors  des  signes  sinus  ou  cosinus,  on  lait  un  changement  de  va- 
riable analogue  au  changement  bien  connu  du  moven  mouvement 
dans  la  théorie  des  mouvements  de  translation.  Dans  le  calcul  des 
équations  définitives  on  utilise  une  relation  simple  dont  Serret  a 
démontré  l'exactitude  si  loin  que  l'on  pousse  les  développements 
sul\anl  les  puissances  de  a*'-. 

J^a   fonction    |)erturbatriee   se   compose   de    deux    paities   dont 

-iC_A  — B    ,,  B  — A 

1  une  a   en  lacteur  -, >  laulre   — -^ — ?   (pianliles  très   pe- 

lites  ^  on  eu  obtient  aisément  le  développement  en  série  limité  aux 
termes  du  second  ordre  par  rapport  aux  excentricités  des  orbites 
du  Soleil  et  de  la  Lune,  les  coeflicients  dépendant  aussi  de  Tincli- 
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liaison  de  réclipllque  sur  un  oclipllcjue  fixe,  de  l'inclinaison  de 
l'orbite  de  la  Lune  cl  de  l'cquateur  sur  l'cclipliquc;  on  s'en  tient 
au  même  ordre  de  grandeur  numérique  :  il  faut  pour  cela  con- 
server les  ternies  du  quatrième  ordre  par  rapport  à  ce  dernier 
angle. 

La  quantité  a*-  d'où  dépend  l'angle  formé  par  l'axe  instantané 
de  rotation  avec  l'axe  d'inertie  se  décompose  en  2  parties/^  ^^  J [' > 
dont  les  variations  réduites  d'ailleurs  à  leurs  parties  principales 
se  montrent  extrêmement  petites.  Le  déplacement  du  pôle  P  de 
rotation  autour  du  pôle  G  d'inertie  peut  être  représenté  par  un 
mouvement  en  un  jour  sur  un  cercle  ayant  au  maximum  o'",6o  de 
rayon,  dont  le  centre  décrit  en  trois  cent  cinq  jours  un  autre 
cercle  ayant  le  point  G  pour  centre  et  au  plus  la"*  de  rajon. 
L'angle  formé  par  l'équateur  avec  le  plan  du  couple  résultant  n'a 
que  des  inégalités  dont  l'ensemble  ne  peut  dépasser  o'^jOicj.  L'élé- 
ment a*  n'a  pas  d'inégalité  séculaire.  M.  Tisserand  a  montré  dans 
les  Comptes  rendus  qu'en  réduisant  U  à  sa  partie  non  pério- 
dique et  supposant  A  =  B,  on  peut  intégrer  rigoureusement  les 
équations  du  mouvement  de  la  Terre.  La  vitesse  angulaire  de  ro- 
tation peut  être  regardée  comme  constante;  l'intégrale /w  dt  peut 
être  regardée  comme  étant  de  la  forme  a+  '^jt  et  le  jour  sidéral 
est  constant.  Gette  conclusion  subsiste  en  deuxième  approxima- 
tion. L'introduction  seule  de  causes  perturbatrices  autres  que  les 
attractions  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  globe  regardé  comme 
solide  peut  la  modifier,  par  exemple  le  frottement  des  marées. 

Pour  la  suite  de  l'intégration,  on  confond  l'axe  du  couple  ré- 
sultant, l'axe  principal  d'inertie  et  l'axe  de  rotation,  et  les  angles  ^ 
et  B  déterminent  l'équateur  de  l'époque  t  par  rapport  au  plan  fixe 
de  coordonnées.  L'intégration  par  approximation,  abstraction 
faite  des  termes  périodiques,  donne  aisément 

t]y  =  const.+ a< -h  6^^         0  =  const.-+- r^2^ 

les  termes  en  t^  sont  négligeables  dans  la  pratique  actuelle  de 
l'Astronomie.  En  remplaçant  dans  les  termes  périodiques  ^  par«/ 
et  0  par  une  valeur  9,  très  voisine  de  la  valeur  initiale  de  0,  et  re- 
gardant comme  uniforme  le  mouvement  du  nœud  de  la  Lune,  on 
trouve  aisément  les  termes  U'el  0  qui  complètent  les  valeurs  pré- 
cédentes ^\,n  el  0,;,  de  4-  et  0. 
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l'.ii  les  snpprinianl  on  (l('(iiiil  l^'cjuahMir  cl  r<'qninoxc  moyen, 
l/arc  'b„,^  où  Ton  su|)|)os('  nulle  la  eonslanl(*,  est  la  précession  Inni- 
solaii*e.  La  repicscnlal i<Mi  ^éonjélinjuc  de  la  précession  el  cJe  la 
nntalion  est  Incn  ('(»nnne. 

On  (lédnil  iinniédialenjcnl  de  ee  (jui  pi(:eè(le  la  position  de 
ré(|Mal('tir  par  i;»pj)()rl  à  Téelipllipie  niohihî  ;  on  définit  à  celte  occa- 
sion la  j)récession  gé-iu-ialc  'V^,,,  r(d)li(jnilé  moyenne  ^ï'„^  el  l'ohli- 
(|iiilé  vraie.  AyanI  «];"-—  1*/  H-  P'/-,  P  (^sl  la  constante  de  la  préces- 
sion (''i;ale,  d'après  Bessel,  à  .h)",  7.35"'>.. 

vSi  Q'  est  la  longitude  du  nœud  moven  de  la  J^une  comptée  sur 
l'éelipticpie  mobile  à  pailir  de  l'équinoxe  moyen,  le  terme  prin- 
cipal de  0  esl  de  la  forme  N  cosQ'.  N  est  la  constante  de  la  nula- 
lion  lrouv<'e  par  lY'lers  égale  à  9",2>,3. 

Adams  a  montré  que,  si  l'on  envisage  des  intervalles  de  temps 
considérables,  '|,„  se  compose  d'un  terme  proportionnel  au  temps 
suivi  de  termes  à  longue  période  et  ^„i  d'une  constante  suivie 
aussi  de  termes  à  longne  période. 

M.  Tisserand  fait  suivre  celte  indication  d'une  courte  notice 
historique. 

IX.  Les  lois  précises  de  la  libralion  de  la  Lune  ont  élé  décou- 
vertes par  Dominique  Gassini,  publiées  en  1^21  par  son  fds  dans 
les  Mémoires  de  r Académie  des  Sciences  et  vérifiées  par  Tobie 
Maver  dont  les  observations,  faites  en  1 748-49?  sont  discutées  dans 
son  Traité  sur  la  rotation  de  la  Lune  et  le  mouvement  appâtent 
des  taches  (Nuremberg,  i^5o). 

Après  en  avoir  donné  Ténoncé  et  les  conséquences  relativement 
aux  plans  de  l'écliptique,  de  l'orbite  et  de  l'équateur  de  la  Lune, 
M.  Tisserand  en  expose  la  théorie  en  prenant  pour  point  de  dé- 
part les  équations  d'Euler  utilisées  pour  l'étude  du  mouvement  de 
la  Terre.  L'action  du  Soleil  est  à  peu  près  insensible  et  il  n'y  a  à 
tenir  compte  que  de  celle  de  la  Terre  dont  la  masse  est  supposée 
réunie  en  son  centre  de  gravité.  L'angle  9  étant  petit  (i°35'),  on 
néglige  Q-.  L'axe  de  rotation  étant  à  peu  près  fixe  à  la  surface  de 

la  Lune,  ^  et  '^  sont  très  petits,  et  l'on  néglige  dans  la  troisième 

équation  d'Euler  le  terme  (B  —  A)/?^.  On  définit  le  premier  mé- 
ridien lunaire  qui  (;oupc  le  plan  des  axes  A  et  B  d'inertie  en   un 


ly. 
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jjoinl  Ci  doiU  la  clislance  y,  à  Taxe*  A  est  conslanLe  d'aprrs  les  lois 
(Je  la  libralion.   Les  varialioiis  de  y,  sont  au  moins  iorl  petilos. 

r^'('(|iialion  (li(ïcrci)liellc  du  second  ordre  qui  donne  y,  a  été 
intégrée  parGvldén  en  regardant  le  niouvemenl  de  la  Lune  autour 
de  la  Terre  coinnu;  circulaire. 

On  exprime  y,  en  fonction  du  temj)s  piir  une  iimpiitude  eliiplKjue 
dont  \i)  module  doit  ètie  très  grand,  d'où  \\  suit  cjue  Taxe  d'in(,'i'l  ie  A 
lait  un  petit  angle  a\ec  la  direction  moyenne  de  la  Terre.  En 
tenant  compte  de  rexcentricité  et  des  inégalités  du  mou\ejnent 
ellipticjue  sous  la  iorme  V  =  c -f- //// +  l'Il  sin(/<^ -j- //' ),  on  oh- 
tienl  une  ('(pialion  lirj(''aire  du  second  ordre.',  à  coetlicients  con- 
stants,   à    second    men)l)r(î,    dont    1  intégration   est    imm('diate.    A 

cause  de  la  présence  du   facteur — - —  les  termes  provenant  des 

diverses  inégalités  sont  insensibles,  sauf  ceux  (pii  proviennent  de 
l'équation  du  centre  et  de  réf|uatlon  annuelle.  L'oscillation  de  la 
valeur  de  Yj  (llhration  réelle)  renferme  trois  termes  dont  deux  sont 
sensiblement  —  l 'S?)'^  sinO  -}-  i-i  sinC  -h  (^  sin(o,  o?)  nit  +  F).  Le 
dernier  terme  (libration  arbitraire)  a  une  période  de  •2'"'% 02,  son 
coefficient  est  fort  petit. 

Néanmoins  ce  terme,  dont  le  coefficient  est  une  constante  arbi- 
traire d'intégration,  suffit  à  expliquer  comment  la  Lune  nous 
montre  toujours  la  même  face  sans  admettre  qu  à  l'origine  la  chose 
ait  eu  lieu  en  toute  rigueur. 

^L  Tisserand  intègre  les  deux  premières  équations  d'Euler  en 
posant  avec  Lagrange  sin(lsinc5  =  5,  sln8  coscs  =  a'.  Il  simplifie  les 
équations  difTérenlielles  en  .v  et  s' en  conservant  tous  les  termes  du 
premier  et  du  second  ordre  par  rapport  à  Q,  à  l'excentricité  de 
l'orbite  lunaire,  à  l'inclinaison  sur  l'écliptique  de  l'orbite  appa- 
rente de  la  Terre  vue  de  la  Lune.  En  remplaçant  dans  des  termes 
du  second  ordre  8  et  '^  par  des  valeurs  approchées,  on  arrive  à  deux 
équations  difierentielles  du  second  ordre  à  coefficients  constants, 
à  seconds  membres.  La  discussion  des  valeurs  de  5  et  s'  obtenues 
en  négligeant  aux  seconds  membres  les  termes  du  second  ordre 
montre  que  les  deux  loi^.  de  Cassini  relatives  à  la  constance  de  0  et 
à  la  coïncidence  des  lueuds  résultent  l'une  de  1  aulre. 

AL  Tisserand  licnl  compte  ensuite  des  termes  du  second  ordre 
négligés  et  rctrouNC  ainsi  les  formules  eompirles  établies  j)our  la 
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première  fois  par  M.  (^Ii.  Siiuuii.  11  iiionlre  avec  la  plus  parfailc 
simplicilr  les  raisons  pour  les(pi(lles  ccMiains  ItM'ines  avaieuL 
écliapp(''  à  l'ai  Icnlioi)  de  La};raiif^(î,  Laplae<î  oL  l\)isson.  Ce  beau 
Çliapilrc  se  Iciiniiie  par  la  mise  en  nombres  (jui  condnil  à  des 
dt'velo|>j)('m(Mils  en  xM'ie  de  '^,  0,  'î>,  (b'veloppcmenls  (jmi  montrent 
([lie  les   lois  (le  Cassini    ne  sont   pas  absol  iiincnl   ii^^oiii'enses. 

Il  résulle  des  valeurs  lrouv('<'s  (pie  la  valeur- de --jr — est  seize 

fois  plus  (orle  (pu*  celle  (jiie  donne  la  tlnjorie  d(;  la  figure  de  la 
Lune.  La  Lune  en  >e  solidilianl  s'est  dc'd'ormée;  la  masse  et  Lapla- 
lissemenl  élanl  Ibrl  petits,  la  présence  des  liantes  montag^nes  suffit 
peul-ètie  à  expli(pier  cet  écart. 

X.  La  |)récision  des  mesures  g(*odésiqnes  et  astronomiques  ne 
permet  plus  d'admettre  a\  ec  I^aplace  et  Poisson  que  le  mouvement 
de  la  Terre  est  rii;oureusement  le  même  que  si  elle  était  solide, 
qu'elle  tournât  à  fort  j)eu  près  autour  d'un  de  ses  axes  d'inertie, 
les  deux  autres  étant  sensiblement  égaux.  Dès  18^9,  Hopkinsdans 
ses  Researches  in  Pliysical  Gcology  étudie  le  mouvement  de  la 
Terre  supposée  formée  d'une  croûte  solide  et  d'un  nojau  liquide 
homogène  ou  hétérogène,  en  négligeant  le  frottement.  Hennessy 
en  i85i,  Plana  en  i  853,  Barnard  en  1874^  ont  discuté  le  Mémoire 
de  Hopkinsà  divers  points  de  vue.  Sir  W.  Thomson  en  i863,  dans 
son  Mémoire  On  tJie  rigldity  of  the  Earth,  affirme  qu'aucune 
masse  liquide  continue  ayant  environ  9600*""  de  diamètre  ne  peut 
existera  l'intérieur  de  la  Terre  sans  modifier  certains  phénomènes. 
En  particulier,  la  flexibilité  nécessaire  de  la  croûte  solide  dimi- 
nuerait notablement  le  phénomène  des  marées,  et  ceux  de  la  pré- 
cession et  de  la  nulation.  Delaunaj  a  combattu  cette  dernière  con- 
clusion abandonnée  depuis  par  Sir  W.  Thomson.  G. -H.  Darwin 
a  combattu  l'hypothèse  d'une  écorce  même  en  se  fondant  sur  la 
résistance  des  matériaux.  Depuis,  divers  géologues  ont  admis  un 
noyau  solide  séparé  de  la  croûte  superficielle  par  une  couche 
pâteuse;  certains  phvsiciens  supposent  que  l'intérieur  de  la  Terre 
pourrait  être  gazeux. 

Il  est  incontestable  (pTil  \j  a  un  reste  de  mobilité  de  la  croûte 
solide  et  Gvldén.  Darwin,  Schiaparelli  se  sont  placés  à  ce  point 
de  vue. 
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L'efTct  du  déplacement  d'une  niasse  importante  {Ji  sur  le  centre 
de  gravité  demeurera  insensible.  Les  modifications  de  la  direction 
des  axes  principaux  d'inertie  sont  de  l'ordre  de  jjl  et  celles  de 
leurs  longueurs  de  l'ordre  de  p.^  ;  si  cependant  la  différence  A  —  B 
est  très  petite,  les  modifications  de  A  et  de  B  sont  de  l'ordre  de  |i.. 
On  calcule  aisément  la  déviation  de  l'axe  polaire.  L'auteur  fait 
application  des  résultats  aux  divers  déplacements  de  masse  qui  se 
produisent  sous  nos  jeux. 

L'observation  a  révélé  en  divers  lieux  des  variations  de  la  lati- 
tude, ou  mieux  de  la  hauteur  du  pôle  céleste  au-dessus  de  l'horizon, 
tenant  à  un  déplacement  de  l'axe  instantané  de  rotation  qui  ne 
coïncide  pas  rigoureusement  avec  l'axe  d'inertie.  Il  est  aisé  de  dé- 
duire du  mouvement  des  axes  principaux  celui  de  l'axe  de  rota- 
lion.  La  nutation  luni-solaire  rapportée  primitivement  à  Taxe 
d'inertie  OC  n'en  est  modifiée  que  de  quantités  insensibles.  Le 
phénomène  de  la  nulalion  diurne  signalé  par  Euler,  dont  la  pé- 
riode est  un  peu  plus  courte  que  le  jour  sidéral,  est  tout  à  lait 
insensible  pour  l'axe  instantané  01  et  se  réduit  au  mouvement  de 
l'axe  principal  OC  autour  de  01.  La  différence  de  cinq  minutes 
produit  à  la  longue,  en  une  période  de  dix  mois  environ,  dite  cycle 
eulérien,  un  déplacement  du  pôle  1  à  la  surface  du  globe;  dépla- 
cement que  l'on  n'a  d'ailleurs  pas  réussi  à  mettre  en  évidence  par 
les  variations  de  latitudes,  pas  plus  qu'une  variation  semi-diurne 
produite  dans  la  nutation  par  la  différence  B  —  A  des  moments 
principaux  équatoriaux  d'inertie. 

La  théorie  du  mouvement  de  rotation  d'un  système  de  forme 
variable  est  due  à  Lagrange.  On  en  obtient  les  équations  en  écri- 
vant les  équations  du  principe  des  aires  qui  ont  lieu  dans  le  mou- 
vement d'un  corps  variable  autour  de  son  centre  de  gravité.  Elles 
conduisent  à  des  équations  entre  les  coordonnées  XiytZ-i  d'un 
point  relatives  à  des  axes  mobiles  et  les  rotations  />,  ^,  /•  de  ces 
axes  mobiles  autour  des  droites  fixes  qui  marquent  leurs  positions 
instantanées. 

Si  le  système  est  rigide,  on  suppose  naturellement  les  axes.r, 
yiZ\  fixes  dans  le  corps.  Si  le  système  est  variable,  on  n'a  guère 
d'indications  générales.  Il  n'est  pas  sans  inconvénient  de  les  faire 
coïncider  avec  les  axes  principaux;  M.  Gyldén  les  choisit  de  façon 
à  annuler  les  moments  des  quantités  de  mouvement  relatif,  ce  qui 
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ne  délcnninc  (|iic  leur  rolalion,  mais  pas  leur  posilion  instan- 
tanée. Ces  conditions  étaient  satisfaites  dans  le  Mémoire  de 
Liouville  i]c  nSSy,  où  les  axes  x^y,  z  étaient  les  axes  princi[)aux 
d'inertie  parce  que  Liouville  supposait  le  corps  constamment 
symétrique  j)ar  rapport  à  ses  plans  princi[)aux.  Le  Cliapitie  XXX 
contient  une  exposition  du  Mémoire  de  Gyldén  et  de  deux  autres 
Mémoires  du  même  auteur  sur  In  rotation  d'u/i  corps  solide 
dont  1(1  surface  est  recouverte  par  une  masse  liquide.  Gyldén 
trouve  que  par  suite  des  érosions  produites  par  le  travail  des  eaux 
la  diderence  C  —  A,  si  elle  était  d'abord  petite,  doit  augmenter  et 
que  le  pôle  de  rotation  doit  décrire  autour  du  pôle  d'inertie  une 
spirale  qui  l'en  ra|)proclie.  M.  Tisserand  reproduit  sommairement 
les  recherches  de  Darwin,  de  Sir  W.  Thomson,  qui  montrent  en 
particulier  que  le  changement  séculaire  de  l'obliquité  est  très  petit  ; 
il  montre  d'après  Helmcrt  que  la  marée  ne  peut  modifier  la  posi- 
lion du  pôle  que  d'une  quantité  insensible,  s'occupe  de  la  possi- 
bilité d'un  ralentissement  de  la  rotation  de  la  Terre  produite  par 
le  frottement  des  marées  et  de  son  influence  sur  l'accélération 
séculaire  de  la  Lune  et  enfin  des  variations  de  la  verticale 
produites  par  les  actions  du  Soleil  et  de  la  Lune,  recherches  théo- 
riques qui,  toutes,  sont  développées  au  delà  de  la  limite  de  la  pré- 
cision des  observations.  B.  B, 


FORSYTH  (R.)-  —  Theory  of  functions  of  a  complex  variable. 

I  vol.  gr.  in-8";  xxii-682  p. 

«  C'est  dans  la  théorie  des  fonctions  que  la  Science  mathéma- 
tique a  fait,  depuis  une  quarantaine  d'années,  les  plus  remar- 
quables progrès.  » 

Je  ne  sais  si  le  jugement  que  M.  Forsyth  émet  ainsi  au  début  de 
la  préface  de  son  Livre  ne  demanderait  pas  quelques  réserves; 
mais  on  ne  saurait  contester  la  faveur  dont  cette  théorie  des  fonc- 
tions, depuis  de  longues  années,  jouit  auprès  des  mathématiciens; 
elle  a  été  leur  déesse  :  elle  a  eu  des  prêtres  illustres  qui  se  sont 
consacrés  à  elle  tout  entiers,  des  dévots  innombrables  et  des  sacri- 
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ficaleurs  d'occasion  ;  elle  a  vu  ses  domaines  s'accroître  d'une  façon 
prodigieuse  el  inallendue;  elle  a  projeté  sa  lumière  dans  des 
régions  où  l'on  ne  soupçonnait  pas  qu'il  existât  quehpie  cliose; 
elle  a  renouvelé  les  principes  de  sa  propre  religion  :  cette  religion 
a  été  si  scru|)ulcusemenl  purifiée,  elle  a  été  constituée  d'une 
façon  si  indépendante  que  (pieI(juos-uns  de  ses  adeptes  en  arrivent 
à  se  demander  pourcpioi  ou  la  ferait  servira  autre  cliose  qu'elle- 
même,  pourquoi  ou  l'appliquerait  à  ce  monde  des  réalités  gros- 
sières à  qui  elle  n'emj)runte  rien,  avec  qui  elle  n'a  rien  à  faire. 
Peut-être  y  a-l-il  là  un  danger,  et  convient-il  de  revenir  à  ces  pro- 
blèmes réels,  qui  pendant  longtemps  ont  élé  la  préoccupation 
principale  des  géomètres,  qui  ont  provoqué  les  plus  belles 
recherches  théoriques,  et  qui  semblent  la  meilleure  pierre  de 
touche  pour  juger  de  la  valeur  des  théories  abstraites.  On  peut 
croire  d'ailleurs  qu'il  y  a  un  mouvement  de  réaction  dans  ce  sens 
et  comme  un  retour  vers  la  Pliilosopliie  naturelle,  pour  employer 
la  belle  expression  des  compatriotes  de  M.  Forsyth,  qui  d'ail- 
leurs ne  l'ont  jamais  négligée. 

S'il  en  est  ainsi,  et  si  l'on  peut  espérer  que  les  richesses  accu- 
mulées dans  la  théorie  des  fonctions  trouveront  là  leur  emploi,  il 
est  temps  d'en  faire  l'inventaire,  et  d'en  faciliter  l'acquisition  à 
tous.  Ceux  même  qui  ne  goûtent  que  ce  genre  de  richesse  et  qui 
ne  songent  qu'à  l'accroître  ne  pourront  s'en  plaindre.  Il  semble 
donc  que  le  Livre  de  M.  Forsyth  tienne  à  son  heure  et  qu'il  soit 
destiné  à  rendre  des  services  durables. 

11  va  sans  dire  que  ce  Livre  ne  peut  être  complet,  mais  il  touche 
à  tous  les  sujets  essentiels.  Il  a  été  fait  avec  un  grand  soin.  L'au- 
teur a  voulu  se  placer  successivement  aux  divers  points  de  vue,  de 
manière  à  bien  montrer  au  lecteur  ce  que  l'on  découvre  de  chacun 
d'eux.  Celui-ci,  après  avoir  suivi  M.  Forsyth  partout,  aura  de  la 
Science  une  idée  d'ensemble.  Les  renvois  bibliographiques 
abondent,  de  façon  à  permettre  à  chacun  de  compléter  ses  con- 
naissances. L'auteur  a  fait  grande  attention  à  bien  définir  les 
termes  techniques  et  à  donner  les  principaux  équivalents  dans  les 
diverses  langues  :  il  a  même  pris  la  précaution  de  réunir  ces 
termes  techniques  dans  un  glossaire,  avec  l'indication  des  pages 
où  se  trouvent  les  définilions.  Une  table  des  matières  bien  détaillée, 
une  liste  des  auteurs  cités  avec  les  renvois  aux  pages  correspon- 
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Vailles,  leiniineiiL  le  Volimir.  Il  commCmI  (I<;  si^rialer  encore,  dans 
If  nicnic  ordre  (ridées,  les  nond)i'en\  exemples  (jue  M.  T'orsyLli  a 
plaet'S  eà  et  là  dans  je  lexte,  exemples  dont  les  nns  onl  <'té  ima- 
i;lnés  par  I  auleni",  dont  les  anh'es  ont  vlv  llr('S  de;  Mémoires 
{liveis,()n  nn^neonl  été  Tohjetdc  (picstions  d'examen.  (iClle  faeon 
de  faire,  (pii  (^sl  hahilnelle  dans  les  livres  (renseigncmenl  anglais, 
est  exeellcnlc. 

L'Onvraf^c  jxmiI  clvc  divise*  en  cinci  Parlies  :  nous  allons  pass(îr 
rapidemeni  en  icvnc  les  malirres  (pTelles  eonhcmnenl. 

'Ilu'orii'  des  fonclioiis  fi/n'/or/nes  (\}.  i-i/j^,  Cliap.  l-\  II.  — 
Un  (]lia|)iLre  (V introduction  «générale  conlienl.  les  définitions 
essentielles,  la  notion  de  fonction  d'nne  variable  complexe  (ad- 
mettant une  dérivée),  les  écjnations  anx  dérivées  partielles  fonda- 
mentales, rex|)lication  des  ternies  nionogène,  uniforme,  niulti- 
fornie,  branche,  /)oi/}t  d'enibrancliement,  lioloniorplie,  zéro, 
pôle,  niéronwrpke,  elc.  L'auleur  passe  ensuite  anx  intégrales 
prises  entre  des  limites  imaginaires  :  le  théorème  fondamental  de 
Cauchj  est  démontré  par  la  méthode  de  Riemann  ;  il  en  dévelo|)pe 
les  conséquences  immédiates,  et  l'applique  au  calcul  de  quelques 
intégrales  définies,  puis  aux  développements  en  séries  (série  de 
Taylor,  théorème  de  Laurent).  H  donne  la  définition  des  singula- 
rités polaires  et  essentielles,  et  l'idée  de  la  continuation  (ou  prolon- 
gement) d'une  fonction.  Le  théorème  sur  la  continucition  par 
symétrie,  dont  M.  Schwarz  a  su  tirer  tantde  parti,  sert  d'exemple. 
Les  propositions  élémentaires  qui  permettent  de  reconnaître 
qu'une  fonction  est  entière  ou  rationnelle,  d'après  ses  singularités, 
sont  des  conséquences  immédiates  des  théorèmes  fondamentaux 
sur  le  développement  en  série.  La  construction  d'une  fonction 
transcendante  entière  dont  les  zéros  sont  donnés  (Weierstrass), 
l'application  aux  fonctions  sin  z^  rr  z^  la  notion  de  genre  (Laguerre), 
f[uelques  détails  sur  les  diverses  façons  dont  on  peut  représenter 
une  fonction  uniforme  admettant  un  nombre  fini  de  singularités 
essentielles,  un  résumé  des  recherches  de  M.  Mitlag-Leffler  sur  la 
construction  de  fonctions  uniformes  avec  une  infinité  de  singula- 
rités essentielles  prescrites  à  l'avance,  diverses  propositions  rela- 
tives à  la  nature  des  fonctions  définies  par  des  séries  de  fonctions, 
aux  espaces  lacunaires,  enfin  des  indications  (d'apiès  M.  Millag- 
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J^ef(l(M^  cl  M.  Guicliard)  sur  la  classification  des  sin<;ularilés,  sont 
rol)jcl  des  trois  derniers  Ciiapilrcs  de  celle  première  l*arlic. 

Tliêorie  des  fonctions  nialtl formes  et  des  fonctions  uni- 
formes périodiques  ( p .  i  /\i)-\\  i  i ,  Chap .  VI 1 T-X 1 1 1  ).  —  A prcs  avoir 
donne  quelques  exemples  de  fondions  mulliformes,  M.  Forsjlli 
éludie  en  particulier  les  fondions  alj^ébriques  aulour  de  leurs 
points  d'embrancliemenl( méthode  de  Puiseux,  systèmes  cycliques, 
rôle  des  poinls  doubles);  une  première  étude  des  inlé^^iales  des 
fonctions  algébriques  est  faite  dans  le  sens  de  Gauchj  :  l'auteur 
s'arrête  quelque  temps  sur  les  intégrales  de  fondions  uniformes 
et  développe  en  particulier  quelques-uns  des  résultats  obtenus  par 
M.  Hermite  sur  les  intégrales  de  la  forme 


Il  traite  ensuite  des  intégrales  elliptiques,  de  manière  à  mettre 
en  évidence  les  périodes;  il  consacre  un  Chapitre  aux  proposi- 
tions générales  concernant  les  fondions  doublement  périodiques, 
un  autre  aux  fonctions  du,  ^u,  pu  de  M.  Weierstrass,  pour  les- 
quelles il  donne  même  les  équations  aux  dérivées  partielles;  il 
s'occupe  des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  et  de 
troisième  espèce,  et  en  particulier  du  rôle  des  fonctions  de  seconde 
espèce  dans  l'intégration  des  équations  linéaires  à  coefficients  dou- 
blement périodiques  (équation  de  [.amé). 

Enfin,  dans  un  Chapitre  spécial,  il  détermine  la  nature  des  fonc- 
tions qui  admettent  un  théorème  algébrique  d'addition. 

Méthode  de  Riemann  (p.  3 12-490,  Chap.  XIV-XVIII.  — 
Jusque-là  c'est  le  point  de  vue  de  Cauchj  qui  domine,  et  l'expo- 
sition ne  diffère  pas  au  fond  de  celle  qui  a  été  adoptée  dans  la 
plupart  des  Ouvrages  classiques  publiés  en  France  sur  ce  sujet 
(Briot  et  Bouquet,  Jordan,  Hermite,  etc.).  Si  M.  Forsvlh  intro- 
duit en  particulier  les  importants  résultats  que  l'on  doit  à 
M.  Weierstrass,  il  ne  s'est  nullement  astreint  à  rester  dans  le 
cadre  rigide  oii  se  complaît  l'illustre  géomètre.  Les  idées  de  Rie- 
mann vont  maintenant  être  dévelopj)écs  avec  détail.  Dans  les  deux 
premiers    Chapitres   sont  dév(doppés,   d'une   part,  les  théorèmes 
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};ciu'i;ni\  icliilils  ;iii\  Mirriicc^  |)lu.si('ii  is  l'ois  (ohikîxcs,  uiix  .s).s- 
Irmcs  (le  coiipiircs  nécessaires  pour-  les  rendre  sinipIcnnînL  con- 
nexes, à  la  n.'ilnic  des  eirenils  (jii  On  peni  I  laeer  sni"  elles,  d^HlLI•e 
pari,  la  eonslrnclion  des  surfaces  d(]  Hieniann,  (|iii  est  exposée  avec 
î^iand  soin,  avec  des  fii;nres  in^éniensiwnent  disposées,  les  pro- 
priétés esscnlielN's  de  ces  smlaees,  relalives  à  lenr  noiril)rc  de 
lenillels,  à  \v.uv  raniilicalion,  à  lenr  dej^ré  de  connexion,  la  forme 
canoni(/(te  i\\\()n  pont  leur  assi*,nicr  (piand  les  points  d'embran- 
cliement  sont  tous  simples;  cnlin  la  façon  dont  uin;  surface  de 
Kiemann  permet  d'envisager  une  fonction  algél)ri(ju(;  d'une  \a- 
riahle  comm<'  une.  fonction  uniforme  d'un  point  de  cette  surface, 
[{egardant  ensuite  l'équation  entière  (pii  df-finil  une  telle  fonction 
algébrique  comme  donnée  et  supposant  construire  la  surface  de 
Hiemann  qui  lui  est  associée,  M.  Fors^'th  étudie  les  intégrales  sur 
les  lignes  tracées  sur  la  surface,  expose  la  théorie  des  modules  de 
périodicité,  montre  le  rôle  des  valeurs  de  la  variable  qui  rendent 
l'intégrale  infinie  et  développe  la  distinction  entre  les  trois 
espèces  d'intégrales.  Pour  aller  plus  loin,  et  même  pour  compléter 
les  démonstrations  antérieures,  il  est  nécessaire  d'établir,  pour  une 
surface  de  Riemann  donnée,  l'existence  d'une  fonction  uniforme, 
continue,  sauf  le  long- des  coupures  qui  réduisent  la  surface  à  être 
simplement  connexe,  et  qui  admette  pour  ces  coupures  des  mo- 
dules de  périodicité  dont  les  parties  réelles  soient  arbitrairement 
données,  problème  dont  Riemann  avait  fondé  la  solution  sur  le 
principe  de  Diriclilet.  M.  Forsyth  le  traite  en  suivant  surtout  la 
méthode  que  l'on  doit  à  M.  Schwarz.  Dès  lors,  l'étude  des  trois 
espèces  de  fonctions  sur  une  surface  de  Riemann,  de  leurs  mo- 
dules, de  leurs  formes  normales,  le  problème  de  l'inversion  pour 
les  fonctions  de  première  espèce,  peuvent  être  abordés  sans  diffi- 
culté. Le  lecteur  se  trouve  ainsi  en  possession  des  bases  de  la 
théorie  des  fonctions  abéliennes.  Signalons  encore  dans  le  même 
Chapitre  la  démonstration  du  théorème  de  Riemann-Roch,  la 
construction  de  l'équation  fondamentale  relative  à  une  surface  de 
Riemann  donnée,  puis  l'élude  des  fonctions  à  multiplicateurs 
(Appell),  généralisation  des  fonctions  doublement  périodiques  de 
seconde  espèce,  enfin  l'étude,  au  point  de  vue  des  solutions  uni- 
formes, des  équations  de  la  forme 
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liepi-rsenlcilion  conforme  (p.  49i-->^' ?  ^^'''M^  XIX-\X).  — 
Le  premier  des  deux  (Chapitres  coiisaerés  à  la  représentation  con- 
forme est  de  nature  Irès  élémenlaire;  M.  Forsyth  conseille  avce 
raison  au  lecteur  de  l'éludier  après  les  cinc|  premiers  (Chapitres  de 
son  Ouvrage.  Après  avoir  j)osé,  comme  Gauss  le  fail,  le  problème 
<le  la  représentation  conforme  de  deux  surfaces,  il  étudie  le  pro- 
blème de  la  carte  pour  les  surfaces  de  révolution  et,  en  particulier, 
pour  la  sphère,  ])uis  il  développe  une  suite  d'exemples  intéres- 
sants de  représentations  conformes  en  se  donnant  la  fonction  <pii 
définit  cette  représentation  :  il  insiste  naturellement  sur  les  trans- 
formations linéaires,  en  vue  des  derniers  Cha|)itres  de  son  Ou- 
vrage. Le  problème  de  la  représentation  conforme  sur  un  cercle 
d'une  aire  plane  limitée  par  un  contour  simple  donné,  de  façon 
que  le  centre  du  cercle  corresponde  à  un  point  donné  de  l'aire,  fait 
l'objet  du  second  Chapitre  :  la  solution  est  fondée  sur  le  tJiéorèwe 
de  U existence  développé  antérieurement  à  propos  des  surfaces  de 
Riemann.  L'auteur  expose  ensuite  les  méthodes  données  par 
M.  Beltrami  et  M.  Cajlev  pour  réaliser  cette  solution  et  traite  plu- 
sieurs exemples  :  polygone  convexe,  triangle  et  quadrilatère, 
courbe  convexe  considérée  comme  cas  limite  d'un  poljgone  con- 
vexe, figure  convexe  limitée  par  des  arcs  de  cercle  (équation 
hjpergéométrique),  cas  particuliers  du  croissant  et  du  triangle; 
relation  avec  la  théorie  des  polyèdres  réguliers,  etc.). 

Fonctions  fuclisiennes  (p.  (mq-GjS,  Chap.  XXi-XXllI).  — 
Dans  cette  dernière  Partie,  M.  Forsyth  initie  le  lecteur  aux  élé- 
ments de  la  théorie  dont  on  doit  les  principaux  développements  à 
M.  Poincaré.  Un  Chapitre  est  consacré  à  Tétude  des  groupes  dis- 
continus formés  par  des  substitutions  linéaires  et  en  particulier 
aux  groupes  fuchsien  et  kleinéen,  ainsi  qu'aux  décompositions 
correspondantes  du  plan.  L'autre  Chapitre  est  consacré  aux  fonc- 
tions qui  se  reproduisent  par  les  substitutions  d'un  groupe,  fonc- 
tions qu'il  propose  d'appeler  automorplies.  11  étudie  d'abord  les 
groupes  relatifs  aux  substitutions  linéaires  qui  permettent  de 
passer  d'un  point  regardé  comme  la  perspective  stéréographique 
d'un  point  d'une  sphère  à  la  perspective  du  même  point  de  la 
sphère  après  une  rotation  autour  d'un  diamètre;  ces  groupes  sont 
liés  aux  polyèdres  réguliers.  Les  fonctions  modulaires  fournissent 
ensuite  un    exemple   de   fonctions   automorplies   se    reproduisant 
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pour'  un  i;i()ii|)(*  de  stil).«>l  il  ni  ions  en  ii()MiI)I<'  infini.  MnHn  M.  l'Or- 
sylli  eiisei«>;nc  à  conslnmc  (m's  s«''rics  convergenles  que  M.  Poincnré 
a  appelées  /*o//r//o//,v  flicfa/dclisicuncs,  cl  à  en  (h'dniic  Uîs  fonc- 
tions fuchsienncs;  il  Icrnmic  vw  (lonininl  (jiicl(|iics  indicalions  sni- 
le  rôle  de  ces  louchons  diins  la  lliconc  des  ('(pial  ions  dinVjrcnlicllcs 
linéaires. 


Riivri;  sk.mi:stiiif:lli-:  ni:s  piinLicvrioNs  M\Tin':M\TiQrr:s  rédigées  sous  les 
auspices  de  la  Société  mathéniatique  d'Amsterdam,  par  P.-H.  Schoiite,  J. 
K()rle(\'e<(,  W.  Knpteyn,  J.-C,  KUiyvcr,  P.  Zeeman,  avec  la  collaboration 
deMxVI.  van  Aller,  de  Boer,  Cardinaal,  Coclingh,  Kschcr,  Maiitel,  Molenbrock, 
van  Mourik.  Paraira,  Hahusen,  Schouten,  Tescli,  Versluys,  de  Vries  et  de 
M"''  Wijlhod".  ïome  I.  I"'  Partie,  i  vol.  in-8".  icj  p.  Amsterdam.  Versluvs; 
189-3. 

Nous  avons  le  devoir  d'adresser  nos  meilleurs  souhaits  à  cette 
nouvelle  publication,  qu'entreprend  la  Société  mathématique 
d' Amsterdam  :  elle  a  pour  but  de  faire  connaître,  sans  délai,  le 
litre  et  le  contenu  principal  des  Mémoires  de  Mathématiques  pu- 
bliés dans  les  principaux  journaux  scientifiques  (*)  :  elle  répond 
ainsi  à  un  besoin  incontestable;  les  analvses  un  peu  détaillées, 
comme  celles  que  nous  essayons  de  faire  ici,  deviennent  naturelle- 
ment impossibles  dans  ces  conditions  ;  mais  dans  un  temps  oii  la 
production  scientifique  est  si  considérable,  où  elle  se  manifeste 
dans  un  si  grand  nombre  de  journaux,  les  travailleurs  peuvent  dé- 
sirer d'être  informés  rapidement,  de  connaître  au  moins  par  le  titre 
ou  une  analyse  sommaire  les  Mémoires  publiés  sur  les  sujets  qui  les 
préoccupent  afin  de  pouvoir  recourir  à  ces  Mémoires,  s'épargner 
des  efforts  inutiles,  éviter  enfin  des  réclamations  de  priorité.  Ces 
informations,  ils  les  trouveront  d'une  façon  commode,  dans  la 
Revue  semestrielle.  Plusieurs  de  ceux  qui  sont  à  la  lêie  de  celte 
publication  ont  été  d'excellents  collaborateurs  pour  le  Bulletin; 


(')  Les  titres  des  MétDoircs  sont  précédés  d'indications  qui  correspondent  au 
système  de  classification  adopté  par  la  Comjtiission  permanente  du  Répertoire 
bibliographique. 
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nous  osons  espérer  qu'ils  nous  conllnueronl  leur  concours,  d'au- 
lanl  que  les  deux  publications,  qui  ont  un  terrain  commun,  ne 
poursuivent  pas  le  même  but:  l'une  complétera  ce  qui  peut  man- 
(juerà  l'autre.  Encore  une  fois,  nous  souhaitons  bon  succès  à  nos 
confrères,  dans  l'œuvre  très  utile  qu'ils  ont  entreprise. 

J.  T. 
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COMI'TKS    lU'ADlIS    ET    ANALYSES. 

.1.  TAXNrcUV  cl  .1.  MOf.K.  —  Élkmknts  ni:  la  tiikorik  df^s  fonctions  ellif»- 
TlQliHS.  ToiiH»  1  :  Introduction.  Ca/cnl  (/ij/rrrnf.ic/  (V  Vi\v\io ).  i  vol.  iii-H"; 
\-i.\()  |).  Paris.  (Jiiiillii(M--Villars  cl  (ils,  i8(j3. 

Diuis  la  l^-éiiK'o  de  son  Traité  des  fonctions  ctUptùjues, 
Jlalplicn  déplore  que  les  iTiallicmaliclens  soient  encore  les  seuls 
à  savoir  se  servir  de  ces  fonctions,  bien  qu'elles  soient  enseignées 
partout.  Les  fonctions  elliptiques,  dil-il,  semblent  traverser  une 
période  de  transition;  et,  dans  l'espoir  de  hâter  la  fin  de  cette 
période,  il  avait  entrepris  son  œuvre  si  malheureusement  inter- 
rompue. 

Le  livre  de  MM.  Tannerj  et  Molk  est  un  nouveau  pas  fait  dans 
la  même  voie,  et  il  faut  donc  tout  d'abord  féliciter  les  auteurs 
d'avoir,  selon  leur  expression,  osé  l'écrire.  En  le  prenant  [)our 
guide,  on  se  familiarisera  rapidement  avec  cette  belle  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  dont  l'étude  semble  avoir  été  jusqu'ici  le 
privilège  de  quelques  géomètres  particulièrement  éminents;  on 
se  rendra  un  compte  exact  de  l'importance  théorique  et  pratique 
de  ces  fonctions,  et,  en  même  temps,  l'on  acquerra  toutes  les 
connaissances  nécessaires  pour  traiter  complètement  et  discuter 
dans  tous  les  détails  les  problèmes  si  fréquents  dont  la  solution 
exige  leur  emploi. 

MM.  Tannery  et  Molk  ont  écrit  leur  livre  pour  les  étudiants  de 
nos  Facultés  :  il  doit  se  raccorder  avec  leur  enseignement  et  res- 
tera élémentaire.  Toutefois,  rien  de  ce  qui  est  essentiel  n'y  sera 
laissé  de  côté,  et,  après  l'avoir  lu,  on  se  trouvera  entièrement  pré- 
paré pour  aborder  avec  fruit  l'étude  des  Mémoires  originaux,  et  pé- 
nétrer ainsi  jusqu'au  fond  des  questions  plus  difiiciles  qui  n'auront 
pu  qu'être  sommairement  indiquées  :  c'estdire  que  les  étudiants  ne 
seront  pas  les  seuls  à  profiter  de  cette  lecture.  D'ailleurs  on  trou- 
vera réunies  dans  ce  livre  (le  nom  des  auteurs  nous  en  était  à  l'a- 
vance un  sûr  garant)  toutes  les  qualités  qui  font  la  perfection 
d'un  ouvrage  didacLi([ue  :  il  faut  admirer  en  particulier  la  rigueur 
absolue  des  démonstrations,  dont  rc'légance  n'est  cependant  |)as 
Bull,  des  Sciences  mat/icm.,  2"  série,  l.  XVII,  (  Aoùi  i8(j3.)  ij 
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diminuée;  le  soin  avec  lequel  les  points  les  plus  délicats  sont  si- 
gnalés à  l'attention,  en  même  temps  que  complètement  élucidés; 
et  surtout  l'enchaînement  des  idées,  qui  n'a  rien  d'artificiel,  et 
est  partout  celui-là  même  (|ue  la  logique  impose. 

Les  méthodes  qui  s'olIVent  comme  point  de  départ  d'ime  théorie 
des  fonctions  elliptiques  sont  nombreuses,  et  il  ne  faut  [)as  s'é- 
tonner de  cette  multiplicité  qui  tient  certainement  à  la  nature 
même  de  ces  fonctions  et  à  leurs  propriétés  si  diveises.  Parmi 
toutes  ces  méthodes,  aucune  ne  doit  être  reconnue  comme  supé- 
rieureaux  autres  d'unefaçon  absolue  :  pour  s'en  convaincre,  ilsuffit 
de  se  ra|)peler  qu'on  estamené  aux  fonctions  elliptiques  aussi  bien 
par  les  spéculations  purement  théoriques  de  l'Analyse  et  de  la 
Théorie  des  nombres  que  par  les  applications  les  plus  simples  du 
Calculintégral,  delaGéomélrie,  de  laMécanique  etdela  Physique  ^ 
et,  en  effet,  comme  l'a  dit  si  justement  M.Hermite,  rappelant  pré- 
cisément que  la  série  S  (x)  de  Jacobi  se  trouve  déjà  dans  les  re- 
cherches de  Fourier  sur  la  théorie  de  la  chaleur,  les  travaux  des 
géomètres  dans  difierentes  directions  sont  si  étroitement  liés 
qu'ils  se  rencontrent,  malgré  la  diversité  de  leurs  buts,  dans  les 
mêmes  théories  analytiques. 

La  voie  suivie  par  M.  Weierstrass  est  celle  qu'ont  adoptée 
MM.  Tannery  et  Molk  :  elle  est  tout  à  fait  logique  et  naturelle 
dès  que  l'on  envisage  la  double  périodicité  des  fonctions  ellipti- 
ques comme  leur  propriété  capitale;  elle  est  en  même  temps 
simple  et  facile. 

Les  notations  employées  par  MM.  Tannery  et  Molk  sont  aussi 
celles  de  M.  Weierstrass,  sauf  quelques  modifications  qui  seront 
signalées.  Toutefois,  les  auteurs  nous  annoncent  qu'ils  laisseront 
une  place  considérable  aux  fonctions  et  notations  de  Jacobi,  qui 
permettent  mieux  la  séparation  des  périodes.  En  fait,  la  multipli- 
cité des  notations,  comme  celle  des  méthodes  dont  je  parlais  plus 
haut,  est  dans  la  nature  des  choses,  et,  si  elle  semble  d'abord  être 
une  gêne  et  un  ennui,  en  réalité,  on  doit  la  considérer  comme 
une  richesse.  C'est  l'opinion  qu'expriment  les  auteurs  dans  leur 
Préface,  et  je  crois  qu'il  faut  partager  complètement  cette  manière 
de  voir. 

L'ouvrage  de  MM.  Tannery  et  Molk  comprendra  quatre  vo- 
lumes; le  premier,  dont  je  vais  essayer  de  rendre  compte,  contient 
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iiiic  Inli'oducl  mil  (>l  l:i  prciiiirrc  niiilM'  du  (1;iI(MiI  (IiIIVm-cmI  ici , 
c  csl-M-dirc  I  ('\  |)(»sii  loii  des  nionrK'-Lcs  csscrjLielles  de.  I;i  IomcIkjii 
CJ*//,  cl  lie  celles  (|iii  en  dcri\eiil,. 

I  .a  lliéorie  des  ((nichoiis  (dliplunics  est,  cm  s(î  plaçant  an  tncme 
|)oinl  de  nmc  (|iie  le>>  ailleurs,  un  (lliapilrc  parliciilier  de  la  lliéorie 
(les  lonelioiis  (riine  \anal)le  iina;;inairc.  Ccllc-ci  (:oin|)i'eiid  d'ail- 
leurs deux  séries  de  proposil  ions  hien  disliiicics;  l(!S  unes,  fon- 
dées sur  la  considéralion  des  intégrales  |)rises  entre  des  limites 
imaginaires,  sont  entrées  de|)uis  longtemps  dans  l'enseignement  ; 
les  autres,  auxquelles  on  est  amène*  princi[)alement  par  la  consi- 
dération des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de  la 
variable,  sont  moins  bien  connues,  surtout  au  point  de  vue  théo- 
rique :  leur  démonstration  rigoureuse  présente  en  efTet  des  diffi- 
cultés spéciales,  qu'on  est  trop  souvent  tenté  de  résoudre  par  à 
peu  près.  Aussi  MM.  Tannery  et  Molk  ont-ils  mis  en  tête  de  leur 
ouvrage  une  Introduction  dans  laquelle  ils  exposent  les  propo- 
sitions fondamentales  de  la  théorie  des  séries  et  produits  infinis, 
ainsi  que  les  résultats  essentiels  obtenus  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions par  M.  Weierstrass  et  M.  Mittag-Leffler.  C'est  un  véritable 
service  rendu  par  les  auteurs,  que  de  nous  offrir  ainsi  un  guide 
sûr  dans  ces  théories  si  délicates,  et  de  nous  donner  d'une  façon 
tout  à  fait  rigoureuse  la  démonstration  de  propriétés  qui  sont,  a 
la  vérité,  d'un  usage  courant,  mais  auxquelles  on  ne  réfléchit  pas 
toujours  comme  il  conviendrait. 

Cette  Introduction,  que  je  résumerai  très  sommairement,  con- 
tient trois  Chapitres.  Dans  le  premier,  intitulé  :  Des  séries  et  pro- 
duits infinis  à  ternies  constants,  MM.  Tannery  et  Molk  donnent 
d'abord  la  définition  des  séries  et  produits  infinis  absolument 
convergents,  à  simple  ou  double  entrée,  et  plus  généralement  à 
entrée /?"P'^  ;  puis  ils  montrent  que  ces  séries  et  ces  produits 
infinis  jouissent  de  toutes  les  propriétés  essentielles  des  sommes 
d'un  nombre  limité  de  termes  et  des  produits  d'un  nombre  limité 
de  facteurs.  Comme  application,  ils  considèrent  la  série  à  double 

entrée    >    — : ^j-t— - ,  qui  joue  un  rôle  si  important  dans  la  théorie 

>^  («A  -i-  pBj"     1      -^  ' 

des  fonctions  elliptiques  :  si  A  et  B  désignent  deux  nombres  dont 
le  rapport  ne  soit  pas  réel,  et  si  la  sommation  est  étendue  à  toutes 
les  valeurs  entières  positives,  négatives   ou   nulles  de   a  et  ^  (la 
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combinaison  a  =  o,  [i  =  o  exclue),  celle  série  esl  ahsoliinncnl 
convergente  si  n  est  un  enlier  égal  ou  supérieur  à  trois. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  des  séries  et  produits 
infinis  dont  les  termes  dépendent  d'une  variable.  Les  auteurs  dé- 
finissent d'abord  les  séries  uniformément  convergentes  et  dé- 
montrent les  théorèmes  fondamentaux  relatifs  à  ces  séries;  abor- 
dant ensuite  l'étude  particulière  des  séries  entières,  ils  prouvent 
([ue  ces  séries,  comme  aussi  les  séries  de  séries  entières,  |)euvent 
être  traitées  comme  des  polynômes  entiers  sous  des  conditions 
énoncées  d'une  façon  précise.  Puis,  dans  un  paragraphe  dont  je 
recommanderai  spécialement  la  lecture,  ils  montrent  comment, 
en  introduisant  la  notion  de  la  continuation  des  fonctions,  on 
peut  sortir  du  cercle  de  convergence  dans  lequel  sont  enfermées 
les  fonctions  auxquelles  on  est  conduit  par  la  considération  des 
séries  entières  ;  ils  insistent  sur  les  précautions  à  prendre  dans 
l'application  de  cette  théorie  délicate,  et  en  particulier  sur  la 
notion  de  coupure,  qui  s'introduit  d'elle-même.  Un  exemple  ter- 
mine le  Chapitre  et  met  en  lumière  l'importance  du  procédé  de 
continuation  des  fonctions  :  c'est  la  démonstration  du  théorème 
fondamental  relatif  à  l'existence  des  solutions  d'une  équation 
différentielle  linéaire  homogène. 

Le  troisième  Cha[)itre  contient  la  démonstration  des  théorèmes 
si  importants  et  tout  à  fait  généraux  de  M.  Weierstrass  etde  M.Mit- 
tag-Leffler.  Le  théorème  de  ]\L  Weierstrass  permet  de  trouver 
l'expression  la  plus  générale  d'une  fonction  transcendante  entière 
dont  on  donne  les  zéros,  et  par  suite  aussi  des  fonctions  univo- 
ques  dans  tout  le  plan  qui  n'ont  pas  d'autres  singularités  que  des 
pôles  à  distance  finie,  et  dont  on  donne  les  zéros  et  les  pôles, 
puisqu'une  telle  fonction  est  le  quotient  de  deux  fonctions  en- 
tières. Quant  au  théorème  de  M.  Mittag-Leflîer,  il  a  pour  objet 
de  trouver  l'expression  la  plus  générale  d'une  fonction  univoque 
dans  tout  le  plan,  et  présentant  en  des  points  donnés  des  discon- 
tinuités polaires  ou  essentielles  prescrites  à  Tavance. 

La  première  partie  du  Calcul  différentiel,  qui  forme  avec  l'Ln- 
troduction  la  matière  du  Volume,  contient  deux  (Chapitres.  Le 
premier  est  consacré  à  des  considérations  générales  sur  les  fonc- 
tions périodiques.  Après  avoir  défini  les  fonctions  simplement 
périodiques,  MINL  Tanncry  et  IMolk  montrent  comment  on  serait 
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iialurcllcmciil  iiinciit'  à  les  coiishN'rcr,  (|iiMn(i  hm'imc  ou  ne 
coniiailrail  pas  les  ioiuiioiis  I  ri^oiioiiK'liKiiics  ;  il  siiffil  de  ré- 
soiiclri;,  à  Taidc  du  lliéoi'cmo  d(;  M.  Wcicisirass ,  le  prohirinc 
suivaiil  :  Coiislniirc  uik^  lonclion  ciiLirrc  doiil  les  zéros,  Ions 
simples,  loi'menl  une  pro«;ression  arillimél-npic  indi'linic.  Ils 
considèrcMil  ensnile  I(îs  lonctions  iinivoqnes  admetlant  deux  pé- 
riodes et  dénionlrenl  à  leur  égard  |)ar  nne  niélhodc  parlicniière- 
nicnl  simple,  dont  le  principe  est  dn,  je  crois,  à  INI.  Wcierslrass, 
les  propositions  fondamentales  suivantes  : 

Si  une  fonction  univoque  f{u)  est  régulière  en  un  point  Uq 
et  ne  se  réduit  p<is  à  une  constante,  il  existe  un  nombre  posi- 
tif t^  tel  que  la  valeur  absolue  de  toute  période  de  cette  fonc- 
tion soit  certainement  supérieure  à  s  ; 

Si  une  fonction  f[u)^  définie  comme  précédemment,  admet 
deux  périodes  a  et  b  dont  le  rapport  soit  réel,  elle  est  simple- 
ment périodique; 

Si  la  fonction  f{u)  admet  deux  périodes  a  et  b  dont  le  /ap- 
port soit  imaginaire^  il  existe  un  couple  de  périodes  a,  ^j 
{couple  primitif)  de  la  fonction  f{u)^  tel  que  toute  période 
de  cette  fonction  soit  une  fonction  linéaire  homogène  à  coef- 
ficients entiers  de  a,  P;  en  particulier,  la  fonction  f{u)  ne 
peut  avoir  plus  de  deux  périodes  distinctes. 

Les  auteurs  démontrent  ensuite  le  théorème  fondamental  de 
Liouville  :  Toute  fonction  entière  transcendante  ou  non,  qui 
est  doublement  périodique,  se  réduit  à  une  constante.  Consi- 
dérant alors  exclusivement  les  fonctions  doublement  périodiques 
univoques  dans  tout  le  plan  et  qui  n'admettent  pas  d'autres  sin- 
gularités à  distance  finie  que  des  ])oles,  ils  donnent  l'expression 
générale  de  ces  fonctions;  cette  expression  dépend  d'une  nouvelle 
fonction  transcendante  entière  du  admettant  ])our  zéros  simples 
tous  les  nombres  ma  -\-  nb^  a  et  b  désignant  un  couple  primitif  de 
périodes,  ni  et  n  deux  nombres  entiers  quelconques.  L'étude  de 
cette  fonction  du^  construite  d'abord  par  Eisenslein,  mais  sous 
une  forme  peu  maniable,  s'impose  donc  d'une  façon  nécessaire. 
C'est  elle  qui  fait  l'objet  du  second  Chapitre,  inlilub'  :  La  fonction 
du  et  les  fonctions  qui  en  dérivent . 
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Ce  Cliapilre  est  divisé  en  six  paragraphes,  que  je  vais  analyser 
successivement. 


I.   Si   l'on   désigne  les  périodes  par  20),  et  2(0;,,  la  fonction  a*// 
est  définie  parl'égalilé 


r  /  \    "    '  :^'T 

"  =  "11  .('"ï)"'*"J' 


où  s  doit  être  remplacé  par  toutes  les  valeurs  que  prend  l'expres- 
sion amto,  -\-2nti)-i^  quand  on  y  met  à  la  place  de  met  n  les  dif- 
férents nombres  entiers  positifs,  négatifs  ou  nuls,  à  l'exclusion  de 
la  combinaison  /n=^o,  n=^o.  Le  produit  infini  qui  figure  au 
deuxième  membre  est  d'ailleurs  absolument  convergent,  puisque 
la  série  à  double  entrée 


1 


{•j.ni(x>i  -+-  -j-ino^  )■ 


est  absolument    convergente  lorsque  a  est   un  entier  plus  grand 
que  deux. 

La  fonction  — —  est  désignée,  avec  Halphen,  par  Çw;  celte  fonc- 
tion engendre  elle-même  par  difTérentiation  la  fonction 


pu  =—l'  a, 


et  les  dérivées  successives  de  pu. 

En  même  temps  que  les  deux  demi-périodes  w,  et  toa,  il  con- 
vient de  considérer  une  troisième  demi-période  too  que  MM.  Tan- 
nerjetMolk  définissent  par  la  relation  entièrement  symétrique 

(Oi  -}-  t02  -h  W3  =  O. 

C'est  la  seule  modification  un  j)eu  importa  nie  (pie  les  auteurs 
aient  apportée  aux  notations  de  M.  Weierstrass  et  de  M.  Schwarz; 
comme  on  le  sait,  en  effet,  appelant  to  et  (o'  les  deux  demi-périodes 
primitives,  M.  Weierstrass  définit  la  troisième  demi-période  ca"  par 
la  relation  (o"=  (o  -j-  (o'.  Cette  modification,  qui  est  tout  à  fait  jus- 
tifiée par  la  raison  de  symétrie,  est  en  outre  très  avantageuse  : 
elle  permet,  en  elFet,  de  condenser  beaucoup  les  formules  et  d'en 
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('('lii'c    tiiic   seule    loi-siiiie,   ;ml  reiin'iil ,   il    l;nil    diiiis  l;i  |)liij);al   des 
cas  en  ('eiiic  I  mis. 

liC  picmier  prohièiiie  <|iii  se  |)i('seiile  dès  (iiTori  :i  (Ioiiik'  la  d(';- 
fiiiilioii  des  loMelioiis  :;'//,  "O/.  p//,  esl  de  leeliercdier  coiiiiii'Mit  va- 
iKMil  ees  loiielioiis  l()iS(jiie  I  ari;iiiiieiil  aiii;Mieiile  de  'A(Oy  :  pour  le 
résoudre,  après  avoif  reiiiaiMjiH'  (pie  Ato^  el  y.o)^  (•r)usl  il  iicut  un 
couple  piiinil  if  de  pi- li  odes  pour  la  fou  (;  hou  p//  eL  ses  dérivées,  ou 
ohheni  les   lormules   sui\aiiles  : 


daus  lesquelles  ou  lail 

D'ailleurs,  ou  a 
et 


TZl 


f, a w,3  —  r,;-:i uJ ^  =  ( -2 /»:  -H  I  )  ^    , 

2/1+  f  désignaut  un  iiouibre  enlier  impair. 

II.   Dans    ce    paragraphe,    MM.  Tannery  et  Molk    établissent 
d'abord  la  formule 

3'(i/,-f-^)  j  (  w  —  a  ) 


,pf«  — j)a 


a-M  'j'-a 


et  en  déduisent  les  formules  d'addition  des  fonctions  Ç;^  et  J3//, 
ainsi  que  l'équation  à  trois  termes  relative  à  la  fonction  du.  Ils 
montrent  ensuite  l'existence  de  la  relation  fondamentale 


où  l'on  fait 


e^. 


pojy,. 


Cette  formule  permet  d'exprimer  toutes  les  dérivées  de  pu  en 
fonction  rationnelle  entière  de  puet  p'u;  elle  permet  aussi  de 
trouver  les  développeuienls  de  s'w,  Ç;^,  pu  suivant  les  puissances 
croissantes  de  l'argument.  Les  coedicients  de  ces  développements, 

(|ui  dépendent  des  séries  à  double  entrée  ^  —j  jouissent  de  la  pro- 
priété très  remarquable  d'être  des  polynômes  entiers  à  coefficients 
rationnels  par  rap[)ort  aux  deux  invariants  a-,  ff  i^-.i- 
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Les  fonctions  iu.,  C,n^  pw  peiivenldonc  être  considérées  comme 
des  fonctions  de  u^  de  ^'2  et  de  ^3;  elles  vérifient  alors  des  équa- 
tions d'homoj^énéité  qu'il  est  i'acile  de  former.  • 

m.  Va\  groupant  convenal)lemcnt  les  facteurs  qui  composent 
le  produit  infini  qui  sert  de  définition  à  da^  on  peut  mettre  cette 
fonction  sous  la  forme  d'un  produit  infini  à  simple  entrée;  on 
obtient  la  formule 


z  u 


2(Oi      .       TZ  a 

sin 


n 


11= 1 


sin-^T:  — 


sin'^TT 


71(0.3 
(Oi 


] 


qui  est  à  rapprocher  de  celle  qui  donne  sin^  sous  forme  de  pro- 
duit infini.  Par  différentiation,  on  obtient  des  formules  corres- 
pondantes pour  <^ii  et  pu. 

Entre  autres  applications,  ces  résultats  servent  à  démontrer  la 
relation  précise 


■^  1 W3 


'13  "^1 


OÙ  l'on  doit  prendre  le  si^^ne  supérieur  ou  le  signe  inférieur  sui- 
vant  que  la  partie  réelle  de  — .  est  i^ositive  ou  négative. 

IV.  Il  convient  de  considérer,  en  même  temps  que  la  fonction 
du,  trois  autres  fonctions  qui  jouent  par  rapport  à  a*  w  le  même 
rôle  que  le  cosinus  par  rapport  au  sinus.  Ce  sont  les  cofonctions 
doi^u  définies  par  l'égalité 


u  = 


e-"Oa« a'(u  -h  (iiy,)       eOa"  3'(  w^  —  "  ) . 


(7  CO. 


les  dérivées  logarithmiques  de  ces  fonctions  sont  les  fonctions  Ça^^ 
définies  encore  par  l'égalité 

Ces  notations  présentent  de  grands  avantages;  elles  permettent 
en  particulier  de  définir  sans  ambiguïté  les  radicaux  \/pu  —  (?a  et 
\rC^ —  ^oLj  pai'  les  formules 


/p 


:jr,a 


'^  IL 


y/cji  —  t'a  = 


at'>,3 
7  MO, 
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Les  Miih'iifs  (l(''Mi()iil  rciil  noiir  ces  moiin  elles  l( Miel  khi -^  le^  loriiiiihîs 
(iiii  eoi  respoiidenl  à  celles  (|ii'ils  oui  doiiiK-es  poiii'  hi  lonelion  -in\ 
|)iiis  ils  elierelieiil  coiiiiiieiil  se  iiiodilieiil,  j*//,  j'r^//,  ^ff^  Ç^//,  ))//. 
l()i"S(|iie  I  ai'i;iimeiil.  ;Hii;inenle  diiiie  deiii  i-p/'iiode  (o.y  el  doiiiienl, 
les    loiMindes    piopres    à    lésoiidii;    ce    problème.   Ils  en   d('diiis(;ril 

l'expression  de  p    cl,  en  piiiM  leiilier,  de  p-"^*   Poiii'  leiiimier,   ils 

eiiviSML;(Mil    le   eas    parlieiilier  Irès  iiiij)0['laiil  dans  les  apj)lieali()ns 

où  (•),  el  — .-  sont  ré(ds  el  |)()silils,  cl  ciicrcdienl  coniinenl  vaneiil  les 

fondions  délinies  jnscpi'à  présent,  iorscpic  l'ar^nmenL  prend  toutes 
les  valeui's  réelles  ou  imaginaires;  ils  monlrcnt  aussi  comment, 
dans  ce  cas  particulier,  on  peut  exprimer  o),  eld);,  en  fonction  des 
invariants  g-,  cl  ^';{  par  des  intégrales  définies  d'une  façon  pré- 
cise. 

V.  Dans  ce  paragraphe,  MM.  Tannerj  et  ]Molk  abordent  le  pro- 
blème de  la  transformation,  en  le  limitant  au  cas  où  l'on  substitue 
au  couple  de  périodes  (2o>, ,  2(03)  un  couple  équivalent  (2 Q, ,  2Q:{). 

Les  fonctions  a*//,  Çw,  pu  formées  au  moyen  du  nouveau  couple 
sont  manifeslement  identiques  aux  fonctions  s'w,  "Ça,  pu  formées 
au  moyen  de  l'ancien.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  en  général 
pour  les  fonctions  3*^^/,  sa^^î  suivant  les  cas,  ces  fonctions  restent 
invariables  ou  bien  sont  remplacées  par  les  mêmes  fonctions  ran- 
gées  dans   un  autre  ordre  ;  les  quantités  <?a  jouissent  de  la  même 

propriété;  quant  aux  radicaux  yep — ^a?  ''s  se  remplacent  aussi 
les  uns  les  autres  au  signe  j)rès.  L'ensemble  des  résultats  est  ré- 
sumé dans  des  Tableaux  qui  permettent  de  voir  immédiatement 
dans  quel  cas  l'on  se  trouve  suivant  la  nature  des  coefficients  de 
la  substitution  faite  sur  les  périodes. 

\T.  Les  auteurs  traitenl  maintenant  le  problème  delà  transfor- 
mation des  fonctions  3*  dans  le  cas  général,  où  l'on  fait  sur  les  pé- 
riodes une  substitution  linéaire  quelconque  à  coefficients  entiers 
et  à  déterminant  non  nul.  Ils  montrent  d'abord  qu'il  suffit  de  ré- 
soudre le  problème  suivant  :  Exprimer  les  fonctions  du,  iy^u^^u^ 

<,y,u,pu  formées  avec  les  périodes  - — ^- ■>  20)3  au  moAcn  des  fonc- 
tions eorrespondanlcs  formées  avec  les  périodes  '.>(0j,   ^tou  (/M-lanl 
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un  entier  positif).  La    question   est   résolue   pai"   un  g-roupeinent 


On 


convenable  des  facteurs  primaires  de  la  fonction  'i  (  a 

obtient  ainsi  de  nond)icuscs  et  belles  formules  susceptibles, 
d'ailleurs,  d'être  transformées  de  bien  des  façons. 

Les  cas  de  n  égal  à  deux  et  de  n  impair  sont  traités  séparément  : 
du  reste,  il  est  clair  que  leur  étude  est  équivalente  à  celle  du  cas 
général. 

Si  /i  =  2,  le  problème  se  résout  compltHement  à  l'aide  de  for- 
mules explicites;  si  n  est  impair,  la  solution  dépend  finalement 
de  la  recherche  de  la  quantité 


P 


n 


P 


II 


(  n  —  T  )  oj  1  \ 


fi 


et  des  fonctions  symétriques  des  quantités  dont  P,  est  la  somme  : 
cette  recherche  ne  doit  être  faite  que  plus  tard. 

Quelques  propositions  très  importantes  relatives  à  la  théorie  des 
substitutions  linéaires  à  coefficients  entiers  faites  sur  deux  variables 
terminent  le  Volume.  H.   Andoyer. 


ROST(G.).  —  Untersughungen  ueber  die  allgemeinste  lineare  Substi- 
tution D 

talion.  28  p.  in-4°.  Leipzig,  Teubner,  iSq'z. 
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La  dissertation  inaugurale  de  M.  Rost  a  pour  objet  la  belle 
question  d'Algèbre  que  voici  :  Trouver  la  substitution  linéaire  la 
plus  générale 


(A) 


-p=i: 


^pn^Gi 


p  =  I,  2, 


,  n 


(j  =  i 


telle  que  les  puissances  de  cette  substitution  forment  un  groupe  fini. 
Cette  question  est  identique  à  la  suivante  :  Trouver  les  n^  éléments 
<7p(7,  de  manière  que  la  puissance /j)"-'"*^  de  la  substitution  (A)  soit 
la  substitution  identique.  M.  F.  Prjm  a  donné  une  intéressante 
solution  de  cette  question  dans  le  cas  où/?  =  '2  (').  C'est  cette  so- 


(')  Ueber  orthogonale,  involutorische  uiid  orthogonal-  involutorisclie  SuOsti- 
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■X  l  J 


iiilioii  (ju'a  j;(''ii('Mali.S(''('  M.  HosI,  <•!  il  c^l  |ii^I(;  de  rccoimaîlrc  (jiic 
colle  ^riKM-alisalloii  ('xi<;oait  (niol(jiir  elïorl  (Tliix ciilion.  Nous  résu- 
mons rapidciuciil  son  lia\ail  dans  les  Ii<j;ih;s  (jui  snucnl. 

Désij^nons  en  ^(MU'ial  pai"   \  rcn.scnd)!^  des  //'-  <''l(''ni('nls 

j)ar  \P  r('ns(Mnl)l('  des  //'-  ('I('mhmiIs  a^f^  de  la  yV'"'«  puissance  de 
la  snhsiilullon  (A),  par  A  TensfMuhle  des  élémcnls  de  la  suhslltu- 
lion  idcnli([ue,  c'esl-à-dire  des  élénienls  Op^  (jul  sonl  nuls  ou  égaux 
à  un,  suivant  (pic  p  est  didV'renl  àc  a-  ou  égal  à  7,  le  problème  posé 
revient  à  délerminer  les  élénienls  6/p^  par  la  condition 

A/'=  A, 

en  entendant,  par  cette  é(|uation  symbolique,  cpie  les  éléments 
correspondants  dans  les  deux  ensembles  A^,  A  doivent  être  iden- 
tiques. En  supposant  que  l'ensemble  A  vérifie  cette  condition,  on 
reconnaît  sans  peine  que,  si  l'on  pose 


/(^')- 


«11—  - 


t'/n 


«i/i 


a, 


on  doit  avoir 

en  désignant  par  o)  une  racine  primitive  de  l'équation 

ZP —  I  =  o 

et  par  /;i,,  mo,  . . .,  nip  un  système  de  nombres  entiers  positifs  ou 
nuls,  liés  par  la  condition 


nii  H-  m2 


m, 


Ce  système  de  nombres  entiers,  c^est  la  caractéristique  du 
svstème  A.  M.  Rost  montre  qu'on  peut  les  obtenir  en  fonction 
entière  des  éléments  du  système  A. 


tutionen  {Abhandlungen  d.  Math.  Classe  der  K.  Gesellschaft  d.  Wissenschaf- 
tcn  zii  Gottins^en,  l.  XXWIII). 
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Considérons  jnaln tenant  le  sjslème  T  de  ti-  élémenls 


^1, 

o, 

•  •  •  J 

O, 

o, 

T2, 

•  •  •  ? 

o, 

•  > 

*  •  ? 

•  •  •  > 

•  •   •  5 

OÙ,  parmi  les  éléments  t,,  To,  ...,  t,,,  il  j  en  a  r,  égaux  à  w, 
/•2  égaux  à  w^,  . . .,  /-^  égaux  à  to/'  ;  il  est  clair  que  le  système  T  sera 
un  des  systèmes  cliercliés,  c'est-à-dire  que  l'on  aura 

1P  =  A, 

et  que  la  caractéristique  de  ce  système  sera  (r, ,  r.y,  . . .,  /*;,). 

L'auteur  établit  les  propositions  suivantes  :  considérons  le 
système  de  n-  éléments  dp(j  définis  par  l'égalité 

"pa —  "p(7        -T-  Clpty         ^cy-t-  «p(T         i-a-t--  •  •  H-  ^pa^a        -r-^Jùrj^(î       ) 

OÙ  <7J3'^i~",  «p'i'',  .  .  .,  Opcr  ont  le  sens  précédemment  expliqué,  le 
déterminant  D(x)  des  éléments  dp^j  est  nul  si  la  caractéristique 
(/•<,  /'2,  ...,  z'^)  du  système  T  est  différente  de  la  caractéristique 
(/?i<,  m-y-,  ' ..,  /?îp)  du  système  A.  Considérons  d'un  autre  côté  les 
s;)'stèmes  T  qui  admettent  la  caractéristique  (m, ,  /zzo,  . . .,  nip)  ;  l'un 
d'eux  sera  le  système  ù  formé  comme  le  système  T  écrit  plus  haut, 
mais  dans  lequel  les  /?z,  premiers  éléments  de  la  diagonale  sont  égaux 
à  w,  les  m2  suivants  à  to-,  ...,  les  nip  derniers  à  toP ;  les  autres 
systèmes  T  de  caractéristique  {m^,  m,^  .  • .,  nip)  se  déduiront  de  û 
par  des  permutations  des  éléments  en  diagonale.  Parmi  ces 
systèmes,  il  y  en  a  un  au  moins  pour  lequel  le  déterminant  D^t;^ 
défini  plus  haut  n^ est  pas  nul.  La  considération  du  détermi- 
nant D(T)  est  le  point  essentiel  du  travail  de  M.  Rost  :  les  propriétés 
qu'on  vient  d'énoncer  lui  permettent  d'effectuer  la  réduction  à  la 
forme  canonique  de  tout  système  A  satisfaisant  à  la  condition 
énoncée,  et  d'établir  ainsi  la  proposition  suivante  qui  donne  la  so- 
lution du  problème  posé  au  début. 

Si  l'on  désigne  par  B  un  système  de  li-  éléments  dont  le  déter- 
minant ne  soit  pas  nul,  d'ailleurs  arbitraire,  on  obtiendra  toutes  les 
solutions  de  l'écpialion  symbolique 

A/'  =  A 
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en  d(''(inissanl    \  [);ir  r('(jii;»l  ion  sviiil)()li([ii(! 

A  =  B    11215, 

c'csl-à-dirc;  (jiic  les  ('li'mcnls  du  svslrmc  A  soiil  les  ('h'mnits  de  la 
subslilulioii  com|)()S('(î  avec  les  siihsliliilioiis  (li)  doni  les  cocffi- 
cienls  soul  les  rh-mcnls  de  |},(0)(1()mI  les  cocnicicnis  sont  les  élc- 
mcnls  de  12,  cl.  (15"')  <|ui  csl  la  subsliliilloii  inverse  de  I).  I.e  pi-o- 
blèine  est  ainsi  enlièrcmeiit  résolu;  mais  M.  liosL  en  eomplèle  la 
solution  en  réduisant  au  moindre  nond)re  possible;  les  païamètres 
arbitraires  (|ui  y  (ij^urcMil.  J.  T. 


BAILLAUD  (B.).  —  Cours  n'AsTRoxo.Mii-:  a  i/usagk  des  étudiants  des  Fa- 
cuï.TKS  DES  Sciences.  Première  Partie  :  Qiiol(jiios  lliéories  api)lical)Ios  à 
l'étude  des  Sciences  expérimentales,  i  vol.  iii-8",  vi-2S5p.  Paris,  Gauthier- 
Villars  et  fils;  1893. 

Un  livre  qui  traite  de  l'Astronomie  ne  peut  être  écrit  que  par 
un  astronome,  cela  est  bien  clair,  au  moins  pour  ceux  qui  pensent 
que  l'on  ne  doit  écrire  que  sur  des  sujets  que  l'on  ])ossède  à  fond, 
dans  le  détail  et  dans  l'ensemble;  mais,  si  ce  livre  est,  en  outre, 
écrit  par  un  professeur  qui  a  l'habitude  des  étudiants,  de  ce  qu'on 
peut  leur  apprendre  et  de  ce  qui  les  intéresse,  il  pourra  être  lu 
par  ceux  qui  ne  savent  pas  déjà  ce  qu'il  contient,  par  ceux  qui 
cherclient  à  acquérir  des  connaissances,  non  à  compléter  et  à 
mieux  organiser  celles  qu'ils  ont. 

Tel  est  l'Ouvrage  dont  notre  collaborateur,  M.  Baillaud,  offre 
aujourd'hui  au  public  le  premier  Volume.  (>e  premier  Volume 
porte  en  sous-titre  :  Quelques  théories  applicables  à  P étude  des 
Sciences  expérimentales,  et  ce  sous-titre  exprime  bien  l'objet 
que  l'auteur  a  eu  en  vue.  Ce  Volume,  en  effet,  intéresse  autant  le 
physicien  que  l'astronome  et,  à  cet  égard,  il  y  avait  un  intérêt 
évident  à  le  séparer  de  ce  qui  doit  suivre.  Pour  ceux  même  qui 
veulent  étudier  l'Astronomie,  cette  séparation  était  désirable  :  la 
façon  dont  on  obtient  les  données  expérimentales  de  l'Astro- 
nomie, la  critique  de  ces  données,  qui  permet  d'en  déterminer  le 
degré    d'approximation,    n'ont    rien    à   faii-e    avec    la    Mécanique 
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célesle,  el,  pour  ce  qui  concerne  les  conséquences  qu'on  peut  en 
tirer  relativement  au  mouvement  des  astres,  rien  n'empêclie  celui 
qui  veut  se  borner  à  des  vues  théoriques  sur  l'Astronomie  à  ad- 
mettre qu'on  sait  déterminer  ces  données  et  le  degré  d'erreur 
dont  elles  peuvent  être  entachées  :  l'Astronomie  est  aujourd'hui 
une  science  assez  avancée  pour  qu'il  convienne  d'en  séparer  nette- 
ment la  partie  expérimentale  et  la  partie  théorique.  Seuls,  les 
astronomes  de  métier  sont  tenus  d'en  posséder  également  bien  les 
deux  parties. 

Les  Chapitres  [,  II  et  IX  intéresseront  tous  ceux  qui  désirent 
savoir  comment,  des  données  numériques  de  l'expérience,  on 
peut,  dans  n'importe  quelle  Science,  s'élever  aux  lois  des  phéno- 
mènes. Les  deux  premiers  Chapitres  se  rapportent  à  la  critique 
de  ces  données,  le  dernier  à  la  façon  dont  on  peut  les  mettre  en 
œuvre,  au  moyen  de  l'interpolation. 

Il  n'est  pas  possible  aujourd'hui  de  rien  écrire  sur  la  théorie 
des  erreurs  sans  subir  l'influence  du  beau  livre  de  M.  J.  Bertrand 
sur  le  Calcul  des  probabilités;  du  moins,  celui  qui  le  ferait  prou- 
verait ou  qu'il  n'a  pas  lu  le  livre  de  M.  Bertrand,  ou  qu'il  n'en  a 
pas  compris  la  critique  ingénieuse  et  aiguisée.  Tel  n'est  pas  assu- 
rément le  cas  de  M.  Baillaud,  qui  a  su  largement  puiser  à  cette 
excellente  source,  tout  en  ayant  soin  de  rester  strictement  dans 
son  sujet,  qui  a  scrupuleusement  montré  les  points  qui  restaient 
douteux  dans  la  théorie  et  qui  surtout  s'est  appliqué  à  montrer 
comment  elle  devait  être  appliquée. 

Le  Chapitre  I  est  intitulé  :  Principes  généraux  du  Calcul  des 
probabilités  ;  on  y  trouvera,  outre  les  définitions  essentielles  et 
l'établissement  de  quelques  formules  indispensables  (formules  de 
Wallis,  de  Stirling,  etc.),  la  démonstration  du  théorème  de  Ber- 
noulli  et  son  application  aux  phénomènes  naturels.  Le  Chapitre 
suivant  est  intitulé  :  Loi  de  probabilité  des  erreurs.  —  Combi- 
naison des  observations.  L'auteur  j  expose,  d'après  Gauss,  la  loi 
de  probabilité  des  erreurs,  telle  qu'elle  résulterait  d'hypothèses 
bien  connues,  qu'il  est  inutile  d'énumérer  ici.  Il  en  déduit  la  mé- 
thode des  moindres  carrés,  la  façon  dont  on  détermine  la  valeur 
la  plus  probable  d'une  quantité  mesurée  directement,  soit  que  les 
observations  aient  ou  non  le  même  poids  :  une  intéressante  appli- 
cation est  faite  aux  quarante  observations  que  Bessel  a  données 
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(le  l'aniKMU  de  S;il  iiinr.  Il  nasso  oiisiiiIcm  I;i  (l<'l('iMniii;il  ioii  d  in- 
(M)iiini('S  Ik'c.s  |);ii'  des  (''(Mi;iI  ions  doiiiH-cs  à  des  <(  ii.iiil  il  <'s  iiicsuj'écs 
dirccicmcnl  cl  ;iii\  (|iHslMtns  (|iii  s\  iiipporlcii  I ,  IoiicIimiiL  I;i 
délciMniMiil  Kiii  des  \;d(Mii's  les  nliis  prohaMcs  rl  des  cii'ciiis 
moNcniH's  des  ohx'iN  al  ions  cl  ;lcs  inconnues.  I.a  iiK'lliodc  d(; 
('ian(liy,  relative  à  la  (h'iciininaLioii  d'une  scidc  iiiconniic  donnée 
par  une  sulh;  (r<''(|uahons  liin'aircîs,  est  aj)|)uy('e  sur  une  in*i;é- 
ni(Mise  reinar(|ue,  duc  à  M.   rissc;ran(l. 

Le  dernier  Cliapilro,  avons-nous  dit,  se  raj)j)()iLe  à  la  Lli(':()rie  de 
rinterpolalion.  Le  point  de  départ  est  la  formule  d'interj^olation 
de  JNewlon,  à  la(|uelle  TanUMir  rattache  la  théorie  des  difiTchences, 
(pi'il  expose  avec  une  parfaite  élégance.  La  formule  de  Newton 
est  susceptible  de  formes  diverses,  dont  ^|uelques-unes  sont  parti- 
culièrement appropriées  aux  applications.  Les  coefficients,  par  les 
relations  qu'ils  offrent  entre  eux,  donnent  lieu  à  des  remarques 
intéressantes.  L'auteur  montre  aussi  comment  on  peut  déduire 
des  valeurs  d'une  fonction  les  valeurs  de  l'intégrale  de  cette 
fonction  ou  encore  de  ses  dérivées  des  divers  ordres  :  une  inté- 
ressante ap[)lication  numérique  est  tirée,  ainsi  d'ailleurs  que 
plusieurs  développements  théoriques,  du  LehrbucJi  zur  Bahn- 
bestimmung  der  Kometen  und  Planeten  de  M.  Oppolzer. 
Après  avoir  exposé  la  méthode  des  quadratures  de  Gauss, 
M.  Baillaud  montre  comment  on  peut  interpoler  au  moyen  des 
fonctions  trigonométriques,  soit  que  Ton  veuille  substituer  à  la 
série  de  Fourier  un  développement  analogue,  mais  limité,  soit  que 
l'on  veuille  calculer  approximativement  les  coefficients  de  cette 
série.  Il  rappelle  enfin  une  élégante  formule  de  Jacobi  qui  permet 
d'avoir  sous  le  signe  y,  au  lieu  de  cosix  ou  sin^r,  la  puissance  i'®"'® 
de  s\nx  et  qui,  en  particulier,  conduit  à  une  expression  simple 
des  fonctions  de  Bessel. 

Les  Chapitres  III,  IV,  V  et  YI  se  rapportent  à  l'Optique.  Con- 
sidérant, en  général,  un  instrument  d'Oplique  comme  formé  d'une 
série  de  surfaces  sphériques  réfringentes  dont  les  centres  sont 
situés  sur  un  axe,  on  montre  d'abord,  en  suivant  la  belle  méthode 
de  Gauss,  que,  en  négligeant  les  quant itc's  du  troisième  ordre  par 
rapport  aux  inclinaisons  des  rayons  sur  l'axe,  tout  point  lumineux 
qui  émet  de  la  lumière  homogène  donne   une  image  et  rpie  les 
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imagos  de  points  situés  diins  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  sont 
eux-mêmes  dans  un  plan  perpendiculuiie  à  l'axe.  La  considération 
des  points  et  des  j)lans  princij)aux,  des  foyers  et  des  j)lans  focaux, 
fournit  une  construction  simple  du  rajon  éjnergent  et  de  l'injage 
d'un  point  donné.  M.  Baillaud  montre  aussi  le  parti  (pie  l'on  peut 
tirer  des  points  nodaux  de  M.  Listing  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété que,  si  un  rayon  incident  passe  par  l'un,  le  rajon  émergent 
passe  par  l'autre  et  soit  parallèle  au  rayon  incident,  ainsi  que  du 
plan  de  Bravais  c{ui  est  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  tel  que 
tout  point  lumineux   situé   dans   ce  ))lan   ait   son   image   dans  le 
même  plan.  Ces  éléments  se  relient  d'ailleurs  de  la  façon  la  plus 
naturelle  aux  éléments  de  Gauss.  La  théorie  générale  est  appli- 
quée aux  cas  les  ])lus  simples  et  les  j)lus  intéressants  dans  la  pra- 
tique. 

L'auteur  passe  ensuite  à  la  théorie  de  la  dispersion  et  de  l'achro- 
matisme :  il  étudie  successivement,  à  ce  point  de  vue,  le  prisme  et 
les  systèmes  de  prismes,  l'aherration  de  réfrangihilité  dans  les 
lentilles,  les  conditions  d'achromatisme  d'un  ohjectif  astrono- 
mique, l'achromatisme  des  oculaires  des  lunettes  astronomiques. 
Mais  la  théorie  de  Gauss  n'est  qu'une  première  approximation 
et  il  est  nécessaire  de  se  rendre  compte  des  écarts  qu'elle  peut 
ofiVir  avec  la  réalité.  Diverses  questions  essentielles  dans  la  pra- 
tique se  posent  d'elles-mêmes  :  En  ne  considérant  que  des  rayons 
primitifs  peu  inclinés  sur  l'axe,  quelles  sont  les  comhinaisons  de 
surfaces  réfringentes  qui  rendent  minimum  Vimage  et  quelles 
sont  celles  qui  font  que  les  images  de  points  situés  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  soient  aussi  situées  dans  un  tel  plan  et  que 
le  rapport  des  distances  des  images  à  l'axe  soit  égal  au  rapport  des 
distances  des  points  lumineux  à  cet  axe?  Les  questions  de  cette 
nature  sont,  en  général,  très  compliquées  et  les  réponses  diffèrent 
suivant  les  questions.  Le  cas  d'une  lentille  est  traité  avec  tous  les 
détails  nécessaires,  de  manière  à  permettre  au  lecteur  d'aller  plus 
loin,  s'il  le  veut. 

La  nature  de  l'image  dépend,  comnie  on  sait,  de  la  théorie  des 
congruences  de  droites  :  M.  Baillaud  expose,  de  cette  théorie,  ce 
qui  est  nécessaire  à  son  ohjet. 

Après    queh[ues    détails    indispensahles    sur   la    théorie    de    la 
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vision,  M.  lîaillimd  passe  en  levne  les  principanx  inslrnments 
cl'OplKjiK^  :  lonpe,  hiiicllc  asIiononiKjiK',  iiiieroscope  eonipos*', 
télescopes  divers. 

Le  (]liapilre  \  M  es!  consacré  aii\  insiriimerils  d'Astronomie. 
L'auleur  s'occupe  dahord  des  inslruinenls  (pii  scTvent  à  mesurer 
le  temps  :  il  (h'ciil  avec  dc'lad  la  pendule  consiruile  pai"  iNI.  l'énon 
pour  la  salle  uHMidK  une  d(3  lObscrvatoii'e  de  Toulouse  ;  cette  étude 
lui  peruu'l,  pour  c(;  (jui  concerne  les  chronomèlres,  de  n'insister 
que  sur  les  dinerences  rpie  c(îs  insLrumcnIs  |)i'ésentent  avec  les 
pendules.  Les  principaux  luslrumenls  (jui  servc;nt  à  déterminer 
les  directions,  à  mesurer  les  angles  et  les  longueuis  (niveau,  ver- 
nier,  microscope  micromélri(|ue,  cercle  méridien,  éqiiatorial)  sont 
étudiés  avec  les  détails  nécessaires  au  praiicien  ;  les  causes  d'erreur, 
les  corrections  qn'elles  comportent,  sont  analysées  avec  soin.  On 
remarquera  les  ligures  qui  représenlent  les  instruments  installés 
par  M.  Gautier  à  l'observatoire  de  Toulouse.  L'équalorial  coudé, 
l'altazimut,  le  sextant  et  l'héliomètre  sont  décrits  d'une  façon  plus 
sommaire. 

Enfin,  le  Chapitre  VIII,  qu'il  nous  reste  à  signaler,  contient 
tout  d'abord  les  renseignements  indispensables  sur  les  diverses 
unités  qu'on  emploie  poni-  mesurer  un  arc  el  d'intéressantes 
remarques  sur  la  précision  que  eonq)ortent  les  calculs  numé- 
riques, en  raison  des  erreurs  dont  sont  entachées  les  données  et 
de  la  nature  des  Tables  que  les  calculateurs  ont  à  leur  disposition. 
Ce  Chapitre  se  termine  par  des  éléments  de  Trigonométrie  sphé- 
rique,  présentés  avec  toute  la  simplicit('  désirable.  J.  T. 


DUHEM.  —  HvDUODvwAUQiK,  Élasticité,  Acolstiqlk.  Cours  professe  à  la 
Facullc  (les  Sciences  de  Lille.  '±  vol.  in-4",  lilhogr.,  378-310  p.  Paris,  Her- 
mann,  i8ç)[. 

M.  Duhem  réunit  deux  qualités  qui  s'excluent  souvent  :  une 
grande  érudition  et  un  esprit  très  systématique.  Ces  qualités,  aux- 
quelles il  faut  joindre  un  rare  talent  d'exposition,  se  retrouvent 
dans  toutes  ses  publications,  qui  forment  aujourd'hui  un  ensemble 
considérable.  Les  Mathématiques  j  tiennent  une  grande  place; 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  -?."  série,  l.  W'II.  (  Voùl  iS(j3.)  16 
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pourlanl,  son  œuvre  est  bien  l'œuvre  d'un  [)]ijsicien  el  c'est  la 
réalité  qu'il  a  toujours  en  vue  :  ce  n'est  pas  Tintérét  propre  des 
dévelo[)pements  mathémalicpies  qu'il  cherche,  et  il  lui  importe 
peu  qu'une  formule  ait  une  af)parence  plus  ou  moins  compliquée; 
c'est  un  rôle  de  coordination  que  les  Mathématiques  ont  à  jouer  : 
elles  mettent  dans  les  choses  une  unité  que  l'expérience  est  inca- 
pable à  découvrir;  elles  montrent  l'identité  logique,  là  où  l'expé- 
rience laisse  supposer  quelque  analogie.  Tirer  toutes  les  consé- 
quences logiqu(.'s  d'un  principe  très  général,  montrer  clairement 
ce  qu'il  contient  et  ce  qu'il  ne  contient  pas,  et  les  points  où  l'ex- 
périence doit  intervenir  pour  apporter  quelque  chose  de  réelle- 
ment nouveau,  tel  est  le  but  qu'il  poursuit,  et,  sans  doute,  il 
contribuera  ainsi,  dans  une  large  mesure,  à  l'organisation  de  la 
Science  actuelle. 

Dans  ce  cours  professé  à  la  Faculté  de  Lille  que  nous  analysons, 
l'objet  essentiel  de  l'auteur  est  l'étude  des  systèmes  déformables, 
à  liaisons  bilatérales  et  indépendantes  du  temps,  tels  que,  dans 
toute  modification  virtuelle,  le  travail  des  forces  intérieures  soit 
la  variation  —  3F  d'une  fonction  —  F  de  la  forme 

F=/cp(T,a,p,...,X)6/t^; 

l'intégrale  est  étendue  à  tous  les  éléments  dv  du  volume  du  sys- 
tème :  T  est  la  température  de  cet  élément;  a,  p,  . . .,  A  sont  les 
autres  ])aramètres  qui,  par  hypothèse,  suffisent  à  en  déterminer 
l'état,  dans  les  diverses  transformations  qu'il  peut  subir;  F  est  le 
potentiel  thermodynamique  interne  du  système. 

Pour  déterminer  le  mouvement  du  système,  on  exprimera  que 
le  travail  virtuel  des  forces  d'inertie  est  égal  à  ÔT^ —  oF,  en  dési- 
gnant par  BTe  le  travail  élémentaire  des  forces  extérieures.  Les 
conditions  d'é([uiiibre  s'obtiennent  en  écrivant  que  ÔT^  est  égal  à 
ûF.  Dans  les  modifications  où  la  forme  et  la  température  varient 
seules,  les  paramètres  indépendants  a,  [3,  ...,  X  déterminent  la 
position,  la  vitesse,  la  forme  de  chaque  élément  matériel.  Dans 
une  modification  virtuelle  ces  paramètres  subissent  des  variations 
arbitraires,  T  reste  constant.  Le  principe  de  d'Alembert  fournit 
donc  assez  d'équations  pour  déterminer  les  variations  de  tous  les 
paramètres,  sauf  celles  de  la  température  :  pour  celle-ci,  une 
nouvelle  relation  sera  nécessaire. 
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Adii  (le  pouvoir  ccnri;  cxpliciUMiicul.  ces  (''(jii;il  ions,  l'uulciir- 
élablil  les  forniiiles  doiinécîs  par  (vaueliy  sur  les  (IcHorinaLions  iiili- 
nlincnt  jxMilcs  iVww  corps  :  il  csl  alors  cm  mesure;  de  définii'  la 
pi'ession  à  rinlc'rieiir  d  un  système  (picdeoiupic  doril  le  |)olenll(d 
lliermodynami(pie  inlerne  csl  de  la  loruH;  précc'demmeni  indicpiéc  ; 
quand  un  Ici  snsIciuc  csl,  en  ('(piilihrc,  on  j»eul  supprimer  une 
partie  dus\slème  cl  mainlcnir  l'aulre  en  é(piilil)re,  à  condilion 
d'appllcpier  sur  ciuujue  ('Icmcnl  d(;  la  surlacc  rendue  llhre  une 
force  de  Tordie  de  cet  élément.  I>e  mode  de  déduction  employé 
par  rautcur  est  liés  intéressant,  [)arce  qu'il  f)ermet  d'éviter  l'in- 
troduction d'Iiypotlièses  particulières;  il  est  toutefois  obligé 
d'admettre  en  général  que  la  pression  est  déterminée  d'une  façon 
unique.  C'est  d'ailleurs  une  supposition  dont  il  se  débarrasse  dans 
les  théories  qui  suivent,  et  qui  se  rapportent  les  unes  aux  modifi- 
cations finies,  les  autres  aux  modifications  infiniment  petites. 

Dans  le  premier  cas,  on  ne  s'occupe  cpie  des  corps  pour  lesquels 
la  fonction  cp  précédemment  définie  ne  dépend  cpie  de  la  densité  p 
et  de  la  température  T.  Il  peut  exister  de  tels  sj'stènies  à  une, 
deux,  trois  dimensions  :  dv  est  suivant  les  cas  un  élément  de  lon- 
gueur, de  surface  ou  de  volume;  ces  systèmes  sont  des /ils,  ou 
des  membranes,  parfaitement  flexibles,  ou  encore  des  JI aides. 

Dans  le  second  cas,  quel  que  soit  le  corps  considéré,  mais  pourvu 
que  son  état  à  chaque  instant  diffère  infiniment  peu  de  son  état 
primitif,  la  déformation  d'un  élément  est  définie  par  les  trois  dila- 
tations et  les  trois  glissements  de  Cauchy  ;  cp  dépend  de  ces  six 
quantités  et  de  T;  l'étude  des  modifications  infiniment  petites 
d'un  corps  à  partir  de  son  état  naturel  est  la  théorie  de  V élasti- 
cité; l'élat  naturel  est  Félat  d'équilibre  (qu'on  suppose  exister)  du 
corps,  quand  aucune  force  n'agit  sur  lui.  On  admet  de  plus  que  la 
température  est  la  même  pour  tous  les  points  et  qu'elle  reste  con- 
stante. La  théorie  comprendra  comme  cas  particulier  les  défor- 
mations infinitésiniales  des  fils,  des  membranes,  des  liquides;  elle 
rendra  compte  approximativement  des  modifications  très  petites 
d'un  corps  quelconque,  et  l'approximation  sera  d'autant  plus 
grande  cjue  le  corps  sera  plus  élastique. 

Mécanique  des  Jluides.  —  Le  problème  de  THydrodynamique 
est  susceptible  de  deux  foinies  différentes;  on  peut  se  proposer 
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(Je  suivre  à  elia(|Lie  inslanl  dans  sa  position,  son  volume,  sa  Icni- 
peîrature  un  élément  physique  particulier,  ou  bien  de  déterminer 
l'état  du  fluide  en  un  point  g^éomélrique  donné,  c'est-à-dire  la 
densité,  la  température  et  la  vitesse  (u,  ç,  iv)  d'un  point  matériel 
qui  coïncide  avec  ce  point  ^géométrique.  Les  trois  équations  de 
Lagrange  répondent  à  la  première  question,  les  trois  équations 
d'Euler  à  la  seconde;  celles-ci  portent  sur  les  cinq  fonctions  w,  v, 
(ï-',  p  et  71  de  X,  y,  c,  t  :  tc  est  la  pression.  L'auteur  déduit  du 
principe  de  d'Alembert  ces  trois  écjuations  et,  en  outre,  l'équa- 
tion de  continuité  et  la  relation 

qui  caractérise  le  ihiide  considéré.  Pour  déterminer  les  six  fonc- 
tions II,  (^,  (V,  p,  71,  T.  il  est  nécessaire  d'ajouter  une  relation  sup- 
plémentaire; celle-ci  exprime  la  loi  de  propagation  de  la  chaleur 
dans  le  fluide. 

Pour  une  loi  de  conductibilité  quelconque,  le  problème  est 
extrêmement  compliqué.  Dans  la  suite,  M.  Dubem  supposera  que 
7l  est  une  fonction  de  p  ^  cette  hypothèse  est  réalisée  dans  les  seuls 
cas  qui  aient  pu  être  abordés  :  fluide  incompressible,  fluide  par- 
faitement conducteur  à  température  uniforme  et  constante,  fluide 
très  peu  conducteur  à  détente  adiabatique. 

Après  avoir  développé  les  théorèmes  classiques  sur  le  potentiel 
des  vitesses,  la  théorie  de  M.  Brillouin  sur  l'influence  du  frotte- 
ment, les  propriétés  des  mouvements  tourbillonnants,  M.  Duhem 
fait  une  étude  très  intéressante  et  très  détaillée  des  petits  mouve- 
ments. Les  quatre  fonctions  w,  ç,  w,  -  et  le  potentiel  des  vitesses 
satisfont  à  l'équation 

M.  Duhem  établit,  d'après  M.  Beltrami,  la  proposition  fonda- 
mentale que  voici  et  qui  est  due  à  Kirchhofl'  :  soit  V  une  fonction 
de  ^,  y,  z,  t  qui  satisfait  à  l'équation  (i)  à  l'intérieur  d'une  sur- 
face fermée  S  et  /•  la  distance  d'un  point  jTq,  J'o^  ^o  ^^  i^"  point 
de  cetle  surface,  l'intégrale 


/^^,['-v(-— -:,)]-^ 
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où- —  (h'-simic   la   (IciIn  ('(*    prise;    suiviiiiL   la    normale    iiiléiicm  c   à 

rclt'inonl  (IS  v\  (juc  l'on  suppose*  clciidiic  à  foiih;  la  sdif'aco  S,  csl. 
('j^alc  à  o  ou  à  —  4*^  V(.ro,  y^^,  c„,  /)  siiivaiil  <pic  \v.  poitil  .r„,  y,,, 
Zq  est  cxU'-riiMir  ou  iulrriour  à  la  surface.  (  îc  llicorôuK;  [X'iincl  de 
rorinor  la  fonclion  V,  ([uand  ou  coniiaîL,  poui-  /  ~.  o,  les  valeurs 

(le  V  cl  (le—;  mais,  comme  le  remarcjue   raulcur,  il   v  a  ici   mu; 

diderence  csseulielh;   avec;    les   ("ouclious  liaiiiiorii([iics;  les  luLc- 

grales  V  de  l'écpialion  (i)ne  sont  pas  nécessairement  analytiques; 

en  outre,  deux  fondions  V  peuvent  se  raccorder  en  Ions  les  j)oirils 

P  r  •      •  '^V       ^^V  ,,  ..  ,  , 

(l  une  surlace,  ainsi  (lue     -  cl  — ■>  sans  que  l  une  soil  le  nrolonii^e- 
^  ^        ôt        On  ^  I  » 

ment  analytique  de  l'autre. 

Ces  propositions  générales  permettent  de  traiter  la  propagation 
d'un  petit  mouvement  dans  un  fluide,  la  vitesse  du  son  dans  un 
gaz,  dans  un  liquide,  la  propagation  d'un  petit  mouvement  dans 
un  petit  mouvement.  Ce  dernier  problème  est  parfaitement  élu- 
cidé; l'auteur  y  em[)loic  et  j  développe  de  la  façon  la  j)lus  heu- 
reuse la  méthode  que  l'on  doit  à  M.  Hugoniot. 

La  théorie  des  tuyaux  sonores  dans  l'hypothèse  des  tranches, 
ou,  si  l'on  veut,  la  théorie  des  ondes  sonores  planes,  dépend  de 
l'équation  (i)  lorsque  V  ne  contient  ni  y^  ni  z.  f^a  théorie  des 
ondes  sphériques  (périodicité,  interférences,  battements)  résulte 
du  théorème  de  Poisson  ou  du  piincipe  de  Huygens.  Poisson  a 
établi  les  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  des  ondes  planes; 
l'auteur  les  établit  immédiatement  par  un  procédé  qui  est  du  à 
Green  et  à  Lord  Rayleigh. 

L'auteur  aborde  ensuite  l'élude  des  ondes  périodiques  quel- 
conques. Lorsqu'une  masse  d'air  est  enfermée  dans  une  surface  S 
immobile  ou  animée  d'un  petit  mouvement  donné,  le  potentiel 
des  vitesses  ^  satisfait  à  l'équation  (i)  et  à  la  condition 

d'h       ,, 
arii 

ni  étant  la  normale  intérieure  à  S  et  V,^  la  composante  suivant  lu 
de  la  vitesse  du  point  de  la  paroi.  V«  est  une  fonction  donnée  du 
temps  t.  Si  le  petit  mouvement  qui  anime  cette  masse  d'air  est 
périodicpie,  V,/,  '^j  sont  des  fonctions  périodiques  de  t  et  '!*  peut  se 
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développer  en  une  série  de  Foiirier  dont  les  eoeffjcienls  sonl  des 
fonctions  régulières  0  de  x^  y^  z^  qui  vérifienL  l'équation 


(2) 


A0-t-K2  0  =  o, 


^e 


et  telles  que  -r~  prenne  en  tout  point  de  S  une  valeur  donnée.  Si, 


diii 


f)0 


en  particulier,  les  parois  sont  immobiles,  les  valeurs  des  -y-  sont 

toutes  nulles.  Il  résulte  des  recherches  de  M.  Poincaré  à  ce  sujet 
que  :  la  surface  S  étant  donnée,  pour  une  valeur  quelconque  de 
la  constante   K.-,   toute    intégrale   9  de   l'équation  (2),   régulière 

dans  S,  est  déterminée  par  les  valeurs  de  —. —  en  tout  point  de  S; 

mais  pour  des  valeurs  exceptionnelles  de  K^,  formant  une  suite 
discontinue,  ces  conditions  définissent  une  infinité  d'intégrales, 
comprises  dans  la  formule  84 -h  ^^^2,  où  \  désigne  une  constante 
arbitraire  et  8,,  Bo  deux  fonctions  de  x,  y,  z. 

Les   valeurs   singulières  J<,  Jo,  ...  de  la  constante  K-  sont  les 
valeurs  maxima,  minima,  ou  stalionnaires  de  l'expression 


=X[( 


d\yy- 


(^Vl.s, 


quand  on  j  remplace  U  par  une  fonction  arbitraire  astreinte  aux 

deux  conditions 

§\}  dv  =  0,        jWdv  =  1, 

où  les  deux  intégrales  sont  étendues  au  volume  enfermé  par  S. 

Cette  belle  proposition  s'établit  en  toute  rigueur  pour  des  sur- 
faces S  particulières  (cylindre,  parallélépipède  rectangle,  sphères 
concentriques).  Après  l'avoir  montré,  M.  Duhem  reproduit  l'ana- 
Ijse  de  M.  Poincaré,  sujette  à  la  même  objection  que  la  démon- 
stration qu'a  donnée  Biemann  du  principe  de  Lcjeune-Dirichlet. 
La  théorie  des  résonateurs,  en  particulier,  résulte  immédiatement 
du  théorème  précédent. 

L'auteur  expose  enfin,  d'après  Ilelmhollz,  la  théorie  des  tuyaux 
ouverts,  elle  repose  sur  d'importantes  propriétés  des  intégrales  de 
l'équation  (:>,);  ces  propriétés  résultent  d'un  théorème  général 
relatif  aux  intégrales  régulières  dans  S  et  dont  le  théorème  de 
Kirchhoif  est  l'analogue,  pour  l'équation  (i). 


Cd.MPI'l'S    MHNDUS    l'T    A  \  A  I- VSIiS.  -ri-; 

Alrc(n//(/ii<'  (/rs  //7s  c/  des  nH'nihitUH's.  —  (]('M(;  iIk'oi'k;  csI 
<1(''\  clopIXM'  sur  le  in/'iiic  |)hiri  (|iir  l;i  iiirci  ii  i(|iic  des  lliii(J(;s.  Les 
(|ii('>li()iis  (le  >l;il)ililc  (loiiiiciil  lieu  i\  de  Iles  ml  (  rcss;!  iilrs  discus- 
sions, (|iii  iclrvciil  du  cidcul  des  \  ;iii;il  tous.  Pour  ('ludicr  le  uiou- 
vcnu'iil  d  un  (il,  ou  d  uur  lucudujiuc,  d  csl,  encore  nécessaire 
d'avoir  iccours  à  uiu'  lidiilion  su|)j)l(''inenLaii(!,  analogue  à  celle 
(lu'on  a  admis(î  pour  les  lliiidcs.  Dans  les  pelilcs  oscillai  ions,  il  est 
légiliinc  (radmellrc!  (jue  la  lempéraliirc;  reste  conslanic.  M.  Dulieni 
s'occupe  parliculièreinenL  d(!s  pelil(;s  oscillalions  aulour  d'une 
position  d'tMpiilibre  slahle. 

IV^ur  ce  ([ui  est  des  membranes,  le  cas  le  plus  simple  est  le  petit 
mouvement  d'une  meud)ianc  tendue  sur  un  cadre  plan,  dans  le 
voisinage  de  ce  plan.  Un  tel  mouvement  se  décompose  en  deux 
autres  :  une  vibration  transversale  normale  au  plan  du  cadre  et 
une  vibration  située  dans  ce  plan.  Ces  vibrations  se  déterminent 
indépendamment  l'une  de  l'autre.  Les  vibrations  transversales  dé- 
pendent de  l'équation 

j(r-\     d-^\\  _  (n\ 

L'étude  approfondie  que  l'auteur  fait  de  cetle  équation  lui 
permet  de  montrer  pourquoi  les  théorèmes  de  KircbhofT  et  de 
Poisson  n'ont  pas  ici  de  correspondant.  Par  contre,  la  théorie  des 
vibrations  périodiques  d'une  membrane  plane  est  absolument 
semblable  à  celle  des  ondes  périodi(|ues.  Elle  dépend  de  l'équation 

analogue  à  l'équation  (2),  et  jouissant  de  propriétés  toutes  sem- 
blables, mais  que  l'on  peut,  grâce  aux  travaux  de  M.  Schwarz  et 
de  M.  Picard,  établir  avec  une  entière  rigueur.  La  théorie  des 
sons  propres  et  de  la  résonance  des  membranes  peut  dès  lors  se 
calquer  sur  la  théorie  des  sons  propres  dans  un  espace  quelconque. 
L'analogie  se  poursuit  dans  le  cas  simple  des  fds. 

L'auteur  indique  ensuite  une  belle  généralisation  de  ces  résul- 
tats: il  considère  une  membrane  flexible  tendue  sur  un  cadre  quel- 
conque, elle  afl'ecle  alors  la  (orme  delà  surface  niinima  déterminée 
par  le  contour  que  le  cadre  réalise;  autour  de  cette  position  d'é- 
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qiiilihrc,  elle  peut  vibrer^  ici  encorda  vibration  s(î  décompose  en 
une  vibration  normale  et  une  vibration  tangentielle  et  chacune  de 
ces  vibrations  se  détermine  séparément;  les  vibrations  normales 
dépendent  d'une  équation  de  la  forme 

Elasticité.  —  La  lliéoric  est  réduite  à  ses  principes  essentiels  : 
équations  de  l'équilibre  et  des  petits  mouvements  d'un  corps  élas- 
tique, ^énérahtés  sur  la  solution  unique  de  ces  équations,  théo- 
rème de  Clapejron,  étude  sommaire  des  corps  isotropes. 

Acoustique.  —  On  trouvera  dans  les  Chapitres  qui  se  rappor- 
tent à  ce  sujet  tous  les  éléments  de  l'Acoustique  proprement  dite  : 
l'anatomie  de  l'oreille,  la  théorie  du  timbre,  celle  des  sons  résul- 
tants, le  caractère  musical  des  sons,  etc. 

Cette  rapide  analyse  suffira,  nous  l'espérons,  à  montrer  l'im- 
portance et  la  variété  des  sujets  traités  par  M.  Duliem,  ainsi  que 
l'esprit  dans  lequel  ils  sont  traités,  comment  ils  sont  déduits  d'un 
principe  général,  et  comment  ainsi  leurs  analogies  et  leurs  diffé- 
rences sont  mises  en  pleine  lumière.  Ajoutons  que,  pour  chaque 
sujet,  l'historique  est  traité  avec  le  plus  grand  soin;  on  lira  en 
particulier,  avec  un  grand  intérêt,  la  belle  discussion  relative  aux 
théories  qui  concernent  l'élasticité.  J.  T- 


STAIIL  (H.)  nnd  KOMiMERELL.  —  Die  Gruxdformrln   deu  allgemeinen 
Flaciientheorie.   I  vol.  in-8"';  vi-ii4  p.  Leipzig;  Tcubnor,  1898. 

Ce  petit  Livre  pourra  rendre  de  grands  services  à  ceux  qui  veulent 
étudier  la  Géométrie.  Avant  d'entreprendre  une  étude  complète, 
où  les  divers  points  de  vue  s'éclairent  l'un  l'autre,  mais  où  la 
richesse  même  des  développements  risque  quelque  peu  d'égarer  le 
lecteur  inexpérimenté,  la  lecture  d'un  livre  où  les  propositions  fon- 
damentales sont  présentées  d'une  façon  systématique  et  condensée 
peut  être  éminemment  profitable.  Tel  est  le  Livre  de  M^L  Stahl  et 
Kommerell,  qui  est  comme  imprégné  de  la  doclrino  de  Gauss. 


î 
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1 1  coinpicinl  I  rois  (  iluipilrcs   : 

Le  picinicr  csi  iiiiiiiih'  :  f^J  tu  de  cV  une  surface  donnée.  Il  con- 
tient I  inlioduclioii  (les  élénienls 


^  2à\ô~a)   '      ''  ~' 2d^i'iJv'        ^^  ^  2à\ch 
(I)  /  '       ' 

l  ^     011"^  Â^     Ou  Ov  ^      Oi^^ 

où  ./•,  y^  z  sont  les  coordonnécîs  (Win  point  (Pune  snrface  déter- 
minée par  les  coordonnées  curvili<^nes  et  où  «,  6,  c  sont  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale;  les  expressions  des  différentielles  de  «, 
6,  c  ainsi  (pic  des  cosinus  directeurs  des  tangentes  aux  deux 
courbes  («),  (c);  les  notions  de  lignes  de  longueur  nulle,  de  lignes 
isométriques,  de  représentation  conforme,  de  lignes  géodésiques, 
de  lignes  conjuguées,  de  lignes  de  courbure  et  de  lignes  asympto- 
tiques.  Il  se  termine  par  une  application  des  théories  précédentes 
à  rétablissement  des  principales  propriétés  de  la  surface  lieu  des 
centres  de  courbure  principaux  d'une  surface  donnée. 

Le  second  Chapitre  a  pour  titre  :  Etude  d'une  surface  d'après 
des  propriétés  données.  On  y  trouvera  tout  d'abord  la  déduction 
des  trois  équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  doivent  sa- 
tisfaire les  quantités  e,  f  g,  <i,  d'.,  d"  et  qui  ne  sont  autre  chose 
que  les  conditions  d'intégrabilité  du  système  (i)  considéré  comme 
un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  où  ^,  JK,  z  seraient 
les  fonctions  inconnues.  A  ces  équations  sont  attachés  les  noms 
de  Gauss,  Mainardi,  Codazzi.  Après  les  avoir  établies,  on  démontre 
la  proposition  réciproque,  due  à  M.  O.  Bonnet.  Le  reste  du  Cha- 
pitre est  consacré  aux  applications  suivantes  :  étude  des  équations 
de  Codazzi  dans  le  cas  où  les  paramètres  w,  (^  ont  une  signification 
particulière;  surfaces  à  courbure  moyenne  constante,  surfaces 
minima,  surfaces  où  les  lignes  de  courbure  sont  isométriques; 
systèmes  triplement  orthogonaux,  représentation  sphérique,  coor- 
données tangentielles ,  étude  particulière  des  surfaces  minima, 
comprenant  les  formules  de  M.  Weierstrass,  les  exemples  les  plus 
simples  des  surfaces  minima,  la  notion  de  surfaces  adjointes,  et 
([uelques  indications  sur  la  détermination  d'une  surface  minima 
passant  par  un  contour  donné. 

Le  troisième  Chapitre  a  jioiir  objet  l'élude  des  courbes  tracées 


23o  PREMIÈRE  PARTIE. 

sur  une  surface.  On  y  établit  d'abord  pour  une  courbe  gauche 
quelconque  les  formules  de  Frenet-Serret  et  celles  qui  concernent 
les  rayons  de  courbure,  de  torsion,  de  la  sphère  osculatrice.  Puis, 
pour  une  courbe  tracée  sur  une  surface,  on  exprime  en  fonction 
de  u  et  (^  ces  divers  rayons,  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente, 
de  la  normale  principale,  de  la  binormale,  enfin  l'angle  de  la  nor- 
male principale  à  la  courbe  et  de  la  normale  à  la  surface.  Ces  ex- 
pressions, quand  on  particularise  la  courbe  tracée  sur  la  surface, 
permettent  d'établir  les  propriétés  les  plus  importantes  des  lignes 
de  courbure,  des  lignes  asymptotiques,  des  lignes  géodésiques,  etc. 
Les  auteurs  introduisent  ensuite  les  notions  de  paramètres  diffé- 
rentiels, et  terminent  par  quelques  indications  sur  les  fonctions 
qui  restent  invariables  quand  on  substitue  aux  variables  ^^,  v 
d'autres  variables  Ui ,  r< . 

De  nombreuses  indications  bibliographiques  permettent  au 
lecteur,  soit  de  remonter  aux  sources,  soit  de  compléter  ses  con- 
naissances sur  les  matières  traitées  par  les  auteurs.  J.   T. 


MELANGES. 

ACADÉMIE  ROYALE  DES  SCIENCES  ET  DES  LETTRES  DE  DANEMARK. 

QUESTIONS   MISES   AU   CONCOURS    POUR    l'aNNÉE    1893. 


Question  de  Mathématiques. 
(Prix  :  Médaille  d'or  de  l'Académie.) 

Les  définitions  algébriques  des  courbes  et  les  déterminations 
des  nombres  de  leurs  points  singuliers  et  de  leurs  tangentes  sin- 
gulières ne  se  laissent  énoncer  géométriquement  que  d'une  ma- 
nière assez  négative,  savoir  en  exprimant  que  les  courbes  réelle- 
ment tracées  ne  sauraient  avoir  plus  de  tant  et  tant  d'intersections, 
points  singuliers,  etc.  Il  n'en  existe  pas  moins  divers  cas  où  l'on  a 
obtenu  des  énuméralions  positives  très  claires  de  toutes  les  possi- 
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bililcs  dilït' renies  au  poiuL  de  vik;  projeclif  el  compaLiblcsavcc  ces 
délermiiiallons  iié^alives.  (^'est  Nevvloii  <|iil,  dans  ses  recherches 
sur  les  eoui'hes  du  Iroisiènu'  (l(;<^i-é,  a  eoinincncé  du  pareils  tra- 
vaux; ils  oui,  été  eoulinuc's  par  les  grands  géomètres  du  cornmen- 
ceineut  de  uolrc  siècle;  mais  c'est  surtout  durant  ces  ([uelques 
vini;tou  trente  dernières  années  cpie  l'ouivre  a  [)ris  de  l'extension. 

Toutefois  les  résultats  obtenus  [)ortent  encore  le  cachet  d'une 
certaine  dissémination,  bien  que  les  procédés  d'examen  employés 
ne  semblent  avoir  besoin  de  subir  que  de  légères  modifications 
pour  devenir  applicables  à  de  |)lus  vastes  questions.  Gomme 
exemples  des  possil)ililés  qui  send)lent  se  présenter  sous  ce  rap- 
port, on  peut  cit(M'  ce  qui  suit.  Ililbert  a  lui-même  étendu  ses 
recherches  sur  les  branches  d'une  courbe  plane  et  algébrique  aux 
courbes  dans  l'espace  qui  sont  d'un  certain  ordre  et  du  plus  haut 
genre  possible.  Ces  courbes  se  trouvent  sur  une  surface  du  second 
ordre.  Il  semble  que  les  recherches  doivent  pouvoir  s'étendre  aussi 
à  d'autres  courbes  sur  une  pareille  surface,  courbes  qui  peuvent 
alors,  algébriquement  parlant,  se  définir  par  le  nombre  de  leurs 
intersections  avec  les  lignes  droites  de  chacune  des  deux  généra- 
tions de  la  surface.  Pour  des  courbes  sur  une  surface  du  second 
ordre,  il  ne  serait  pas  non  plus  impossible  de  trouver  quelque 
chose  qui  répondît  à  la  proposition  très  générale  de  Klein  concer- 
nant les  singularités  réelles  d'une  courbe  algébrique. 

Dans  le  plan  on  pourrait  peut-être  également  trouver  une  géné- 
ralisation de  la  susdite  proposition  en  remplaçant  dans  l'énoncé 
les  tangentes  rectilignes,  tant  simples  que  singulières,  par  des  sec- 
tions coniques  tangentes  satisfaisant  aussi  à  d'autres  conditions 
convenables. 

Une  classe  de  généralisations  des  résultats  connus  est  en  tout 
cas  facile  à  trouver:  ce  sont  elles  qu'on  en  déduit  à  l'aide  de  trans- 
formations connues.  Bien  que  la  question  qui  va  êlre  proposée  ici 
ne  regarde  pas  ces  extensions  simples,  il  est  possible  que,  après  les 
avoir  trouvées  par  le  procédé  indiqué  et  cherché  à  les  établir  plus 
tard  par  des  [)rûcédés  plus  directs,  on  puisse  s'en  servir  pour 
frayer  la  voie  vers  des  généralisations  réelles. 

Considérant  donc  que  des  rec/terches  concernant  des  formes 
géométriques  différentes  au  point  de  vue  projectif,  représen- 
tées par  des  équations  algébrifjucs  d'une  nature  assez  ^éné- 
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raie,  font  entrevoir  comme  possible  un  cerlain  rendement,  l'Aca- 
démie propose  sa  médaille  d'or  pour  le  meilleur  travail,  fournissant, 
à  ce  sujet,  des  résultats  nouveaux.  On  désire  également  des  expli- 
cations sur  les  hypotlièscs  purement  géométriques  capables  de 
produire  ces  mêmes  résultats  par  substitution  à  la  définition  au 
moyen  des  équations  algébriques. 

Les  réponses  aux  questions  peuvent  être  en  langue  danoise, 
suédoise,  anglaise,  allemande,  française  ou  latine.  Les  Mémoires 
doivent  être  écrits  lisiblement  et  marqués,  non  point  du  nom  de 
l'auteur,  mais  d'une  épigraphe,  et  accompagnés  d'un  billet  cacheté, 
contenant  le  nom,  profession  et  adresse  de  l'auteur  avec  la  re- 
production de  l'épigraphe  à  l'extérieur.  Aucun  membre  danois  de 
l'Académie  ne  peut  concourir  pour  un  des  prix  proposés.  A  défaut 
d'autre  prix  désigné,  c'est  la  médaille  d'or  de  l'Académie  (valeur: 
320  couronnes)  qui  sert  de  récompense  pour  la  solution  satisfai- 
sante des  questions  posées. 

Les  concurrents  doivent  faire  parvenir  leurs  réponses  avant  la 
fin  d'octobre  1893  au  secrétaire  de  l'Académie,  M.  H. -G.  Zeuthen, 
professeur  à  l'Université  de  Copenhague.  Le  jugement  est  porté 
durant  le  mois  de  février  suivant,  après  quoi  les  auteurs  peuvent 
retirer  leurs  réponses. 
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MACFARLANE  (A.).  —  Prixciplks  of  tuf;  Alcfiira  of  Pnvsics.  r  vol.  in-S"; 

1 17  |).  Siilcm,  Mass.,  i(S()i . 

L'intéressant  opuscule  c|ue  publie  M.  Macfarlane  soulève  la 
question  des  notations  dans  la  théorie  des  qualernions.  Il  y  a, 
d'après  l'auteur,  un  inconvénient  notable  à  afTecter  du  signe  —  la 
partie  scalaire  du  produit  de  deux  vecteurs,  et  cette  convention  ne 
lui  parait  nullement  nécessaire  :  il  propose  donc,  pour  définir  la 
multiplication,  d'adopter  les  conventions 

jk  =  —  kj  =  i,         .  . . , 

en  sorte  que  le  produit  des  deux  vecteurs 

A  =  rt  1  f  -h  «2  y  -h  «3  k, 

B  =  61 1  H-  62/  +  b:ik 
serait 

AB  =z  aibi-+-  a^hi-h  a.363  H- («2 ^3 —  «3^2)^' 

+  («361  —  ai  b:i)j  +(«1  62—  «2^1  )k. 

Tout  en  évitant  de  nous  prononcer  sur  l'opportunité  de  ce 
changement  aux  habitudes,  il  convient  de  dire  que  l'ensemble  des 
notations  proposées  par  M.  Macfarlane  paraît  très  cohérent,  et 
que  son  exposition  des  opérations  élémentaires  relatives  aux  vec- 
teurs et  aux  quaternions  est  très  claire.  J.   T. 


DEMARTRES.  —  Cours  d'Analyse  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille, 
rédigé  par  E.  Lemalre.  Première  Partie  :  Fonctions'  de  variables  réelles. 
Deuxième  Partie  :  Propriétés  des  fonctions  ancdytiques .  Paris,  Ilcrmann, 
1893. 

Le  Cours  d'Analyse  de  M.  Demartres  ne  fait  point  double  emploi 
avec  les  savants  traités  d'Analyse  qui  ont  été  publiés  dans  ces  der- 
niers temps.  D'un  caractère  plus  élémentaire,  écrit  avec  beaucoup  de 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2"  série,  t.  \VI.  (Septembre  189V».)  18 
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méthode  et  de  clarté,  il  s'adresse  surtout  aux  candidats  à  la  licence 
et  à  l'agrégation,  auxquels  il  rendra  sans  doute  de  grands  services. 

La  première  Partie  contient  le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul  des 
intégrales  définies.  Dans  une  Introduction  de  quelques  pages, 
l'auteur  donne  d'abord  les  propriétés  fondamentales  des  fonctions 
continues  et  la  définition  analytique  de  l'intégrale  définie.  M.  De- 
martres  a  eu  raison,  selon  nous,  de  séparer  ces  notions  du  reste 
de  l'Ouvrage.  Indispensables  à  qui  veut  approfondir  l'Analyse,  elles 
sont  de  nature  à  arrêter  le  débutant  au  commencement  d'un  cours. 
Les  premières  leçons  sont  consacrées  au  calcul  des  dérivées  des 
fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables,  à  la  théorie  des  change- 
ments de  variables  et  des  déterminants  fonctionnels.  Viennent 
ensuite  les  propriétés  fondamentales  des  séries  et  en  particulier 
des  séries  entières,  les  formules  de  Tajlor  et  de  Maclaurin,  et  la 
détermination  des  maxima  et  des  minima  des  fonctions  d'une  ou 
de  plusieurs  variables.  On  y  trouve  rappelée  Tingénieuse  méthode 
de  Fermât,  que  l'on  chercherait  vainement  dans  la  plupart  des 
traités  analogues. 

Dans  les  douze  leçons  suivantes  ,  nous  trouvons  les  procédés 
classiques  d'intégration,  les  séries  trigonométriques,  le  calcul  des 
aires  et  des  volumes.  Il  est  difficile  d'être  bien  neuf  dans  un  pareil 
sujet.  Nous  devons  signaler  cependant  le  soin  avec  lequel  l'auteur 
établit  les  formules  si  délicates  de  la  différentiation  sous  le  signe  / 
et  du  changement  de  variables  dans  les  intégrales  multiples.  Les 
exemples  sont  bien  choisis  et  suffisamment  nombreux. 

La  seconde  Partie  de  l'Ouvrage  est  consacrée  à  la  théorie  des 
fonctions  analytiques.  L'auteur  définit  d'abord  d'une  façon  précise 
ce  que  l'on  entend  par  ces  mots  :  fonction  analytique^  et  rattache 
aux  conditions  trouvées  quelques  notions  générales  sur  la  transfor- 
mation conforme  et  les  courbes  isothermes,  qui  doivent  naturelle- 
ment trouver  place  dans  ce  cours.  Les  deux  Chapitres  suivants  con- 
tiennent la  définition  des  fonctions  élémentaires,  l'extension  des 
règles  du  Calcul  différentiel  aux  fonctions  analytiques,  et  l'étude 
des  fonctions  représentées  par  des  séries  entières.  Nous  devons 
citer  la  façon  dont  l'exponentielle  e^  est  introduite  en  s'appuyant 
uniquement  sur  la  propriété  exprimée  par  la  relation 
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sans  ajoiiler  aucune  aulro  hypothèse.  Les  lliéorèmes  classiques 
d'Abel  sur  h\s  séries  ordonnées  suivant  les  [)uissances  entières  et 
positives  (l'uiie  variahhî  sont  établis  avec  loui,  le  suiri  (|ue  mérite 
un  sujel  aussi  iiupoiliuil . 

A.V(H'  \c  ('Jiapllr(;  IV,  nous  (unirons  dans  le  Calcul  intégral.  Le 
théorème  de  (^auchy  y  est  élahli  (\r.  deux  façons  entièrement  difle- 
rentes,  et  l'on  en  déduit  immédiatement  la  formule  fondamentale 


f{x)=  -4-  f 


f{z)dz 


(C)    ^  —  ^ 


L'énoncé  du  problème  de  Dirichlet  et  sa  solution  dans  le  cas 
du  cercle,  qui  viennent  après,  ne  sont  pas  utiles  pour  la  suite, 
mais  la  grande  importance  du  sujet  justifie  suffisamment  son  in- 
troduction dans  un  cours  un  peu  complet. 

Les  quatre  Chapitres  suivants  renferment  l'application  des  théo- 
rèmes généraux  à  l'étude  des  fonctions  uniformes,  les  séries  de 
Maclaurin,  de  Tavlor,  de  Laurent,  de  Fourier,  la  classification  des 
points  singuliers,  les  théorèmes  de  Weierstrass,  de  Mittag-Leffler, 
la  décomposition  en  facteurs  primaires,  etc.  Il  nous  a  semblé  qu'il 
y  avait  quelque  confusion  entre  les  différentes  espèces  de  singula- 
rités, dont  les  unes  sont  inhérentes  aux  fonctions  elles-mêmes, 
tandis  que  les  autres,  en  quelque  sorte  apparentes,  proviennent 
uniquement  de  leur  mode  de  représentation.  De  même,  l'idée  si 
importante  du  prolongement  analytique  par  cheminement  ne  nous 
paraît  pas  mise  en  lumière  avec  toute  la  netteté  et  toute  la  géné- 
ralité désirables.  Mais  ce  ne  sont  là,  dans  tous  les  cas,  que  des 
critiques  bien  légères. 

Les  quatre  leçons  suivantes  sont  consacrées  aux  éléments  de  la 
théorie  des  fonctions  doublement  périodiques.  M.  Demartres  in- 
troduit ces  fonctions  en  recherchant  les  fonctions  uniformes  qui 
admettent  un  théorème  d'addition  algébrique.  Une  démonstration 
très  simple  lui  permet  d'établir  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres  que  les 

iTZZ 

fonctions  rationnelles  de  ^,  de  e  "  ,  et  les  fonctions  doublement 
périodiques,  n'ayant  que  des  discontinuités  polaires  à  distance 
finie.  Inversement,  des  théorèmes  généraux  sur  ces  fonctions 
doublementpériodiques,  on  déduit  sans  difficulté  qu'elles  possèdent 
un  théorème  d'addition.  Pour  obtenir   leur  expression  générale. 
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l'auleur  prend  |)()iir  point  de  déj)arl  la  décomposition  en  facteurs 
primaires,  et  il  se  propose  de  former  une  fonction  entière  ad- 
mettant les  zéros  a  -\-  2?nio  ~\-  nm'o)'.  On  est  ainsi  conduit  par  la 
voie  la  plus  naturelle  à  la  fonction  a*,  d'où  se  tirent  immédiatement 
les  fonctions  ^  et  p.  Les  propriétés  fondamentales  de  ces  fonctions 
sont  établies  en  s'appujant  constamment  sur  les  théorèmes  gé- 
néraux déjà  obtenus,  ce  qui  rend  la  plupart  des  démonstrations 
presque  intuitives.  M.  Demartres  donne  aussi  la  définition  des 
autres  fonctions  qui  ont  été  introduites  dans  cette  théorie,  telles 
que  les  fonctions  a*,,  0*2,  a*;},  À,  p.,  v,  et  les  fonctions  ô,  avec 
quelques-uns  de  leurs  développements  en  séries.  Arrivé  à  ce  point, 
le  lecteur  est  vraiment  en  possession  de  la  partie  essentielle  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Dans  les  dernières  leçons,  nous  trouvons  la  définition  des  fonc- 
tions algébriques  avec  leurs  propriétés  fondamentales,  l'étude  de 
la  périodicité  des  intégrales  hjperelliptiques,  l'inversion  de  l'in- 
tégrale elliptique  de  première  espèce,  et  quelques  notions  sur  les 
courbes  de  genre  i.  L^inversion  de  l'intégrale  elliptique  est  faite 
en  détail  avec  beaucoup  de  soin  et,  pour  permettre  de  mieux  saisir 
les  raisonnements,  l'auteur  a  établi  d'abord  les  propriétés  fonda- 
mentales de  e"  et  de  sin  u  en  partant  des  intégrales  élémentaires 


=    /     — J  u  = 


dz 


v/i 


Cependant  le  raisonnement  par  lequel  on  établit  que  la  fonction 
inverse  est  uniforme  prête  à  une  grave  objection,  qui  est  bien 
connue  de  tous  ceux  qui  ont  étudié  cette  théorie.  On  peut,  il  est 
vrai,  ne  pas  soulever  cette  objection  dans  un  cours  destiné  aux 
candidats  à  la  licence. 

La  dernière  leçon  est  particulièrement  intéressante.  L'auteur  j 
fait  connaître  d'abord  le  lien  intime  entre  la  théorie  des  fonctions 
doublement  périodiques  et  la  théorie  des  courbes  du  premier 
genre;  puis,  comme  application,  il  donne  quelques  propriétés  de 
la  cubique  plane  et  de  la  biquadratique  gauche. 

On  a  pu  juger,  d'après  ce  compte  rendu  sommaire,  de  la  solidité 
du  cours  que  professe  M.  Demartres.  La  plupart  des  démonstra- 
tions sont  présentées  sous  une  forme  très  élémentaire,  sans  inutile 
appareil  de  calcul,  et  les  leçons   ont  été  rédigées  avec  soin  par 
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M.  Lcmalrc.  l/cliidiiiiil  (jui  so  sera  bien  p(';n(''Lr(';  de  l'Ouvrage  aura 
un  fond  solide  de  coiiiiaissance.s,  lui  ixTincllaiit  d'ahoider  sans 
dil(i(uill('  Téliidc;  de  Irailcs  j)lus  eoniplels  ou  plus  spéciaux,  cl  des 
Mémoires  originaux.  K.   G. 


GINO  I.ORIA.  —  NiroLv  Fkrgola  e  lv  scuola  di  matkmaticï  che  lo  ebbe 
A  DUCE,  COU  4  Tavolc  lilograialc.  Gcnova,  ti|)()i^'raria  (Ici  R.  IsLiluto  dci  sordo- 
muti.  144  p.  in-4";  1899,. 

Dans  V Aperçu  InsLoiique  de  Gliasles,  on  lit  deux  phrases  qui 
ont  presque  le  caractère  d'une  énigme  :  «  Le  goût  de  celte  Géomé- 
trie qui  a  donné  tant  d'éclat  aux  Sciences  mathématiques,  jusqu'il 
y  après  d'un  siècle,  surtout  dans  la  patrie  de  Newton,  s'était  affaibli 
depuis  et  aurait  presque  disparu,  si  les  géomètres  italiens  ne  lui 
fussent  restés  fidèles.  On  doit  de  nos  jours  au  célèbre  Fergola  et  à 
ses  disciples,  MM.  Bruno,  Flauti,  Scorza,  plusieurs  écrits  impor- 
tants sur  l'Analyse  géométrique  des  Anciens,  qui  s'y  trouve  rétablie 
dans  sa  pureté  originaire.  »  Gette  école  napolitaine  a  disparu  si  brus- 
quement et  si  complètement,  ses  travaux,  malgré  l'estime  qu'en 
faisait  Ghasles,  ont  en  réalité  joué  un  rôle  si  peu  important  dans 
la  transformation  et  les  développements  de  la  Géométrie  au  cours 
de  ce  siècle,  que  M.  Gino  Loria  n'a  appris  l'existence  de  cette  école 
que  par  l'Ouvrage  de  Ghasles  et  qu'il  a  éprouvé  les  plus  grandes 
difficultés  à  se  renseigner  sur  les  circonstances  de  la  vie  du  chef 
et  des  disciples  et  à  débrouiller  tant  soit  peu  les  particularités  in- 
téressantes pour  l'histoire  des  Mathématiques.  On  doit  d'autant 
plus  lui  savoir  gré  d'une  publication  qui  jette  une  lumière  suffisante 
sur  un  groupe  d'hommes  si  voisins  de  nous  et  tombés  si  vile  dans 
un  oubli  immérité.  Il  est  vrai  que  tous  leurs  travaux  sont  loin 
d'avoir  une  égale  valeur,  mais  l'ensemble  en  présente  tant  d'unité 
véritable,  qu'on  ne  peut  y  méconnaître  la  puissance  d'une  idée 
fondamentale  directrice  et,  précisément  à  ce  titre,  l'étude  en  est 
particulièrement  intéressante. 

Nicola  Fergola,  né  à  Naples  le  29  octobre  1703,  y  mourut  le 
22  octobre  1822.  L'enseignement  mathématique  de  l'Université  de 
Naples  était  très  faible  au  temps  de  sa  jeunesse;  il  s'instruisit  de 
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fait  lui-même  et  ouvrit  vers  1775  une  école  privée  d'enseignement 
supérieur,  qu'il  dirigea  jusqu'en  1801.  A  cette  date,  il  obtint  à 
l'Université  la  chaire  d'Analyse,  la  garda  jusqu'en  1 8 1 2  pour  passer 
à  celle  de  Sjntlièse,  se  retira  la  même  année  et  continua  jusqu'à  sa 
mort  à  s'occuper  d'enseignement  privé.  Il  n'a  publié  que  deux 
Traités  analytiques  :  des  Sections  coniques  (i8i4)  et  des  Lieux 
solides  (1818),  réédités  par  Flauti  (1828)  après  sa  mort;  environ 
neuf  opuscules  (anonymes,  sauf  un)  et  autant  de  Mémoires  insérés 
dans  les  Actes  de  l'Académie  des  Sciences  et  Belles-Lettres  de 
Naples.  Flauti  a  tiré  de  ses  papiers  quelques  Mémoires  posthumes, 
qui  ont  paru  dans  les  mêmes  Actes,  et  un  Volume  sur  l'invention 
géométrique  (1842).  M.  Gino  Loria  lui  reconnaît,  à  bon  droit,  une 
supériorité  marquée  sur  ses  disciples,  au  point  de  vue  de  la  largeur 
d'esprit  et  des  aperçus  d'avenir. 

Francisco  Bruno,  mort  en  1862,  a  été  professeur  de  Géométrie 
à  l'Université  de  Naples  jusqu'en  1860  et  membre  de  l'Académie 
des  Sciences  de  la  même  ville  depuis  i835.  Il  n'a  publié  que  deux 
opuscules  en  1824  et  1826  ;  sa  réputation  comme  professeur  paraît 
avoir  été  très  grande. 

Vincenzo  Flauti  (né  le  21  juin  1782,  mort  le  20  juin  1 863)  fut 
pris  comme  adjoint  de  Vincenzo  Giannattasio,  quand  Fergola  laissa 
à  ce  dernier  son  école  privée  (1801).  En  i8o3,  il  entrait  à  l'Uni- 
versité de  Naples  comme  professeur  de  Mathématique  synthé- 
tique, passait  en  1806  à  la  chaire  d'Analyse  élémentaire,  en  1812 
à  celle  d'Analyse  sublime,  qu'il  occupa  jusqu'en  1849-  ^^  l'école 
napolitaine,  il  a  été  l'auteur  le  plus  fécond,  d'autant  qu'il  a  publié 
divers  Ouvrages  élémentaires.  Sa  Geojnetria  di  sito,  qui  est  en 
réalité  un  traité  de  Géométrie  descriptive,  a  eu  trois  éditions 
(i8i5,  1821,  1842).  De  1819  à  1807,  seize  Mémoires  de  lui  ont  été 
insérés  dans  les  Actes  de  l'Académie  de  Naples. 

Giuseppe  Scorza,  né  à  Gimigliano  en  janvier  1781,  mort  à 
Naples  le  5  mai  i843,  commença  à  étudier  sous  Fergola  en  1790, 
et  ouvrit  à  son  tour  en  18 12  une  école  privée.  En  1820,  il  obtint 
la  chaire  de  Synthèse  élémentaire  à  l'Université  de  Naples.  Il  a 
donné  en  181 5  une  Divination  de  la  Géométrie  analytique  des 
Anciens^  intéressante  étude  sur  le  lieu  à  trois  et  quatre  droites, 
et  en  1828  une  édition  des  six  premiers  Livres  d'Euclide,  où  il 
s'est  montré  ardent  défenseur  du  géomètre  grec,  et  où  il  a  essayé 
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de  donner  une  (knnonslralion  du  posi  iilnlum  des  pMrallèles.  On 
semble  devoir  (''i;al('iii(Mil  lui  ;il  I  ri  huer  deux  écrits  anonymes,  no- 
laninirnl  un  l'.'lo^c  de  l'Cii^ohi  (iS.)()),  (|tii  coiilicnl  dcscrlliques 
contre  I"  hiiili  et   des  alla(|U('s  contre  Giannalla/io. 

(le  d(MMiicr,  ne  à  Solofra  le  i>.()  o(;tol)re  I75(^,  nioit  le  G  dé- 
ccnd»re  iS/ji),  sncc(''(la  à  l'^M-^ola  dans  la  direction  de  son  école 
privées  en  1801  el  eoniine  lihdairc;  de  la  chaire  d(î  Synthèse  à  l'U- 
niversité en  iSi'.  Il  a  dnnM(''  en  \''/)\  et  1  (S  10  denx  éditions  des 
Sections  C(>ni(/ii('s  de  Fer^ola  on  son  nom  j)araît  s(!nl  et  qui  sont 
anl(''iiciires  ;\  rédilioii  de  P'Ianli  (|ni  porte  celui  de  Fcrgola.  Cette 
circonstance  est  mal  expli([uée. 

INl.  I^oria  a  dressé  une  liste  des  diverses  productions  de  l'école 
napolitaine  et  donné  quelques  indications  sur  ses  autres  membres  ; 
il  expose  d'abord  les  travaux  relatifs  à  la  théorie  des  coniques, 
pour  les  applications  du  théorème  de  Ptolémée,  les  idées  de  Fer- 
gola  sur  les  méthodes,  la  solution  de  divers  problèmes  particuliers, 
quelques  recherches  sur  l'Analyse  infinitésimale  et  sur  des  ques- 
tions de  Mécanique;  il  examine  ensuite  le  cours  de  Mathématiques 
projeté  et  en  partie  exécuté  par  Flauti,  et  raconte  la  dispute  qui 
s'éleva  en  1839  entre  les  géomètres  napolitains  de  l'école  de  Fer- 
gola  et  ceux  qui  tenaient  pour  les  méthodes  analytiques  et  dont 
les  principaux  étaient  Tucci,  de  Angelis  et  Padula.  Après  des 
escarmouches  provoquées  par  ces  derniers,  Flauti  crut  pouvoir  les 
défier  de  résoudre  trois  problèmes,  pour  lesquels  il  proposa  trois 
médailles.  Deux  furent  décernées  à  son  élève  Trudi,  qui  les  refusa  ; 
le  troisième  problème  (inscrire  dans  une  pyramide  triangulaire 
quatre  sphères  tangentes  entre  elles  et  aux  faces  de  la  pyramide), 
proposé  à  tort  comme  nouveau  ('),  est  en  général  impossible, 
comme  l'avait  remarqué  Steiner  dès  1826.  Flauti  ne  sortit  pas  à 
son  honneur  de  la  polémique  qui  s'éleva  à  ce  sujet  et  dans  laquelle 
se  distingua  particulièrement  Padula. 

L'école  de  Fergola  était  dès  lors  sur  son  déclin;  la  seconde  gé- 
nération s'épuisait,  une  troisième  ne  se  leva  pas. 

Paul  Tannery. 


(')  Il    l'avyil   déjà    «-tr    trois    fois   dans  \es  Annales  mathématiques   de   Ger- 
gonne. 
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MÉLANGES. 

RÉSOLUTION  D'UNE  QUESTION  RELATIVE  AUX  DÉTERMINANTS; 
Par  m.  J.  HADAMARD. 


1.  Étant  donné  un  déterminant 


(0 


h. 


a, 


ha 


la 


dans  lequel  on  sait  que  les  éléments  sont  inférieurs  en  valeur  ab- 
solue à  une  quantité  déterminée  A,  il  y  a  souvent  lieu  de  chercher 
une  limite  que  le  module  de  A  ne  puisse  dépasser. 

On  voit  immédiatement  que  |A|  est  inférieur  à  i .  2.  3.  . .  ^A''. 
Mais  il  est  clair  que  cette  limite  est  trop  élevée  ;  car  elle  ne  pourrait 
être  atteinte  que  si  tous  les  termes  du  déterminant  avaient  le 
même  signe,  ce  qui  est  manifestement  impossible. 

Je  me  propose  en  conséquence  de  rechercher  le  maximum  du 
déterminant  A  dans  les  conditions  indiquées. 

2.  Sans  rien  supposer  d'abord  sur  les  modules  des  éléments 
a,,  ...,  ^1,  ...,  désignons  par  aj,  ...,  ^",  ...  leurs  conjugués 
dont  le  déterminant  Aq  sera  le  conjugué  de  A.  Prenons,  dans  le 
déterminant  A,  p  lignes  quelconques  pour  en  former  un  tableau 
rectangulaire  (T),  (Tq)  étant  le  tableau  correspondant  du  déter- 
minant Aq  ;  considérons  le  produit 

P,,  =  (T)(To). 

Si  /?  =  /i,  ce  produit  donnera  AAq,  c'est-à-dire  le  carré  du  mo- 
dule de  A;  pour/?  <<  n,  il  fournira  de  même  la  somme  des  carrés 
des  modules  des  différents  déterminants  que  l'on  déduit  du  ta- 
bleau (T).  Dans  tous  les  cas,  la  quantité  ainsi  obtenue  sera  essen- 
tiellement réelle  et  positive  ('). 


(')  Nous  n'avons  pas  à  prendre  en  considération  le  cas  de  P.,  =  f^,  Je  détermi- 
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\\)i\\'  lormci-  le  prodiiil  1*,,,  (Tapirs  les  i-r^lcs  (l(;  l;i  miilu'|)li<-«- 
lloii  (les  <l(''l('iiniMiiiil^,  il  CiiiKlrii  miill  iplici'  (:li;i(|ii(;  li^iic  (le  (T) 
|);ii'  cliiKiiic  lij;ii('  de  (  To)-  ''*^i  '  '>"  •'  <l'<»i'^i  deux  li^iKîS  corrcspon- 
(limU^s,  par  exemple  les  deux  li<>iic.s  de  laiii;  A,  le  r(';sidlal  s/i 
donnera  la  soiimic  des  e.aii<''s  d(îs  modtdes  des  ('dt'iMcnls  a/i^ 
/>/,,  .  .  .  ,  //,.  Si  au  eoiiliaire  on  a  [)rls  deux  lii^ries  de  ranf;s  difïerents 
//  el  //',  on  Irouvera  I^ixpiHîSsion 

Nous  remarquerons  que  fih.w  est  conjugué  de  .v/i  ,^. 

Les  quantités  Sk  et  .v/j^j'  seront  les  éléments  du  déterminant  V p. 
Si,  par  exemple,  les  lignes  qui  composent  le  tableau  (T)  sont  lesy? 
premières,  on  aura 

^1  \  •">2  •  • 


P/^  = 


'l./ï 


'/^l 


et,  si  nous  isolons  la  partie  qui  contient  en   facteur  un   élément 
principal,  le  dernier  par  exemple,  nous  pouvons  écrire 


(3)  Pp 

où  Q^  sera  le  déterminant 


f^p^  P-\ 


Q/., 


•5 1,2 

59 


^/J-1,1       "^p-1,: 


'p,l 


^/^,2 


^1,P-1 

•^I,/> 

^2,p-l 

^2,/> 

•Ç/;-l 

^p-l,p 

^P,P-1 

O 

Le  mineur  de  ce  déterminant,  relatif  à  la  A'*^'"''^  ligne  et  à  la  /i'""""^ 

1  ,  1    r      '  f  àOn  I 

colonne,  étant  desiene  par  , , ,    . ,   >  nous   constatons  que  les  mi- 
'  ^        i        o{h,  h  )  * 

neurs  principaux  sont  des  expressions  Q/j_»,  sauf  le  dernier  qui 

est  une  expression  P/;__i.   Quant  aux  autres  mineurs,   nous   re- 

1  àQn  .  ,    ,         àQn 

marquerons  seulement  que  .   .    .,    est  conjugue  ae      .,   .    - 


liant  A  cLariL  alors  nul  el,  par  suite,  ne  présenlanl  aucun  inlérèl  dans  la  qucslion 
acluelle. 
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3.  Gela  posé,  il  est  facile  de  démontrer  que  le  déterminant  Ç)p 
est  négatif  on  nul,  le  dernier  cas  ne  pouvant  se  présenter  que  si 
tous  les  éléments  de  la  dernière  colonne  sont  égaux  à  zéro. 

Il  suffit   pour   cela   (A   étant  un   quelconque  des  nombres   i, 

\    1  -1/1  •  àQp        àQp 

2,  ...,/?  —  1)  de  considérer  les  quatre  mineurs  ,, ,    ,    ?  -r- — - — j 
'  '^  ^  ^  d{h,h)     d{p,p) 

dQp  àOp  T    V    1  •       r       1     •  •  • 

,, ,  — -,  — — -T-'  L  identité  bien  connue  qui  existe  entre  ces  mi- 
d{h,p)     d{p,h)  ^ 

neurs  nous  donne  une  relation  de  la  forme 

Les  P  étant  positifs,  nous  vojons  donc  bien  que  Qp  est  néces- 
sairement négatif  ou  nul  si  cette  conclusion  a  été  démontrée  pour 
Q_p-i-  Nous  pouvons  dès  lors  l'admettre  pour  toute  valeur  dejo, 
car  elle  est  évidente  pour  Q, ,  égal  à  o,  et  Q2,  égal  à  —  |  5,  ^2  P- 

De  plus,  Qp  ne  saurait  être  nul  que  si  Qp_i  l'est,  c'est-à-dire 
(en  admettant  toujours  que  notre  conclusion  est  établie  pour  Qp_4) 
si  tous  les  éléments  de  la  dernière  colonne  sont  nuls  à  l'exception 
du  h^""^^.  Mais  comme  h  est  variable  dès  que  p  est  au  moins  égal 
à  3,  il  ne  peut  y  avoir  aucun  élément  de  la  dernière  colonne  dif- 
férent de  zéro. 

4.  Revenons  maintenant  au  déterminant  P^  :  nous  sommes  en 
mesure  d'établir  que  ce  déterminant  est  inférieur  ou  au  plus  égal 
à  son  terme  principal  5,52..  .Sp,  l'égalité  n'ayant  lieu  que  si  tous 
les  éléments  non  principaux  sont  nuls. 

En  effet,  nous  pouvons  admettre  que  le  fait  est  vrai  pour  Pp_i, 
et  dès  lors  l'équation  (3)  démontre  l'inégalité  Pyr,<<  ^i  ^o . .  .5^, 
puisque  Q^  est  négatif. 

De  plus,  Vp  ne  peut  être  égal  à  5,  ^2  .  •  .Sp  que  si,  d'une  part,  P/7_< 
est  égal  SiS2.  '  .Sp_i  et  que,  d'autre  part,  on  ait  Qp=o.  D'a- 
près ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  cette  double  condition  exige 
que  tous  les  éléments  non  principaux  soient  nuls. 

En  particulier,  pour/?  =  /ï,  on  a 

\\\^<SySo_...Sn. 

Lorsque  les  modules  des  éléments  sont  au  ])lus  égaux  à  i ,  les  s/^ 
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ont   |)()iii'   valtMir    ni;»\mniiu    //,    ri    pur  stiilc;    lA]  csl  au   plus  égal 

fi 
à  //-. 

Ou  voit  (juc  la  valeur  maxiuium  du  dclcrmiuant  du  /i''""'  ordre 

est  loin   (raui^nienlor  aussi  rapidement  cjuc   le   produit  i.'2...n. 

D'après  la  formule  d'approximation  d(;  la  fonction  F,  elle  croit  un 

peu  plus  vile  que  la  racine  carrée  de  ce  produit. 

5.  Pour  que  A  atteigne  son  maximum,  il  faut,  en  premier  lieu, 
que  tous  les  éléments  aient  pour  module  i  ;  puis  que  tous  les  s/i^/i' 
soient  nuls  (^h^h'). 

En  écrivant  l'équation  s/i^h'^o  pour  tontes  les  valeurs  de  h', 
l'entier  h  restant  Cixe^  on  a  nn  système  d'équations  linéaires  et 
homogènes  par  rapport  aux  éléments  de  la  Ai*^^'"^  ligne,  d'où  résulte 
que  chaque  élément  est  proportionnel  à  la  quantité  conjuguée  du 
mineur  correspondant.  Les  formules  relatives  aux  déterminants 
adjoints  montrent  même  que  les  mineurs  d'ordre  k  sont  propor- 
tionnels aux  mineurs  complémentaires  d'ordre  n  —  k. 

Nous  sommes  ainsi  conduit  aux  déterminants  a])pelés  inverse- 
ment orthogonaux  par  M.  Sjlvester  (')  et  dont  un  exemple 
simple  est  fourni,  pour  une  valeur  quelconque  de  /i,  par  le  déter- 
minant de  Vandermonde  formé  avec  les  racines  de  l'équation  bi- 
nôme ^"=  I . 

6.  Pour  /zr=3,  ainsi  que  l'a  encore  remarqué  M.  Sjlvester, 
toutes  les  autres  solutions  se  réduisent  à  celle-là,  à  des  change- 
ments près  que  Ton  peut  appeler  insignifiants,  à  savoir  :  permu- 
tation des  lignes  ou  des  colonnes;  multiplication  de  tous  les  élé- 
ments d'une  même  ligne  ou  d'une  même  colonne  par  un  même 
facteur.  Mais  il  n'en  est  plus  de  même  pour  les  valeurs  de  n  supé- 
rieures à  3  et  la  formation  d'un  déterminant  maximum  comporte 
même  beaucoup  plus  d'arbitraire  que  ne  l'a  supposé  le  géomètre 


anglais. 


Reprenons  en  effet  la  méthode  indiquée  dans  son  Mémoire  (-) 
pour  construire  un  déterminant  maximum  d'ordre  n^n^  quand  on 


(')  Philosophical  Magazine,  t.  XXXIV,  p.  /j6i-475;   1867. 
(»)  P.  465,  n"  fi. 
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suppose  connus  deux  déterminants  maximum  A,  et  A^,  d'ordre  n^ 
et  Jiy  respectivement  :  on  écrit  ni  fois  le  déterminant  A,,  savoir 
/i2  fois  en  ligne  horizontale  sur  jiy  fois  en  ligne  verticale,  formant 
ainsi  un  tableau  (S).  Puis  dans  le  déterminant  A,  qui  occupe  dans 
ce  tableau  le  A"^'"^  rang  en  ligne  horizontale  et  le /r^'^™'^  en  ligne  ver- 
ticale, on  multiplie  tous  les  éléments  par  l'élément  du  détermi- 
nant Ag  dont  les  indices  sont  h  et  k.  Le  tableau  ((5)  ainsi  modifié 
donne  un  déterminant  maximum,  car  les  relations  Sh^h''=^  sont 
vérifiées. 

Mais  ces  relations  ne  cessent  pas  d'avoir  lieu  si,  dans  tous  les 
déterminants  A,  de  la  première  colonne,  on  multiplie  une  ligne 
déterminée  par  un  certain  nombre  de  module  i.  Or  le  nouveau 
déterminant  obtenu  par  cette  opération  (que  l'on  peut  évidemment 
varier  de  plusieurs  façons)  n'est  pas  réductible  au  précédent  par 
les  changements  insignifiants  dont  nous  avons  parlé. 

Par  exemple,  pour  Ji  =  4,  M.  Sylvester  indique  les  deux  types 


(4) 


et 


(5) 


I  I         I 

—  1  I  — I 
*i  — I  — I 

—  I  — I       I 

I  I  I 

i  —  I  —  i 

—  I  I  — I 

—  /  I  l 


Notre  méthode  conduit  au  déterminant 


I 

I 

I 

I 

I 

— I 

a 

—  a 

I 

( 

—  I 

—  I 

I 

—  I 

—  a 

a 

{a 


—  ^/6 


lequel  donne  bien  les  déterminants  (4)  et  (5)  pour  a^=\  et  (7=  /, 
mais  en  est  essentiellement  distinct  pour  une  valeur  quelconque 
deQ. 


7.   Lorsque  n  est  une  puissance  de  2,  le  procédé  dont  nous  ve- 
nons de  parler  permet  d'obtenir  un  déterminant  maximum  à  élé- 
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nicnts  r('els.  Pciit-on  lioiivci-  de  icis  (h'icrmiiiiinls  pour  d'autres 
valeurs  (\c  fi  2 

Dans  ce  cas,  ('liaqiio  ch'monl  devra  vive.  v<^ii\  à  rt  i,  et  cola  do 
l(*ll(^  façon  que,  considéranL  deux  lignes  (|uel(;on(jues  (;(  coinparant 
les  éléments  coiTesj)ondanls,  il  y  ail,  aulanl  de  coueordanec.'S  fjuc 
de  discordances  de  signes  ('). 

On  voit  aisément  que  ceci  ne  [)eut  avoir  li(Mi  (jiie  pour  //,  mul- 
tiple de  4-  ^'^  efTet,  si  l'on  ramène  les  éléments  de  la  j)remière 
ligne  à  être  des  i ,  la  seconde  ligne  devra  contenir  autant  de  +  i  que 
de  — I ,  ce  (pii  exige  déjà  que  n  soit  pair  :  n  =  •xn' .  Si  l'on  suppose 
alors  dans  la  S(;conde  ligne  les  n^  premiers  éléments  positifs  et  les 
autres  négatifs,  la  somme  des  11!  premiers  éléments  delà  troisième 
ligne  devra  être  nulle;  donc  11^  doit  être  à  son  tour  un  nombre 
pair. 

D'ailleurs  il  existe  en  elTet  des  déterminants  maximum  réels 
pour  des  valeurs  de  11  non  puissances  de  2.  Pour  /i=:i2,  par 
exemple,  on  arrivera  au  résultat  de  la  façon  suivante  : 

On  groupera  les  colonnes  3  par  3  en  quatre  séries. 

La  première  ligne  étant  composée  de  i ,  la  seconde  comprendra 
des  I  dans  les  deux  premières  séries  et  des  —  i  dans  les  deux  der- 
nières; la  troisième  ligne  aura  ses  quatre  séries  composées  alter- 
nativement de  -t-  I  et  de  —  i.  Dans  les  9  lignes  suivantes,  la  pre- 
mière et  la  dernière  série  comprendront  chacune  2  éléments 
positifs  et  I  négatif;  la  seconde  et  la  troisième  2  éléments  négatifs 
et  i  positif,  d'après  le  Tableau  suivant  : 


I 

I 

I 

I 

I 

2 

2 

2 

I 

3 

3 

3 

'X 

I 

2 

3 

2 

2 

3 

I 

2 

3 

I 

2 

3 

I 

3 

2 

3 

2 

I 

3 

3 

3 

2 

I 

les  numéros  indiquant  dans  chaque  série 'le  rang  de  l'élément  qui 


est  seul  de  son  signe, 


(')  SYLVKSTEn,  Échiquier  anallagmatifjiie. 
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Il  existe  aussi  un  déterminant  maximum  réel  pour  n  =  20.  Pour 
l'obtenir,  ayant  encore  partagé  les  colonnes  en  4  séries  de  5  cha- 
cune, on  composera  les  trois  premières  lignes  comme  dans  le  cas 
précédent.  La  quatrième  ligne  aura,  dans  la  première  et  la  dernière 
série,  tous  ses  éléments  positifs,  sauf  le  premier;  dans  la  deuxième 
et  la  troisième,  tous  ses  éléments  négatifs,  sauf  le  premier.  Cha- 
cune des  seize  lignes  qui  restent  comprendra,  dans  la  première  et 
la  dernière  série,  deux  éléments  négatifs;  dans  la  deuxième  et  la 
troisième,  deux  éléments  positifs,  d'après  le  Tableau  suivant  : 


12 

23 

23 

23 

i3 

23 

45 

45 

14 

45 

23 

45 

i5 

45 

45 

23 

45 

12 

24 

24 

45 

i3 

35 

35 

23 

14 

•-^4 

35 

23 

i5 

35 

24 

35 

35 

12 

25 

35 

24 

i3 

34 

24 

35 

14 

34 

24 

24 

i5 

25 

34 

34 

34 

12 

34 

25 

25 

i3 

25 

34 

25 

'4 

25 

25 

34 

i5 

Il  y  a  donc  lieu  de  se  demander  quelles  sont  les  valeurs  de  n 
pour  lesquelles  existent  des  déterminants  maximum  à  éléments 
réels  {'). 

De  plus,  on  peut  rechercher,  pour  les  autres  valeurs,  quel  est 
le  plus  grand  module  que  puisse  atleindre  le  déterminant  lors- 
qu'on impose  aux  éléments  la  condition  d'être  réels. 


(')  Les  déterminants  maximum  que  nous  venons  de  former  pour  n  =  12  et 
/ï  =  20  mettent  encore  une  fois  en  évidence  l'arbitraire  que  comporte  la  question 
actuelle;  car  il  est  clair  que  ces  nouveaux  déterminants  maximum  ne  peuvent  se 
déduire  des  procédés  donnés  au  n°  6. 
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SUR  UNE  FONCTION  A  ESPACE  LACUNAIRE; 
Tau  m.  E.  (iOUHSAT. 

Dans  le  lonic  \l  dti  lluUelin  ('a''  série,  p.  ii4;  i88y),  j'ai 
olahli,  (H)iiiiM('  cas  particulier  d Un  llicorcinc  tics  g;énéral  sur  les 
fonctions  à  espaces  laciinaij-cs,  (jik^  la  fonction  rcprcscntcc  par 
la  série 

(i)  F(<s)=n 1 ., 1-...4- 


ia  —  I        7.  a^  —  I  v>  a"  —  i 


où  le  module  de  a  est  égal  à  l'unité  et  son  argument  incommen- 
surable avec  71,  ne  peut  pas  être  étendue  analjtiquement  au  delà 
du  cercle  C  de  rajon  wvi,  a^ant  pour  centre  le  points  =  0.  On 
peut  établir  cette  propriété  de  la  fonction  F(>3)  par  une  voie  plus 
élémentaire  que  je  vais  indiquer  ici. 

Ajoutons  à  la  série  (i)  la  série » 


I  —  z 
il  vient 


I 


F(z)H —  =1-^  z  ( ^ hi  )  +...4--S"  ( -* 

I  —  z  \-2a  —  i         /  Xia"- 

/  az  a'^z'^  \ 

=  2  (  IH h.  .  .H h.  .  .  ), 

\         'la  —  I  2  a'*  —  I  / 


I      H-.. 


c'est-à-dire 


(2)  ¥{az)  =  l¥(^z)        '        ' 


i.  21  —  z 


La  relation  (2)  s'applique  tant  que  le  module  de  z  est  inférieur 
à  un;  changeons-y  z  en  az.  On  trouve 


et,  par  suite, 


Via'^z)=  -F(a2)  +  -  ! — , 

^         '       2  21  —  az 


F(a2^)  =  -  ^ h  7  — h  7  F(s). 

^         '       1   \  —  az        41  —  ^        4 


Changeons  de   nouveau  z  en  az.,  et  ainsi  de  suite;  nous  trou- 
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vons  la  relation  générale 


(3)     F(anz)  =  ~F(z)-^-         '  ' 


'2"      •    '       '>J'{v  —  z)       7.«-i(i  — az)  2(1— a«-'z) 

OU 

(4)  F(a"^)--LF(^)  =  cp(^), 

cp(^)  étant  nne  fonction  rationnelle  de  z  qui  admet  les  n  pôles  du 
premier  ordre  i,  -? 


1      I 

a    a^  a' 


Supposons  d'abord  que  l'argument  de  a  soit  commensurable 
avec  71^  si  l'on  prend  pour  n  la  plus  petite  valeur  telle  que  a"=  i, 
la  relation  (4)  donne  pour  F(;^)  une  fraction  rationnelle. 

Supposons,  au  contraire,  que  l'argument  de  a  soit  incommen- 
surable avec  tu;  la  tliéorie  des  fractions  continues  arithmétiques 
nous  apprend  que,  sur  tout  arc  fini  de  la  circonférence  C,  il  y  a 
une  infinité  de  points  représentés  par  des  puissances  entières 
de  rt,  soit  positives,  soit  négatives.  Gela  posé,  il  est  impossible 
que  la  fonction  F(;;)  reste  liolomorphe  sur  un  arc  fini  AB  de  la 
circonférence  C,  aussi  petit  qu'on  le  suppose.  En  effet,  sur  cet 
arc  AB,  prenons  un  point  M  correspondant  à  une  quantité  ima- 
ginaire a~P ^  puis  un  point  N  correspondant  à  une  quantité  imagi- 
naire a'^'P^  où  n  est  supérieur  à/>.  Le  nombre  n  étant  choisi  de 
cette  façon,  imaginons  que  l'on  fasse  tendre  le  point  z  vers  le 
point  M,  le  point  «";;  tendra  vers  le  point  N  et  le  premier  membre 
de  la  relation  (4)  devra,  par  hypothèse,  conserver  une  valeur 
finie.  Or  la  fraction  rationnelle  C5(^)  admet  le  pôle  a~P  et,  par 
suite,  le  second  membre  augmente  indéfiniment  lorsque  z  tend 
vers  le  point  M.  On  est  donc  conduit  à  une  contradiction  en  sup- 
posant que  la  fonction  F(^)  reste  liolomorphe  sur  l'arc  AB. 


COMPTIIS   lU'lXDUS  ET  ANALYSES.  -^fj 

COMPTES    liENDUS   ET   ANALYSES. 

JORDAN  (C.)-  —  T-ouns  d'Axalvsi:  dk  i/llcorj;  IN)i.vri:f;nNiQi;i;.  Dciixirmc  ('di- 
l.ion,  onlièreiiHMil  rcroiuliic.  T.  I.  In-(S";  \viii-()i7.  p.  l'iiris.  (ijiiilliicr-VilIurs 
ol  lils  ;   iSyj. 

Il  uc  nous  appai-lionl,  assurément  pas  de  faiic  Vrlo'^c,  du  Coz/rs 
(T Analyse  do  iM.  Jordan;  (ju'll  nous  soit  sculcuicut  pciinis  do 
signaler  parmi  les  raisons  (pii  font  leclierelier  cet  Ouvra^^e,  dont  la 
première  édition  a  été  épuisée  en  peu  d'années,  l'extraordinaire 
richesse  des  matières  qu'il  contient.  L'art  de  l'auteur  pour  pré- 
senter les  choses  sous  leur  forme  la  plus  générale,  la  plus  abstraite 
et  la  plus  condensée  à  la  fois  est  vraiment  singulier  :  pour  le  lecteur 
qui  veut  se  donner  la  peine  de  rédéchir,  la  clarté  de  l'exposition 
est  d'ailleurs  parfaite.  Comme  il  est'  évident  que  M.  Jordan  n'a 
pas  cherché  d'autres  lecteurs  que  ceux-là,  le  succès  de  son  Livre  a 
quelque  chose  de  rassurant. 

\J'é^\\\\iiVe  entièrement  refondue  di\i\)\\(\\\éc-d  cette  seconde  édi- 
tion semble  devoir  être  complètement  justifiée,  si  l'on  en  juge  par 
le  premier  Volume,  dont  les  dimensions  ont  presque  doublé.  ÎNous 
nous  attacherons  à  faire  surtout  ressortir  les  différences  avec  la 
première  édition  ('). 

On  remarquera  tout  d'abord  les  huit  premiers  paragraphes  du 
Chapitre  premier  où  les  principes  sont  exposés  de  la  façon  la  j)lus 
solide  et  sous  une  forme  qui,  bien  souvent,  semble  devoir  être  défi- 
nitive. M.  Jordan  prend  comme  point  de  départ  la  notion  (ï en- 
semble, dans  toute  sa  généralité  ;  cette  notion  lui  permet  d'exposer, 
d'une  manière  extrêmement  nette,  le  concept  d'intégrale  simple  ou 
multiple  et  toutes  les  propriétés  essentielles  qui  se  rapportent  à 
ce  concept.  C'est  là,  assurément,  une  justice  rendue  à  l'œuvre  de 
M.  Cantor  :  il  est  impo.ssible,  à  l'heure  actuelle,  de  savoir  si  les  dé- 
veloppements considérables  que  ce  géomètre  a  tirés  de  quelques 
idées  simples  ont  une  autre  valeur  que  leur  intérêt  propre;  mais 
l'importance  philosophique  de  ces  idées,  quand  on  veut  établir 
les  principes  de  l'Analyse,  sans  faire  appel  à  aucune  idée  étrangère. 


(')  \o'\v  Bulletin,  l.  VI,  p.  260. 
Bull,  de»  Sciences  niathéni.,  1"  série,  l.  XVII.  (Octobre  1893.) 
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n'est  pas  douteuse;  elles  deviendront  classiques  après  l'exposition 
qu'en  a  donnée  M.  Jordan  et  le  parti  cju'il  a  su  en  tirer. 

Le  second  Gl)a[)itre  est  consacré  aux  variables  complexes  :  on  y 
trouvera  la  notion  de  fonction  sjnectique,  les  propositions  fonda- 
mentales sur  les  intéf^rales  prises  entre  des  limites  imaj^inalres,  la 
définition  des  foiictions  élémentaires  et,  en  parriculier,  des  fonc- 
tions algébriques. 

Le  Chapitre  111,  relatif  aux  séries  et  produits  infinis,  a  reçu  aussi 
des  accroissements  considérables  (pii  se  rapportent  surtout  aux 
séries  dont  les  termes  sont  des  fonctions,  et,  en  particulier,  des 
puissances  de  la  variable.  Le  rôle  essentiel  de  ces  dernières  séries, 
dans  la  théorie  des  fonctions,  se  trouve  ainsi  mis  en  pleine  lumière. 

Les  applications  géométriques  du  Calcul  dKFérentiel  ont  été 
exposées  à  peu  près  comme  dans  la  première  édition  et  il  ne 
semble  pas  en  effet  qu'il  y  eût  lieu  d'améliorer  cette  excellente 
exposition.  Toutefois  la  définition  de  courbure  a  été  un  peu  mo- 
difiée de  manière  à  s'appliquer  sans  difficulté  dans  le  cas  des 
courbes  imaginaires  et,  en  outre,  le  dernier  Chapitre,  sur  les 
courbes  planes  algébriques,  a  été  entièrement  remanié  :  l'auteur  a 
voulu  y  introduire  les  résultats  principaux  des  recherches  de 
MM.  Cremona,  Halphen  et  Nother.  Le  développement  attribué  à  ce 
Chapitre  est  amplement  justifié  par  l'importance  des  applications 
que  les  théories  qu'il  contient  trouveront  dans  le  Calcul  intégral. 

J.  T. 


EBERHARD.  —   Zur  Morphologie  der  Polyeder.   i  vol.   in-8°.   iv-245  p. 

Leipzig,  Teabner;  1891. 

Les  recherches  vraiment  originales  sur  les  polyèdres  eulériens, 
publiées  par  M.  Eberhard,  vont  combler,  à  ce  qu'il  nous  semble, 
une  lacune  dans  le  développement  de  la  Géométrie, 

Après  avoir  exposé  les  définitions  des  polyèdres  isomorphes  et 
allomorphes,  et  quelques  propositions  préliminaires  relatives  aux 
nombres  des  faces,  des  sommets  et  des  arêtes,  l'auteur  prouve  la 
nécessité  de  distinguer  les  polyèdres  généraux ,  où  chaque  som- 
met se  trouve  à  l'intersection  de  trois  faces,  des  polyèdres  singu- 
liers dont  au  moins  un  sommet  appartient  à  plus  de  trois  arêtes. 
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Il  (li'jnoMl  l'c  (|IH'  ('liiujiic  [)nl\r(li('  pciil  rire  (h'diiil  d  un  Irl  r;ir(li(; 
|);ii'  l'ml  rodiicl  loii  sncccssivc  de  moiin  ciiiiv  phms  conlciiiiiil  au  plus 
citui  ai»' les. 

Kii  (l(''Sii;iianl  pai'  \/,  Icnoinhrc  des  |K)I  \  ^^oiirs  à  /■  sornmcîls  d  un 
polyrdrc  i;(''n('ral,  Taulcur  anixc  à  r('(|uali()ii  (oudaiiH^nlalc 

j  \;,  -h  ').  \v  -H  X;j  —  X7  —  •-^.  X„  —  ■{  X.,  —  ...  =  I  •>■ , 

où  ne  iii;urc  m  U;  uoiuhrc  LoLal  dt-s  faces,  m  l<;  uoinhic  des  li(;\a- 
i;oncs  d'ciilre  elles.  (]eLlc  observation  suggère  l'iiiLercalalion,  dans 
la  surface  du  |)<)lyè<lre,  d'un  syslcme  d'Jiexagones  (surface  élé- 
mentaire) (|ui  délcnnine  sur  le  poljèdre  Iransfornu'!  \\\\  ensemble 
d'arêtes  que  M.  Eberhard  désigne  par  réseau  élémentaire. 

Chaque  polyèch'C  contient  un  ceîtain  nombre  de  réseaux  ('!(''- 
mentaires,  dont  l'un  est  déterminé  par  l'ensemble  des  faces.  Par  un 
nombre  fini  d'opérations,  on  parvient  à  décider  si  un  polygone 
gauche  formé  d'arêtes  est  un  réseau  élémentaire. 

L'équation  fondamentale,  mentionnée  ci-dessus,  j)eut  être  rem- 
placée par 

m  =  3X3+  «2X4  +  Xg  — 12  =  X-!-h  9.X8-f-  3Xy-l-.  . . , 

/?i  étant  un  nombre  entier  positif  ou  zéro.  L'auteur  prouve  que 
chaque  valeur  de  f?i  définit  un  ensemble  de  polyèdres  (Bereich), 
qui  se  compose  d'nn  nombre  fini  de  systèmes  pour  lesquels 
X3,  Xj,  .  .  .  conservent  la  même  valeur;  enfin  chaque  système 
(Stamm)  comprend  un  nombre  fini  de  polyèdres  généraux. 

J.    DE   VniKs. 


J.  FITZ-PATRICK  et  Georges  CHEVREL.  —  Exercices  d'Arithmétique, 
ÉNONCÉS  ET  solutions;  Bvec  une  préface  de  M.  /.  Tannery.  Paris,  Hcr- 
mann;  1893. 

Un  recueil  de  près  de  cinq  cents  problèmes  d'Arithmétique, 
variés,  classés  avec  ordre,  allant  de  la  numération  aux  principes 
de  la  théorie  des  nombres,  ne  saurait  être  un  livre  banal.  Unique 
en  son  genre,  l'Ouvrage  que  nous  présentons  aux  lecteurs  du  Bul- 
letin nous  parait  très  propre  à  entretenir  dans  le  jeune  public  de 
nos  lycées  et  collèges,  et  même  parmi  leurs  maîtres,  ce  culte  de 
IVVrithmétique  qui,   concurremment   avec  celui  de  la  Géométrie 
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pure,  conslituait  autrefois  le  fonds  de  Ions  les  programmes  et  res- 
tera nécessairement  la  base  de  tout  solide  enseignement. 

Dans  la  belle  préface  cpi'il  a  écrite  pour  ces  Exercices,  M.  Tan- 
nerj  fait  allusion  à  la  suppression  de  l'Arithmétique  dans  certains 
programmes. 

«  N'y  a-t-il  pas  quelque  imprudence,  dit-il,  pour  le  bon  équi- 
libre des  esprits,  dans  cet  amoncellement  de  connaissances  qu'on 
exige  des  candidats,  à  diminuer  la  charge  par  la  base?  Bien  des 
jeunes  gens  pressés  d'arriver  entrent  dans  les  classes  préparatoires 
avec  des  connaissances   insuffisantes  et  ne  s'en   inquiètent   pas, 

pourvu  que  ces  connaissances  ne  figurent  pas  au  programme 

Peut-être  serait-il  sage  de  prévenir  les  candidats  des  dangers  qu'ils 
courent  en  abordant  trop  tôt  les  parties  élevées  des  programmes, 
et  de  laisser  inscrites  en  tête  de  ces  programmes  les  connaissances 
fondamentales  qu'ils  supposent.    » 

Ces  réflexions  d'un  maître  aussi  autorisé  pourraient  sans  doute 
être  appliquées  à  bien  d'autres  parties  de  ces  mêmes  programmes; 
elles  m'ont  rappelé  les  pages  qui  terminent  le  rapport  de  l'illustre 
Chasles  sur  les  progrès  de  la  Géométrie, 

Ce  recueil  est  divisé  en  i6  Chapitres;  chacun  d'eux  débute  par 
un  sommaire  oii  sont  présentés  dans  un  ordre  logique  les  faits  de 
la  théorie  classique  auxquels  se  rapportent  les  problèmes  qui 
composent  le  Chapitre. 

Nous  avons  ainsi  un  Chapitre  sur  la  numération;  un  autre  sur 
^addition  et  la  soustraction,  puis  d'autres  sur  la  multiplica- 
tion; sur  la  division;  sur  la  divisibilité  àeî>  nombres;  diviseurs 
communs  des  nombres  entiers;  nombres  premiers;  fractions  ; 
fractions  décimales  et  nombres  décimaux;  rapports  et  propor- 
tions; différents  systèmes  de  numération  ;  carrés  et  racines 
carrées;  cubes  et  racines  cubiques;  progressions  ;  etc. 

Ces  questions,  comme  je  l'ai  dit,  sont  très  variées.  Beaucoup 
sont  élémentaires,  et  très  propres  aux  élèves  moyens;  beaucoup 
aussi  évoquent  des  souvenirs  d'examens;  un  assez  grand  nombre 
sont  empruntées  à  d'anciens  traités  ou  à  des  recueils  périodiques 
ou  académiques.  La  plupart  présentent  par  elles-mêmes  un  réel 
intérêt  et  de  Toriginalilé;  plusieurs  même  ont  de  la  célébrité,  soit 
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pour  a\i)ii"  ()C(Mi|»(''  (|ii(l(|ii('  i;i;iii(l  i;('()mrl  i'(î,  soil  pour   se  Lrouvcr 
li(*CS  à  iiuc  liiidiliou  ou  ;i  u  ne  i;i;iu(l('  I  Ik'oi-ic. 

C'osI  aiusi  (pu*  uoiis  rcIcNons  le  laineux  prohlruu;  des  hoMifs  de 
INowlon  ((piesliou  -iîii),  répilaphe  de  l)io|)liaiil(;  ((j.  !2li{)^  (pud- 
(jues  paires  sur  les  nombres  de  la  rornn;  •>/-'"  +  i  eonsi(l(';r(;s  |)aF' 
Fermât  elEulor  cl,  tout  ré(X'm mont  par  M.  K.  I.uens  et  I(î  I*.  .1.  Per- 
voucliine.  La  cpiestion  39  n'est  antre  (pie  !(•  problème  de  IMaton 
et  de  l^ytbai^orc,  (hi  triangle  rcctani;le  dont  l(;s  cotés  sont  mesures 
par  des  nombres  entiers,  l^a  question  j!28  nousdonn(î  lo  tbéorcme 
de  Lamé  sur  une  limite  du  nombre  des  0[)érations  à  faire  dans  la 
reclierche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  doux  nombres. 
Signalons  encore  quelques  pages  très  instructives  sur  l'extraction 
approchée  de  la  racine  carrée. 

La  question  379  nous  représente  Achille  courant  après  la  tortue, 
problème  fameux,  bien  qu'il  n'ait  d'autre  mérite  que  d'avoir  mis 
en  évidence  les  difficultés  que  présente  l'introduction  de  l'idée 
de  l'infini.  Comme  originalité,  je  préfère,  je  l'avoue,  la  ques- 
tion sur  le  marchand  qui  pèse  avec  des  balances  fausses  et  les 
questions  234,  399,  qui  appartiennent  à  ce  que  l'on  pourrait  ap- 
pe\crV  Arithmétique  légale;  le  dernier  de  ces  problèmes  notam- 
ment, qui  concerne  les  droits  des  enfants  naturels,  a  prêté  et 
prêtera  sans  doute  longtemps  encore  à  de  grandes  controverses. 

A  côté  de  ces  questions  d'Arithmétique  pratique,  qui  n'en  sont 
pas  moins  de  l'Arithmétique  très  raisonnée,  nous  trouvons,  déve- 
loppées dans  les  deux  derniers  Chapitres,  une  série  de  questions 
qui  constituent  une  excellente  introduction  à  l'Arithmétique  su- 
périeure. 

Sous  le  titre  de  Questions  diverses  figurent,  entre  autres,  la 
théorie  des  nombres  triangulaires,  pyramidaux,  ...  et,  en  général, 
des  nombres  figurés;  la  tiiéorie  des  /lonibres  parfaits,  et  celle 
encore  moins  connue  des  nombres  amiables;  quelques  lignes 
d'historique  accompagnent  ces  diverses  théories  et  témoignent  de 
l'érudition  de  l'auteur. 

Le  dernier  Chapitre  nous  présente  les  notions  élémentaires  sur 
la  théorie  des  nombres;  les  propriétés  de  la  fonction  '■^{u)j  les 
théorèmes  de  Fermât,  d'Euler,  de  Wilson  v  sont  longuement  dé- 
veloppés avec  force  problèmes  à  l'appui:  la  belle  théorie  des  ra- 
cines  primitives   suivani   un   module   [)remier  n'esl    pas   oubliée. 
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Une  ISote  très  inléressanle  de  M.  MaLroL  Icnninc  le  volume;  elle  a 
Irait  à  la  démonslralion  clu  théorème  de  ]>achel  concernant  la 
décom|)osiLion  d'un  nombre  en  une  somme  de  quatre  carrés. 

Cette  analyse  aura,  nous  l'espérons,  mis  en  évidence  la  richesse 
et  la  diversité  des  matériaux  mis  en  œuvre  par  l'auteur;  si  nous 
ajoutons  que  les  solutions  qu'il  donne  des  j)roblèmes  sont  rédi- 
gées avec  clarté  et  concision,  nous  aurons  indiqué  quelle  place 
honorable  les  Exercices  cV Arithmétique  de  M.  Fitz-Patrik  sont 
appelés  à  prendre  parmi  nos  ouvrages  d'enseignement. 

G.  K. 


DIOPHANTI.  —  Alexandrini  Opéra  omnia  cum  gr.ecis  commentarus.  Edi- 
dit  et  latine  intcrpretatus  est  Pauliis  Tannery.  Vol.  I  :  Diophanli  quœ  cxtant 
omnia  contincns.  In-i8;  ix-48i  p.  Leipzig.  Tcubncr;  i8()3. 

Le  Diophante  que  vient  de  publier  M.  PaulTannerj  fait  partie 
de  la  bibliothèque  gréco-latine  de  Teubner  :  il  s'ajoutera  aux 
belles  éditions  d'Archimède,  d'Euclide  et  d'Apollonius  que 
M.  Heiberg  a  données  à  la  même  collection. 

A  quoi  bon  insister  sur  les  services  que  rendent  de  pareilles 
publications,  où  le  texte  est  établi  avec  toute  la  sûreté  possible, 
oii  la  traduction  latine  met  le  sens  de  l'auteur  à  la  portée  de  tout 
homme  instruit,  et  qui,  en  raison  de  la  modicité  de  leur  prix, 
peuvent  entrer  dans  toutes  les  bibliothèques? 

Pour  le  texte,  c'est  au  manuscrit  de  Madrid,  qui  remonte  au 
xiii^  siècle,  que  M.  Paul  Tannerj  a  accordé  confiance  :  il  va  sans 
dire  qu'il  a  collationné  les  autres  manuscrits  et  noté  les  variantes. 
C'est  à  d'autres  que  moi  qu'il  appartiendrait  de  faire  l'éloge  de 
cette  partie  de  sontravail,  non  à  cause  des  liens  ([ui  m'attachent  à 
lui,  mais  bien  à  cause  de  mon  incompétence  absolue  dans  ces  ma- 
tières. 

Je  me  contenterai  de  signaler  le  soin  qu'il  a  apporté  à  restituer 
les  symboles  abréviatifs  de  Diophante,  ce  qui,  chez  l'auteur  grec, 
remplace  nos  notations  algébriques.  Quelque  dififérentes  que  soient 
les  formules  de  Diophante  de  nos  formules  modernes,  il  semble 
impossible  de  ne  pas  leur  attribuer  le  caractère  de  l'Algèbre. 

Quant  à  la   traduction  latine,   elle  offre  un  avantage  qui  sera, 
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s. MIS  (loiilc,  fort  ii|)|)i('('i(';  par  Ions  lo  mal  li('mal  icicns  :  c*(;sl  d'clrc; 
la(il<'m(Mil  iiil('llii;il)l(',  iiKMiic  poiif  (•('\\\  (|iii  lie  sonl  m  an  roiitatil 
(le  I  hisloirc  des  Mal  luMiial  kjiics,  iii  laiiiilicrs  avec,  les  Icrinos 
l('(liiii(|ii('S  <l(>s  anciens.  I /aiilciii"  csl  une  (railleurs  (|iic  la  langue 
j; !'('(•( j lie  es I,  dans  l'cxnosilioii  sciciil  ili(|n(',  plus  c lai I'(mjim;  la  langue 
laliiic,  (Ml  soi'h*  (|u'imc  IradiK'Uon  lil  h'-ralc  risrjiic  dTl  rc  plus  oh- 
S(Uii  ('  (pic  le  Icxlc  :  il  n'a  donc*  pas  ci'aml ,  podr  la  pail  ic  l(;clniifpic, 
d'adojilcr  le  laiii;a{^c  malli(hnali([iie  moderne  cL  les  nolalioirs  al^ci- 
hriipics.  (rcst,  ])()nr  le  lecteur,  un  singulier  soula^enicnl,  an  moins 
pour  celui  (pii  lient  à  connaître,  non  pas  tant  la  fac^ori  de  parler 
de  Dioplianle,  que  sa  façon  de  penser  et  de  raisonner,  i.a  iKtees- 
sit(3  de  se  familiariser  avec  le  vocabulaire  technicpie  des  anciens 
est  assurément  ce  qui  rebute  le  plus  ceux  qui  ne  peuvent  apporter 
qu'un  temps  limité  aux  études  historiques. 

Ajouterai-je  que  la  lecture  de  Diopliante,  ainsi  rendue  facile, 
est  non  seulement  intéressante,  mais  encore  très  profitable?  Au- 
jourd'hui encore,  on  pourrait  tirer  grand  parti  de  Diophante  pour 
l'enseignement  de  l'Algèbre.  Les  [)roblèmes  du  premier  Livre,  qui 
sont  des  problèmes  déterminés  et  relativement  faciles,  sont  classés 
avec  un  sens  pédagogique  profond  et  c'est  avec  un  art  curieux 
(pie  les  énoncés  se  compliquent  peu  à  peu,  c[ue  les  difficultés 
s'accumulent.  Mais  c'est  assurément  les  cinq  derniers  Livres  arith- 
métiques, les  problèmes  indéterminés,  qui  peuvent  fournir  la 
plus  riche  moisson  aux  étudiants  et  aux  maîtres  :  la  discussion 
du  degré  de  généralité  des  solutions  de  Diophante,  des  modifica- 
tions qu'on  peut  apporter  aux  énoncés,  des  raisons  qui  lui  ont 
fait  apporter  telle  ou  telle  restriction  aux  données,  soulève,  même 
après  Fermât,  des  questions  du  plus  haut  intérêt,  tantôt  d'une 
nature  élémentaire,  parfois  d'une  extrême  difficulté.  Quant  à  ces 
solutions,  c'est  merveille  de  voir  quel  parti  l'auteur  sait  tirer  des 
quelques  identités  qui  sont  à  sa  disposition,  identités  dont  la 
démonstration  est  aujourd'hui  un  jeu,  même  pour  des  commen- 
çants. 

Une  traduction  de  Diophante,  conçue  dans  cet  esprit,  est  un 
véritable  service  rendu  à  la  Science,  et  c'est  à  ce  titre  que  nous 
la  signalons  ici.  Oserai-je  ajouter  qu'il  est  possible  d'aller  encore 
plus  loin  dans  cette  voie?  La  preipière  chose  à  faire,  c'est  sans 
doute  de  publier  des  textes,  et,  si  on  les   traduit,  de  les  traduire 
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(TiiiK^  r.Koii  iiilelli^ihJc;  c'est  ce  qu'a  fait  M.  I^aul  Tannery.  .Mais 
pour  renseigner  ]e  lecteur  moderne,  celui  qui  demande  à  l'érudition 
des  résultats  organisés  où  le  départ  est  fait  entre  ce  qu'il  faut  savoii- 
et  ce  qu'il  est  permis  d'ignorer,  ne  pourrait-on  se  contenter  d'édi- 
tions très  abrégées,  où  les  raisonnements  de  l'auteur  seraient  rem- 
placés par  des  raisonnements  équivalents,  présentés  avec  le  langage 
et  les  notations  modernes,  où  l'on  réunirait  les  questions  qui,  à 
notre  point  de  vue,  ne  sont  pas  réellement  distinctes,  comme  celles 
où  les  données  ne  diffèrent  que  par  quelque  changement  de  signe? 

Ce  Diophante,  réduit,  ne  comportant  que  quelques  pages, 
M.  Paul  Tannery  nous  le  donnera  sans  doute  dans  le  second  Vo- 
lume de  son  édition;  déjà,  d'ailleurs,  il  nous  a  montré  ce  que  l'on 
pouvait  faire  dans  cette  voie  par  les  notes  dont  il  a  accompagné 
quelques-unes  des  observations  de  Fermât,  dans  la  grande  édition 
de  cet  illustre  auteur  qu'on  lui  doit,  ainsi  qu'à  M.  Charles  Henry. 

Il  me  semble  qu'un  travail  de  cette  nature,  fait  pour  l'ensemble 
des  œuvres  mathématiques  importantes  depuis  l'antiquité  jusqu'au 
xviii^  siècle,  contribuerait  singulièrement  à  répandre  la  con- 
naissance de  l'histoire  des  Sciences  mathématiques  et  compléterait 
de  la  façon  la  plus  heureuse  l'admirable  livre  de  M.  Moritz  Gantor. 
Ce  que  l'enseignement  et  la  philosophie  de  la  Science  gagneraient 
à  une  pareille  vulgarisation  est  trop  évident. 

Un  jour  pourra  venir  où  les  richesses  accumulées  par  l'érudition 
seront  changées  en  pièces  d'or,  faciles  à  manier,  propres  à  circuler. 
Ayons,  en  attendant,  quelque  reconnaissance  pour  ceux  des 
érudits  qui  ne  gardent  pas  ces  richesses  pour  eux.  J.   T. 
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coiMPTKs  ki:m)us  i:t  analyses. 

STURM  {D"  U.).  profcssour  à  nrcsiiiii.       Dm  Cmki\iu)i:  khstkn  vsd  zwfîiten 

riIlVDI'S  DKIl  LlMKNT.KOMFCTUin:  I\  SVM  HKTfSClIICU  lÎKIIAXDLUNC.  —  I.  Tilfil  : 
/)rr  lincarc  Con//>/r.v  odcr  das  Slralilcii^civiiulr  uinl  dcr  trlrfir.dralr  Coni- 
plc.v.  —  IL  Tlu'il  :  J)ic  Slra/Ucncoii<^rncnz  erstcr  und  z^vritm  Ordiiiut'^. 
1  voL  iii-8",  XIV-38G  p.  el  xiv-jGG  p.  Leipzig,  Tcubner,  iHyy,- ]«(/;. 

T. 

1.  Les  origines  de  la  Géométrie  de  l'espace  de  poinLs  lonibent 
dans  l'instant  où  l'on  commença  à  étudier  les  propriétés  plastiques 
de  l'étendue.  Les  origines  de  la  Géométrie  de  l'espace  de  plans 
peuvent  se  faire  dater  de  l'exacte  énonciation  du  principe  de 
dualité  dans  l'espace  (*),  car  alors,  et  alors  seulement,  on  aperçut 
qu'il  était  autant  légitime  et  utile  de  prendre  le  })lan  comme  de 
choisir  le  point  comme  élément  primitif  générateur  de  toutes  les 
figures  géométriques.  A  une  époque  bien  plus  rapprochée  de  nous 
appartiennent  les  commencements  de  la  Géométrie  de  la  droite, 
car  on  doit  les  placer  dans  l'instant  où  virent  le  jour  les  dernières 
recherches  mathématiques  de  Plùcker  (-),  quoique  les  racines  des 
concepts  fondamentaux  de  ces  recherches  se  trouvent  dans  les 
idées  extrêmement  générales  que  le  même  savant  avait  fait  connaître 
depuis  longtemps  sur  la  complète  liberté  qu'a  le  géomètre  dans  le 
choix  de  l'élément  générateur  des  figures  et  sur  la  conséquente 
possibilité  de  construire  autant  de  systèmes  de  Géométrie  qu'il  y 
a  de  figures  dans  l'espace  capable  de  jouer  le  rôle  d'éléments  géné- 
rateurs (^). 


(»)  Une  relation  semblable  a  lieu  entre  la  Géométrie  de  la  droite  dans  le  plan 
et  le  principe  de  dualité  dans  le  plan. 

(  '  )  On  a  new  Geometry  of  space  (  PhU.  Transactions  of  tlie  B.  Society  Lon- 
don,  i865  et  1866).  Nene  Géométrie  des  Baumes  gegrilndet  auf  die  Betrachtung 
der  geraden  Linie  als  Baumelement  (Leipzig,  1868-18G9). 

iMalgrc  cela,  même  avant  Plucker,  de  nombreuses  recherches  de  Géométrie  de 
la  droite  avaient  été  faites  par  Cliasles,  IMiibius,  Cayley  et  d'autres;  mais  avec  des 
buts  et  par  des  procédé'-  -différents  :  seulement  après  Plucker  on  aperçut  claire- 
ment les  relations  intimes  qui  les  liaient. 

(')  A  ces  idées  doivent  la  vie  aussi  la  Géométrie  de  la  sphère  et  des  cercles  de 
l'espace. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2"  série,  t.  WU.  (Novembre  189,').)  20 
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i2.  Les  investigations  renfermées  dans  le  Neue  Geometiie  des 
liaumes  sont  faites  à  l'aide  des  coordonnées  cartésiennes  et  des 
coordonnées  homogènes  dont  s'est  servi  M.  Battaglini  dans  Jes  tra- 
vaux sur  le  même  sujet  qui  suivirent  de  près  ceux  de  Pliicker  : 
par  conséquent  la  Géomélrie  de  la  droite,  dans  sa  première  phase 
de  développement,  a  été  essentiellement  «/ia//^/^w<?;  mais  elle  a  été 
bientôt  dépouillée  de  cette  forme  accidentelle  par  les  travaux  d'un 
grand  nombre  d'habiles  géomètres  synthétiques  (*  )  entre  lesquels 
nous  nous  bornons  à  citer  le  plus  connu  en  France,  M.  T.  Reye. 
Former  un  tout  bien  organisé  par  ces  recherches  isolées  en  les  com- 
plétant où  elles  présentaient  des  lacunes  (-),  voilà  le  but  que  s'est 
proposé  et  a  atteint  M.  R.  Sturm  par  l'ouvrage  auquel  est  consacré 
cet  article.  De  ce  nouvel  ouvrage  peut  donc  qui  voudra  acquérir 
aisément  une  idée  complète  de  l'ensemble  de  nos  connaissances 
sur  les  ligures  du  premier  et  du  second  degré  de  la  Géométrie  de 
la  droite  (^),  en  enlevant  toutefois  celles  qui  représentent  le  dé- 
veloppement de  l'idée  de  Klein  exprimée  par  les  mémorables  mots 
suivants  :  «  La  Géométrie  de  la  droite  est  Tétude  d'une  variété  qua- 
dratique à  quatre  dimensions  dans  un  espace  linéaire  à  cinq.  » 
{Math.  Ann.,  t.  V,  p.  261)  ('•). 

L'ouvrage  dont  il  s'agit  appartient  donc  à  la  Géométrie  synthé- 
tique; pas  à  la  Géométrie  synthétique />w/'e  dont  Staudt  a  posé  les 
fondements,  mais  à  ce  procédé  mêlé  dans  lequel  on  n'emploie  pas 
les  coordonnées,  mais  où  l'on  ne  refuse  pas  de  se  servir  de  consi- 
dérations algébriques  lorsqu'elles  mènent  plus  facilement  et  direc- 


(')  Voir  les  riches  données  bibliographiques  répandues  dans  l'Ouvrage  dont 
nous  allons  nous  occuper. 

(^)  Dans  certaines  recherches  de  détail,  M.  Sturm  a  été  aidé  par  ses  disciples  : 
cela  résulte  des  citations  qu'il  fait  des  thèses  pour  le  doctorat  présentées  à  l'Aca- 
démie de  Miinstcr  par  MM.  Eck,  Heinrichs,  Kiipper,  Mcnzel  et  Rasche. 

(^)  L'auteur  fit  une  exception  en  faveur  de  certaines  figures  de  degré  plus  élevé 
qu'on  peut  engendrer  par  des  systèmes  projectifs  de  complexes  linéaires. 

(*)  11  est  certain  qu'il  pourrait  paraître  extrêmement  séduisant  d'exposer  toute 
la  Géométrie  de  la  droite  en  partant  de  cette  idée;  on  peut  même  dire  que  de  la 
sorte  on  pénètre  mieux  dans  la  nature  de  cette  branche  de  la  Géométrie  générale; 
mais  nous  pensons  devoir  nous  tenir  éloigné  d'appréciations  de  ce  genre,  car  nous 
croyons  que  le  rôle  de  la  critique  soit  de  reconnaître  si  un  auteur  a  réellement 
atteint  le  but  quil  lui  a  plu  de  se  proposer;  on  peut  cependant  regretter  que 
M.  Sturm  n'ait  pas  étudié  assez  à  fond  les  travaux  qui  découlent  de  l'idée  de 
Klein  (en  particulier  ceux  de  M.  Segre)  pour  en  tirer  tout  le  profit  possible 
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Icincnl  où  I  t)ii  vculani  vcf,  à  ce  procède';  (|ii'<»iil  cmploN  (';  cïi  mi  aï  Ires 
Cliasles  vu  I'imiicc,  Slciucr  en  Allcniii^nc  cl  (Ircmonii  en  Ihilic  cl, 
;ni(|iicl  iioirc  sciciic<'  doil  un  i;riin(l  nonihrc  Ac  rt'siilliils  (I'iuk;  iin- 
porlancc  lioi's  Iii;nc.  Pai"  C()r)SC([iient  M.  Sliinn,  pur  son  rioiivcjm 
Trailc,  radciiml  d  une  inimièrc  cclalanU;  sa  coiin  iclion  de  ^éo- 
nièlro  orthodoxe,  mais  non  Inlransi^^eanl  ;  s'il  n(;  dédaigne  pas 
l'aide  lout€-piiissanle  de  l'Alj^èbrc,  il  n'oid)lie  pas  d'apprendre 
rciTcctive  conslruclion  de  toute  figure  qu'il  eonsi(lci(,',  de disi iu^ucr 
les  éléuienls  réels  des  imaginaires  et  de  substituer  de  nouvelles 
constructions  ou  démonstrations  à  celles  qui  sont  en  défaut  (si  l'on 
n'emploie  pas  le  principe  méthaphjsique  delà  continuité)  lorsque 
les  données  ne  sont  pas  toutes  réelles. 

3.  Que  la  place  que  nous  avons  donnée  dans  la  littérature 
mathématique  à  l'ouvrage  dont  il  s'agit  lui  appartienne  par  droit 
résulte  de  l'examen  de  ses  premières  44  P^iges,  qui  forment  une 
excellente  introduction  à  tout  cours  de  Géométrie  synthétique 
moderne  destiné  à  des  élèves  connaissant  les  premiers  éléments  de 
la  Géométrie  projective  (^),  car  elles  renferment  les  notions  géné- 
rales sur  les  transformations  géométriques,  les  principes  de  corres- 
])ondance  algébrique  dans  les  formes  géométriques  fondamentales, 
et  autres  sujets  pareils  qui  sont  les  matériaux  dont  est  formée  cette 
partie  de  la  Géométrie  qui  doit  sa  constitution  définitive  à 
M.  H.  Schubert  (^). 


(')  Celte  assertion  peut  apparaître  inexacte,  car  M.  Sturm  emploie  les  formules 
de  PliickcT  et  le  théorème  sur  la  conservation  du  genre  d'une  courbe  algébrique 
plane  par  des  transformations  univoques.  Mais  la  première  formule  de  Plucker 
[ç  =  n{n  —  i) —  2d  —  SA]  peut  se  démontrer  en  peu  de  mots  en  employant  seu- 
lement le  principe  de  correspondance  de  Chasles,  tandis  que  la  formule  donnant 
le  nombre  des  points  d'infiexions  [v  =  3 n { n  —  2)  —  6 d  —  8 /:]  peut  s'établir  d'une 
manière  analogue  par  un  raisonnement  indiqué  par  M.  Bischoff  (Annali  di  Mate- 
matica,  t.  VIJ  :  appliquant  à  ces  deux  relations  la  loi  de  dualité  on  trouve  les 
deux  autres  formules  de  Plucker.  Ensuite  des  propositions  sur  les  surfaces  réglées 
que  M.  Sturm  expose  au  n"  38  de  son  livre,  on  peut  tirer  le  théorème  cité  sur  le 
genre  par  un  procédé  simple  extrêmement  remarquable  dû  à  INI.  Cremona  (  Grund- 
zuge  eincr  ail  g.  Théorie  der  Ober/làchen,  ins  Deutsche  ûhertra^en  von 
M.  Curtze;  Berlin,  1870,  p.  54). 

(')  L'application  fréquente  des  métliodes  de  la  Géométrie  énumèrativc  est  un 
des  traits  les  plus  caractéristiques  et  à  nos  yeux  sympathiques  du  Traité  dont  nous 
nous  occupojis. 
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Ces  notions  reçoivent  tout  de  suite  une  application  importante 
dans  l'étude  et  la  classification  des  surfaces  réglées  du  troisième 
et  du  quatrième  degré,  l^our  ce  qui  se  rapporte  à  la  distinction  en 
deux  espèces  des  surfaces  réglées  cubiques,  elle  est  trop  simple 
pour  que  nous  nous  arrêtions  à  l'établir  :  au  contraire,  nous  croyons 
utile  de  faire  connaître  les  critères  de  classifications  pour  celles 
du  quatrième  ordre,  en  les  appliquant  méthodiquement.  M.  Sturm, 
d'une  façon  nouvelle,  arrive  aux  résultats  que  M.  Gremona  établit 
dans  lin  célèbre  Mémoire  (')  avant  pour  but  de  compléter  nn  tra- 
vail de  Gajlej  (-). 

Une  surface  réglée  de  quatrième  ordre  est  du  genre  i  ou  du 
genre  o.  Sicile  est  du  genre  i,  elle  a  toujours  deux  droites  doubles; 
mais  celles-ci  peuvent  être  différentes  (on  a  alors  une  surface  de 
r'^  espèce)  ou  coïncidentes  (IP  espèce).  Si  elle  est  du  genre  o,  elle 
a  une  courbe  double  du  troisième  ordre  ou  bien  une  droite  triple. 
Dans  le  premier  cas,  la  courbe  double  peut  être  une  vraie  cubique 
gauche  (on  a  alors  en  général  une  surface  de  III*'  espèce  et  dans 
un  cas  particulier  une  de  IV*"),  ou  une  conique  et  une  droite  qui 
la  coupe  (V  et  VP  espèces),  ou  enfin  un  couple  de  droites  gauches 
et  une  troisième  droite  qui  les  coupe  toutes  les  deux  (VIP  etVLIP 
espèces).  Dans  le  deuxième  cas  la  droite  singulière  peut  être  triple 
parce  qu'elle  est  directrice  triple  de  la  surface  (IX^  et  X"  espèces), 
ou  parce  qu'elle  est  en  même  temps  directrice  double  et  généra- 
trice (XP  espèce),  ou  enfin  parce  qu'elle  est  directrice  simple  et 
génératrice  double  (XIP  espèce).  Remarquons  encore  que  les 
espèces  I,  II,  .  .  .,  XII  correspondent  respectivement  aux  surfaces 
II,  12,  1 ,  7,  2,  4,  5,  6,  7,  8,  p,  3,  lo  de  M.  Gremona  et  aux  surfaces 
1,4,  10,8,7,*,  2,5,9,3,*,  6  de  M.  Gaylej  (3). 

4.  Après  avoir  exposé  les  idées  générales  et  les  méthodes  des- 
tinées à  être  régulièrement  appliquées  dans  la  suite,  M.  Sturm 
passe  à  Tétude  des  propriétés  dont  jouit  un  complexe  de  droites 


(  «  )  Sulle superficie  gobbe  di  4°  grado  {Mcmorie  delV  Accademia  diBologna, 
t.  VIII,,  i8G8). 
(»)  Second  Alemoir  on  Skew  sur/aces  otherwise  Scrolls  {Phil.  Transactions, 

,8G4). 
(')  Les  étoiles  marquent  les  lacunes  clans  la  elassiûcation  de  M.  Cayley. 
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(lu  piHîinier  do^i'c  (M,  une  con^ruciicu;  du  premier  ordre  et  de  la 
j)rcinlrre  (dasse,  el  un  syslèiiic  linéaire  de  picrnièrc,  deuxième, 
troisième,  qualriènu^  ou  eiiKjuièmc  cspècf;  (Slu/e)  de  complexes 
du  |)remier  dei;i'(',  en  rcnvoyani,  à  la  dernière  Section  du  Vonic.  I  la 
eonsidéi'alion  du  cornphîxe  du  deuxièiTie  dej^ré  cpii  a  un  tétraèdre 
comme  surface  singulière  (complexe  tétraédial). 

A  proj)os  des  théorèmes  sur  les  systèmes  linéaires  de  complexes 
du  premier  dei;ré,  on  peut  remarf[uer  que  les  plus  importants 
entre  eu\  ne  sont  pas  différents  de  ceux  (jui  ont  lieu  [)our  les  sys- 
tèmes linéaires  (|uelcon([ues  et  |)euvent  se  démontrer  en  général 
par  quelques  lignes  d'Algèbre;  mais  M.  Sturm  les  établit  par  des 
raisonnements  qui  sont,  à  vrai  dire,  plus  longs  cl  difficiles,  mais 
ont  l'avantage  de  mettre  en  évidence  les  propriétés  particulières 
du  système  qui  dépendent  de  la  nature  de  ses  éléments  et 
d'apprendre  la  construction  des  différenls  éléments  de  ce  système 
lorsqu'on  le  suppose  défini  par  des  données  suffisantes. 

Il  ne  nous  est  pas  possible  d'énoncer  les  différentes  proposi- 
tionsdont  s'occupe  l'auteur  sanssortir  des  limites  d'unerevuebiblio- 
graphique.  Qu'il  nous  suffise  de  remarquer  que  le  complexe  du 
premier  degré  est  étudié  soit  directement,  soit  comme  figure  déter- 
minée par  une  corrélation  nulle  dans  l'espace  ou  par  une  cubique 
gauche  et  qu'on  fait  connaître  sa  présence  dans  la  réduction  des 
systèmes  de  forces  dans  l'espace  et  dans  l'étude  des  mouvements 
infiniment  petits  d'un  corps  solide  (-)  ;  pareillement  la  congruence 
linéaire  est  étudiée  soit  comme  l'ensemble  de  oo^  droites  dont  tout 
plan  et  toute  gerbe  renfermentun  élément,  soit  comme  intersection 
de  deux  complexes  linéaires  ('^).  Ajoutons  que,  quoique  les  propo- 


(')  Avant  ^lobius,  Chaslcs  et  Staudt,  le  complexe  linéaire  avait  été  découvert 
par  G.  Giorgini.  Voir  mon  article  Intorno  a  la  vita  e  le  opère  di  Gaetano  Gior- 
gini  {Giornale  di  Matematiche,  i8fj3). 

(=)  On  pourrait  ajouter  son  apparition  dans  la  Statique  graphique  {Théorie 
des  figures  réciproques,  de  M.  Cremona) 

(')  Parmi  les  problèmes  résolus  par  l'auteur  on  trouve  la  détermination  du 
nombre  des  congruences  du  premier  degré  qui  passent  par  a  (  =  o,  i,  2,  3,  4) 
droites  données  et  ont  une  droite  dans  chacun  de  8  —  2ct  faisceaux  de  rayons 
donnés.  La  solution  qu'il  propose  est  partiellement  directe,  mais  est  en  partie 
fondée  sur  des  résultats  dus  à  M.  Schubert.  M.  Martinetti  a  remarqué  {Rivista 
di  Matematica,  t.  II,  1893,  p.  108)  qu'on  pouvait  le  résoudre  par  un  même  arti- 
(ice  tout  à  fait  (''iémcntairc  dans  tous  les  cas. 
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sitions  démonlrécs  appartiennent  pour  la  plus  grande  partie  à  la 
Géométrie  projective,  l'auteur  ne  passe  pas  sous  silence  celles  qui  se 
rapportent  à  la  Géométrie  de  mesure  (^),  ni  les  généralisations 
que  ces  propositions  ont  reçues  lorsqu'on  apprit  comment  on  pou- 
vait ôter  l'ancienne  division  des  propriétés  des  figures  géométriques 
en  descriptives  et  métriques, 

5.  La  théorie  des  correspondances  algébriques  et  des  représen- 
tations joue  un  rôle  très  important  dans  la  théorie  des  complexes 


(' )  Je  cite  par  exemple  la  définilion  et  l'élude  de  la  surface  podaire  d'un 
point  O  par  rapport  à  une  congruence  du  premier  degrés  c'est-à-dire  le  lieu 
des  pieds  des  normales  tirés  de  0  sur  les  différents  rayons  de  la  congruence.  A 
une  surface  £l  analogue  donne  lieu  une  congruence  d'ordre  m  classe  n  quel- 
conques :  les  propriétés  les  plus  remarquables  de  £2  peuvent  s'établir  comme  il  suit. 

Soit  /•  une  droite  arbitraire  de  l'espace  ;  si  à  chaque  point  P  de  ;■  on  fait  corres- 
pondre une,  F',  des  intersections  de  /■  avec  les  plans  menés  par  0  perpendiculai- 
rement aux  droites  de  la  congruence  qui  sortent  du  point  P,  on  arrive  à  une  cor- 
respondance algébrique  (//i,  ni  H-  n)  dont  les  points  unis  sont  les  intersections  de 
la  droite  r  avec  la  surface  Q..  Par  conséquent  :  la  podaire  Q.  est  de  l'ordre 
ini  +  n.  0  est  évidemment  un  point  m  —  tiple  de  Q..  Ensuite  si  un  plan  a  ren- 
ferme une  courbe  T  enveloppée  par  des  droites  de  la  congruence  donnée,  Q.  pas- 
sera par  la  courbe  podaire  par  rapport  à  T  du  pied  de  la  perpendiculaire  tirée  de 
O  à  a. 

Q.  passe  aussi  par  un  certain  nombre  de  droites  de  la  congruence.  Pour  trouver 
ces  droites  remarquons  que  le  pied  P  de  la  perpendiculaire  tirée  ào.  0  k  g  est 
l'intersection  de  ^  avec  la  droite  qui  passe  par  P  et  coupe  g  ^t  la  polaire  g'  de  ^ 
par  rapport  au  cercle  imaginaire  à  l'infini  C.  Or,  afin  que  comme  point  P  on  puisse 
prendre  chaque  point  de  g,  il  est  nécessaire  :  i°  que  g  et  g'  coïncident;  2"  que 
g  ait  une  droite  polaire  indéterminée;  3°  que  g  et  g'  se  trouvent  dans  un  plan 
passant  par  O.  Le  premier  cas  généralement  n'a  pas  lieu,  mais  le  deuxième  se 
présente  pour  chaque  droite  de  la  congruence  placée  dans  le  plan  à  l'infini  :  donc 
i2  passe  par  les  n  droites  à  Vinjini  de  la  congruence.  Pour  examiner  combien 
de  fois  on  se  trouve  dans  le  troisième  cas  il  faut  déterminer  le  nombre  des  plans 
qui  passent  par  O,  par  une  droite  g  et  par  une  tangente  du  cercle  C  qui  soit  la 
polaire  g'  de  g.  Or  parmi  les  plans  dont  chacun  renferme  une  tangente  du  cercle 
C  et  une  droite  de  la  congruence  passant  par  le  point  de  contact,  il  y  en  a.  ini 
qui  passent  par  un  point  arbitraire  des  plans  à  l'infini;  par  conséquent  ils  enve- 
loppent une  surface  développable  de  la  classe  2  m;  ces  "ini  plans  qui  passent  par 
0  donnent  un  égal  nombre  de  droites  de  il  appuyées  au  cercle  C.  Donc  Q.  passe 
par  im  droites  qui  rencontrent  le  cercle  imaginaire  à  l'infini. 

Soient  enfin  un  point  arbitraire  du  cercle  C,  g  une  de  ces  droites  qui  passent 
par  A;  la  droite  g'  polaire  de  g  par  rapport  au  cercle  C  est  la  droite  tangente  à 
C  en  A  :  A  est  pourtant  un  point  m  —  tiple  de  la  podaire.  Par  conséquent  :  il  a 
comme  ligne  m  —  tiple  le  cercle  imaginaire  à  l'infini. 
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ol  (les  con^riKMiccs  linéaires,  cl  cola  (l<;  (l<;ii\  inamcrcs  dillcrcnlcs 
(jiril  csl  bon  (le  sij^rialcr. 

I.  licpri'scntdl ion  des  /i <^ur('s  ('onsulrrrcs  sur  (V autres  jl^^ures 
L^î'ométriquen  connues.  —  On  a,  [)ar  exemple,  la  rcprcscnlalion 
(riinc  conj^rucncc  du  premier  dej^rc  sur  les  poinls  d'un  plan  ou 
d'une  surface  du  (l(;u\iènic  ordre;  celle  d'un  compicîxc  linéaire  sur 
les  poinls  de  l'espace;  celle  des  oo'*  droites  de  l'espace  sur  les  ce* 
surfaces  du  deuxième  ordre  qui  passent  [)ar  une  conique  fixe 
(c'est  au  fond  la  célèbre  correspondance  découverte  par  M.  Lie 
entre  la  Géométrie  de  la  droite  et  la  Géométrie  de  la  sphère),  re- 
présentation qui  peut  devenir  uniforme  lorsque  la  conique  fonda 
mentale  se  résout  en  deux  droites.  Cette  dernière  représentation 
mène  à  celle  de  l'espace  réglé  ordinaire  sur  un  bypcrespacc  à 
quatre  dimensions  ('),  qui  ne  comprend  pas  celle  (découverte  par 
M.  Gremona  et  étudiée  par  M.  Sturm  d'après  la  méthode  de  M.  As- 
chieri)  des  droites  de  l'espace  sur  les  ce'*  coniques  du  plan  qui  sont 
circonscrites  à  des  triangles  circonscrits  aune  conique  fixe.  L'au- 
teur applique  ces  correspondances  à  la  démonstration  des  principes 
decorrespondancedans  lescongruencesetles  complexes  du  premier 
degré. 

IL  Correspondances  uniformes  entre  deux  analogues  des  fi- 
gures considérées,  en  particulier  de  celles  qui  en  transforment 
une  en  elle-même.  —  On  est  amené  de  la  sorte  à  déterminer  les 
homographies  et  les  corrélations  (générales  ou  spéciales)  qui 
transforment  en  eux-mêmes  les  congruences  et  les  complexes  du 
premier  degré  et  à  indiquer  les  analogies  et  les  différences  qu'il  v 
a  entre  elles  et  celles  qui  transforment  en  elles-mêmes  une  surface 
du  deuxième  ordre  ou  une  cubique  gauche. 


(  '  )  Comp.  Chizzoni,  Sulla  corrispondenza  univoca  fra  le  rette  di  uiio  spazio 
ordinario  e  i  punti  di  uno  spazio  lineare  a  quattro  dimensioni  {Atti  dell'Acca- 
demia  Gisenia  di  Catania,  t.  XX3);  Asciiieri,  S ulle  cut^va  normale  di  uno  spa- 
zio a  quattre  dimensioni  {Mem.  dell'  Accademia  dei  Lincei,  l\\);  G.  Loria,. 
Di  due  rappresentazioni  univoche  dello  spazio  vigato  su  una  forma  fonda- 
mentale di  4"  specie  {Giornale  di  Matematiche .,  t.  XXVII);  Pieri,  Sulla  cor- 
respondenza  algebrica  fra  due  spazi  rigati  {Giornale  di  MatematicJie, 
t.  XXVIII). 

Il  n'est  pas  inutile  de  fixer  l'attention  des  lecteurs  sur  l'adoption  par  un  géo- 
mètre de  l'école  de  Stciner  de  considérations  f[ui  se  rapportent  à  la  Géométrie  des 
espaces  supérieurs. 


'?.6.\ 
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0.  Deux  autres  Sections  de  la  Géométrie  générale  ont  dans  le 
Livre  de  M.  Sturm  de  fréquentes  applications  et  de  remarquables 
développements  :  ce  sont  la  théorie  des  caractéristiques,  à  l'aide 
delaquellel'auteurétudie  complètementles systèmes (cc='  oucc'')  de 
surfaces  du  deuxième  degré  dont  les  génératrices  d'un  système  ap- 
partiennent à  une  congruence  ou  à  nn  complexe  du  premier  degré, 
et  le  calcul  par  symboles  de  transformations  géométriques,  par 
lequel  l'auteur  étudie  les  groupes  de  2-,  2^,  1''  et  2^  transforma- 
tions projectives  (une  moitié  homographies,  une  moitié  corréla- 
tions) déterminées  respectivement  par  2,  3,  /\  ou  6  complexes 
linéaires  par  couples  en  involution  et  donne  de  la  sorte  une  illus- 
tration extrêmement  élégante  et  instructive  de  la  théorie  des 
groupes  finis  de  transformations. 

7.  Par  des  règles  et  des  méthodes  analogues  procède  l'auteur 
dans  son  exposition  des  propriétés  d'un  complexe  létraédral.  Il  le 
définit  d'abord  comme  la  totalité  des  droites  qui  coupent  les  faces 
d'un  tétraèdre  en  quatre  points  ou  projettent  ces  sommets  par 
quatre  plans  formant  un  rapport  anharmonique  donné;  mais  il  en 
démontre  six  autres  propriétés  qui  peuvent  également  servir  à  le 
caractériser  complètement.  Il  prouve  que  ces  droites  peuvent  se 
répartir  sur  deux  systèmes  de  oc'  surfaces  du  deuxième  ordre  in- 
scrites ou  circonscrites  par  rapport  au  tétraèdre  fondamental,  et  dé- 
termine les  caractéristiques  de  ces  deux  systèmes.  Il  fait  connaître 
l'apparition  d'un  complexe  de  ladite  espèce  dans  la  corrélation 
entre  deux  espaces,  dans  un  système  particulier  de  cubiques 
gauches,  dans  la  théorie  des  surfaces  du  deuxième  ordre  homofo- 
cales  (système  des  axes  de  ces  quadriques,  d'après  la  dénomina- 
tion de  M.  Rêve)  et  en  dernier  lieu  comme  ensemble  des  droites 
également  éloignées  de  deux  points  donnés  (*),  et  décrit  les 
formes  particulières  dans  lesquelles  il  peut  se  présenter  (-).  En- 


(')  Le  complexe  tétraédral  apparaît  aussi  dans  la  théorie  des  courbes  gauches 
du  quatrième  ordre  et  de  première  espèce,  car  les  tangentes  d'une  courbe  de  cette 
espèce  appartiennent  à  un  complexe  du  deuxième  ordre  dont  la  surface  singulière 
est  formée  par  le  tétraèdre  ayant  pour  sommets  les  centres  des  quatre  sommets 
des  cônes  qui  passent  par  la  courbe. 

(^)  Voir  mon  ancien  Mémoire  Suite  corrispondcnzc  projcttive  fra  due  jnani 
e  fra  due  spazii  {Giornate  di  Materna tiche,  l'^S'î). 

Un-c  de  ces  foi-mcs  s'obtient  en  conduisant  de  chaque  point  de  lespacc   hi  pcr- 
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lin,  à  1  oludc  dr  lii  rcpiM-scMilal  lun  du  complexe  sur  les  poinLs  de 
l'espace,  il  (ail  suivie  la  déterniitialion  des  liomoj^rapliics,  des  po- 
iarllés,  des  eorrélal  ions  nulles  et  d(!S  coiTelalions  géncîrales  (jui 
Iransforinent  eu  lui-inènie  un  complexe  lélra('(ljal  (juelconquc. 


11. 

8.  Enli'e  le  second  et  le  premier  Tome  de  l'Oiivraj^^e  dorrL  nous 
nous  occupons  11  y  a  une  grande  difTérence.  Tandis  que  le  premier 
pouvait  se  caractériser  comme  une  systématisation,  au])ointde  vue 
de  la  Géométrie  synthétique,  des  résultats  découlant  directement 
ou  indirectement  des  recherches  de  Pliicker,  le  deuxième  est  des- 
tiné au  développement  des  mémorables  recherches  de  Kummcr  (  '  )  ; 
tandis  que  dans  le  premier  Fauteur  a  voulu  faire  un  Ouvrage  didac- 
tique et  de  coordination,  dans  le  second  il  se  proposa  et  parvint 
à  accroître  nos  connaissances  géométriques  (-)  :  on  trouve  en  tout 
cela  les  raisons  pour  lesquelles  l'auteur  dans  le  Tome  second  s'a- 
dresse à  des  lecteurs  qui  ont  puisé  dans  les  sources  originales  mêmes 
les  connaissances  de  haute  Géométrie  sur  lesquelles  il  s'appuie  et 
aussi  les  raisons  pour  lesquelles  notre  compte  rendu  sur  le  deuxième 
Tome  sera  bien  plus  étendu  et  détaillé  que  celui  sur  le  premier. 

9.  On  sait  que  Kummer  a  déterminé  chaque  congrucnce  algé- 
brique par  deux  nombres  :  ïord/e^  c'est-à-dire  le  nombre  m  des 
droites  de  la  congrucnce  qui  passent  par  un  point  quelconque  de 


pendiculaire  au  plan  qui  lui  correspond  par  rapport  à  un  complexe  linéaire.  Plus 
géncralcment  soit  donné  un  système  nul  (a,  p,  y),  c'est-à-dire  une  correspondance 
telle  qu'à  chaque  poiut  P  correspondent  a  plans  —  passant  par  P,  à  chaque  plan  t: 
correspondent  ^  points  de  t:  et  sur  chaque  droite  d  il  y  ait  y  points  auxquels  cor- 
respondent des  plans  d.  Alors  (même  si  l'on  suppose  l'espace  non  euclidien)  en 
conduisant  de  chaque  point  I^  les  perpendiculaires  aux  plans  correspondants  on 
arrive  à  un  complexe  du  degré  a -t-  Jî  +  y. 

(')  Voi?'  le  célèbre  Mémoire  Ueber  algebraische  Strahlensysteme,  etc.  (Ber- 
li/ier  Abliandlungen,  i866). 

(-)  Un  certain  nombre  des  résultats  de  M.  Sturm  avaient  été  publiés  par  de 
courtes  Notes;  on  les  trouve  à  présent  complétés  à  l'aide  des  résultats  établis  par 
M.  R.  Schumacher  {Unteisucliungcn  Liber  das  Strahlensysteni  3.  Ordnung 
and  2"  Klasse,  Dissertation  von  Munchcn,  uSS5  ;  Math.  Annalen,  l.  WWIl. 
p.  100  et  suivantes). 
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l'espace  (*),  la  classe,  c'est-à-dire  Je  nombre  n  des  droites  de  ia 
congrucnce  qui  se  trouvent  dans  un  plan  (jiielconqiie  de  l'es- 
pace (-).  Or  le  développement  ultérieur  de  la  théorie  des  con- 
gruences  montre  la  nécessité  d'introduire  un  troisième  nombre  (^)^ 
le  rang  de  la  congrucnce  :  c'est  le  nombre  /'  de  couples  de  droites 
qui  déterminent  des  faisceaux  de  rayons  auxquels  appartient  une 
droite  arbitraire  de  l'espace,  r  est  nul  si  m  =^  i  ou  /z  =  i ,  et  aussi 
lorsque  la  congrucnce  a{)parlient  à  un  complexe  linéaire;  si  au 
contraire  elle  est  l'intersection  de  deux  complexes  des  ordres  A'  et 

k'  on  a 

/'  =  A7c'(/c  — i)(A'— I). 

On  sait  aussi  que  toute  droite  g  d'une  congrucnce  est  coupée 
par  deux  autres  infiniment  proches  g'  et  g^.  Les  points  gg'  ^  F' 
et  ggi  ^  Fi  sont  les  foyers  du  rayon  g.  tandis  que  les  plans 
gg'  ^  cp'  et  ggi  ^  C5,  sont  ses  plans  focaux.  Lesco^  foyers  forment 
une  surface  ^(F),  tandis  que  lesoc-  plans  focaux  enveloppent  une 
autre  surface  ^{^)  :  or,  d'après  M.  Pasch,  ces  deux  surfaces  coïn- 
cident en  général  [voir  les  numéros  suivants)  dans  la  surface 
focale  de  la  congrucnce;  alors  toutes  les  droites  de  la  congrucnce 
(mais  non  seulement  ces  droites)  sont  des  bitangentes  à  cette  sur- 
face, dont  l'ordre  ni^  et  la  classe  /?t  sont  données  par  les  équa- 
tions 

mj  =z  iji[m  —  i)  —  iî\         rii  —  '2ni{n  —  i)  —  ir\ 

il  y  a  oc'  droites  de  la  congruence  dont  les  foyers  coïncident,  elles 
forment  une  surface  réglée  du  degré  ^{mn  —  /•)  —  i[m  -\-  n); 
une  surface  analogue  et  du  même  degré  jouit  de  la  propriété  corré- 
lative. 

10.  Kummer  a  cru  à  l'existence  de  congruences  sans  surfaces 
focales,  douées  par  compensation  de  courbes  focales;  mais  des 


(')  Si  par  un  point  S  de  l'espace  passent  plus  que  m  rayons  d'une  congruence 
d'ordre  m,  il  en  passe  un  nombre  infini  qui  forment  en  général  un  cône  d'un  cer- 
tain ordre  h.  S  est  alors  un  point  singulier  de  l'ordre  h.  Il  peut  même  arriver 
que  par  S  passent  un  certain  nombre  t  de  rayons  de  la  congrucnce  qui  n'appar- 
tient pas  au  cône  de  rayons  relatifs  à  ce  point  singulier. 

{-)  Remarques  corrélatives  à  celles  de  la  Note  précédente. 

(')  Coniparez  ce  fait  avec  ce  qui  s'est  présenté  dans  la  lliéoric  des  courbes 
gauches  algébriques. 
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irni;»r(jii('s  (juc  lail  iM.  Sluiiii  il  dccoulc  (jiu;  iouic.  cnngi'uence  al- 
i^i'briquc  a  au  moins  c ne  des  sm'fdccs  ^l*(l'')  <'l  ^\^{'z>)^  mais  qu'il 
y  (Il  il  (l(î  spéciales  (jui  oui  de  ces  couihcs  r|U('  Kimiincr  ap[)clait 
focdli's,  mais  (m'il  vatil  ihkmix  ap[)clcr,  va\  siiivaiil  noire  auteur, 
coui'bcs  sillon lii'ics.  Aliii  d'éclaircir  C(;  poiiil  imporlanl,  nous  al- 
lons donner  un  couri  résumé  des  observations  faites  à  ee  sujet  par 
iNl.  Sturm. 

a .  Dans  la  congruence  formée  par  les  cordes  d'une  courlje  K  de 
Tordre />,  la  surface  ^{^)  est  formée  des  ce-  j)lansqui  louclienlK, 
considérés/?  —  2  fois,  tandis  que  la  surface  *I*(l'  )  est  la  dévelop- 
pable  bi tangente  à  R. 

b.  Dans  la  congruence  formée  par  les  droites  qui  coupent  dans 
le  même  temps  deux  courbes  11  et  R,  des  ordres />  et/?i,  la  surface 
<I>(F)  est  la  surface  développable  circonscrite  à  R  et  Rj  et  la  <I>(o) 
se  compose  des  plans  tangents  à  R<  pris/?  fois  et  plans  tangents  à 
R  pris/?i  fois.  Mais  la  surface  *I^(F)  disparaît  lorsque  R,  est  une 
droite  et  R  une  courbe  d'ordre  p  qui  le  coupe  en  p  —  i  points. 

c.  Enfin  dans  la  congruence  formée  des  droites  qui  touchent 
une  surface  S  de  Tordre  p  et  du  rang  p  et  qui  coupent  une  courbe 
R,  de  Tordre/?,,  la  surface  ^I^(F)  est  la  surface  G  prise  /?,  fois  et 
la  développable  circonscrite  à  G  et  R,  ;  au  contraire  la  surface 
0(c2)  se  compose  de  G  prise/?,  fois,  des  plans  tangents  à  R,  pris 
0  fois  et  des/?/?,  gerbes  de  rayons  dont  les  centres  sont  dans  les 
intersections  de  la  surface  G  avec  la  courbe  R,. 

11.  Après  avoir  exposé  ces  remarques  générales  sur  les  con- 
gruences  d'ordres  et  classes  quelconques,  l'auteur  fixe  son  attention 
sur  celles  d'ordre  i  et,  par  conséquent,  du  rang  o.  Entre  ces  con- 
gruences  il  y  en  a  une  dont  la  classe  est  o,  c'est  la  gerbe  de  rayons. 
Les  autres  se  répartissent  en  deux  catégories,  dont  l'une  embrasse 
les  congruences  dont  les  rayons  ont  en  général  des  foyers  distincts, 
tandis  que  l'autre,  dont  l'existence  a  échappé  à  Kummer,  em- 
brasse deux  congruences  dont  chaque  rayon  a  deux  foyers  confon- 
dus. La  première  catégorie  a  deux  espèces,  tandis  que  la  seconde 
en  a  une  seulement  ;  on  a  de  la  sorte  la  classification  suivante  des 
congruences  du  premier  ordre  : 


2C8  PREMIÈRE   PARTIE. 

[.  Lieu  des  cordes  d'une  cubique  gauche  (classe  n  ^^  3).  II.  Lieu 
des  droites  qui  coupent  une  courbe  d'ordre  n  et  une  droite  ren- 
contrant la  courbe  en  n  —  i  points  (classe  n  quelconque).  III. 
Lieu  des  oc'  faisceaux  de  rayons  qu'on  obtient  en  établissant  une 
correspondance  (i,  n)  entre  les  points  d'une  droite  et  les  plans  par 
cette  droite,  et  en  considérant  chaque  couple  d'éléments  corres- 
pondantscommecentre  et  plan  d'un  de  ces  faisceaux  (classe  n  quel- 
conque (  '  ). 

Dans  toutes  ces  congruences  la  surface  <Ï^(F)  disparait,  tandis 
que  ^l^('f)  existe  et  est  formée  comme  il  suit  : 

I.  Des  plans  tangents  de  la  cubique  gauche.  II.  Des  plans  tan- 
gents de  la  courbe  de  l'ordre  n.  IIl.  De  in{n  —  i  )  gerbes  de  plans. 

Une  congruence  de  premier  ordre  et  de  classe  n  détermine  sur 
deux  plans  quelconques  de  l'espace  une  correspondance  uniforme 
en  général  des  degrés  /?  -f-  i  ;  dans  les  trois  considérées  elle  est  une 
transformation  crémonienne  du  quatrième  ordre^  une  trans- 
formation isographique  (-),  ou  une  transformation  de  M.  de 
Jonquières  où  n  des  in  points  fondamentaux  simples  sont  à  une 
distance  infiniment  petite  du  point  fondamental  n  —  tiple. 

12.  L'étude  des  congruences  algébriques  du  deuxième  ordre 
suit  naturellement  celle  des  congruences  du  premier  ordre  ;  elle  est 
faite  par  M.  Sturm  dans  la  suite  de  son  Livre,  où  il  se  propose  avant 
toutde  démontrer  géométriquement  laplus importante  proposition 
de  Kummer.  Il  emploieà  cet  effet  certaines  courbes etsurfaces  cova- 
riantes,  qui  lui  ont  été  utiles  aussi  lorsqu'il  s'occupait  auparavant 
des  congruences  du  premier  ordre,  et  qui  par  rapport  à  une  con- 
gruence algébrique  (/??,  /?,  ;)  quelconque  sont  définies  comme  il 
suit  : 

[.  Surface  réglée  (/)  du  degré  m  -\-  n  lieu  des  droites  de  la  con- 
gruence qui  coupent  une  droite  fixe  arbitraire   /de  l'espace.  — 

IL  Développable  /  de  classe  — -~ h  /■  enveloppée  par  les  j^jlans 

(')  Les  congruences  de  la  troisiènnc  espèce  pourraient  vraiment  se  considérer 
comme  un  cas  limite  de  celle  de  la  deuxième,  mais  il  vaut  mieux  les  considérer 
séparément. 

(-)  Voir  les  articles  de  M.  de  Joxquikres  dans  les  Nous:.  Annales  de  Matlie- 
mrffirjues,  t.  III,  iSG',,  p.  ,)-,  et  Giornalc  di  Matematiche,  t.  XMIL  p.  '(S. 
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(lél(!rmln('s  chiu'iiii  par  dciiv  droilcs  de  la  conf^riiciicc  (jiii  parlent 
(I  un  poliil  (le  la  droilc  arhilrairc  de  rcs|)aco  /.  —  III.  dourlx'  |/[  dc 

I  ordre \- r  lieu  des  poinis  (lel(;riiiities  ehaciin  par  <\oai\ 

drt)il(îs  de  la  eonj;riienee  <|iii  se  Irouveiil  dans  un  plan  passant  par 
la  droite  arhiliaire   de  Tcspaec   /.  —   IV'.  Surface  (P)  dc  l'ordic 

1)1  (m  —  I  )  , .         ,  .  ,  II'  Il 

— ^ +  /•  heu  (\c<  points  ou  se  coupent  les  droites  de  la  con- 

a  '  * 

i^ruence  placées  dans  les  pians  qui  passent  par  le  point  arhiliaiic 

dc  l'espace  P.  —  V.  Surface  (s)  de  Tordre  - — -^ H-  /'  enveloppée 

par  les  plans  déterminés  par  les  droites  de  la  congrucnce  qui  pas- 
sent par  les  points  d'un  plan  arbitraire  de  Tcspacc  z. 

13.  La  détermination  des  propriétés  dont  jouissent  ces  figures, 
dc  leurs  relations  mutuelles  et  des  modifications  dont  elles  sont  as- 
sujetties lorsque  la  droite  /,  le  point  P  et  le  plan  s  prennent  des 
positions  particulières,  mène  l'auteur  à  établir  un  grand  nombre 
de  théorèmes  qui  se  rapportent  aux  con.gruences  (2,  n)  sans  lignes 
singulières,  dont  il  s'occupe  d'abord  exclusivement.  Une  con- 
gruence  de  telle  espèce  est  du  rang  /'=:/i  —  2,  elle  a  par  conséquent 
une  surface  focale  d'ordre  de  quatrième  classe  in  (Schumacher)  : 
cette  surface  a  pour  point  double  chaque  point  singulier  de  la  con- 
gruence,  tandis  que,  si  ce  point  est  de  l'ordre  h  pourla  congruence, 
il  est  (A — i)  —  pie  pour  la  surface  (P)  de  tout  point  P  de 
l'espace  ;  l'on  a  toujours  t^=o^  hSQ^h^n  —  i .  Si  l'on  appelle  a>i  le 
nombre  des  points  singuliers  du  degré  A,  on  a  encore  les  impor- 
tantes relations  suivantes  : 

(I)  V  y^iJi    r=  4  (/i  -^  -j.)  (Masoni) 

h 

(II)  \    c/./Ji-  =  xn{  n  ^  7.) 

h 

(III )  V  a/i h^  =  (n  —i){n  -h2 /^ 


(  K  II  miner). 


rr       .                                      1       I  '         '                    •  1  '    '             (  n  —  ■?.)(  n  ~  3) 
ioute    congruence    de    1  espèce    considérée    a 

rayons  doubles  ordinaires  (Rummer);  par  chacun  de  ses  poinis 

,.         ,      ,        ,  ,   ..                   ( h  —  i)(/i  —  ■?.)     p    ,   -,    ,  ... 

singuliers  du  degrc  fi  il  en  passe ,  cl  ou  il  s  ensuit  la 
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ralionnaliU;  (le  lous  les  cùncs  de  rayons^  si  A  :=  i  ,  le  cône  corres- 
pondant passe  par  5  autres  points  singuliers;  si  Ji  ==  ?.,  il  passe  par 
8  autres  (<)  :  sur  chaque  rayon  double  il  j  a  deux  ])oints  singu- 
liers dont  les  ordres  donnent  pour  sommes  ji-\-i.  On   a  encore 

Par  ces  propositions  et  d'autres  que  nous  laissons  pour  ne  pas 
allonger  trop  ce  compte  rendu,  l'auteur  parvient  à  démontrer  par 
des  raisonnements  différents  de  ceux  de  Kummer,  l'existence  de 
sept  congruences  du  deuxième  ordre,  dont  deux  sont  de  sixième 
classe,  tandis  que  les  autres  sont  des  classes  2,  3,4,  5,  7-  En 
tenant  compte  des  nombres  des  ordres  des  différents  points  sin- 
guliers dans  chaque  cas  (-),  on  trouve  qu'on  a  toujours 


(IV)  ^a,  =  .8 


/', 


relation  qui  prouve  que  la  surface  focale  a  comme  points  doubles 
les  seuls  points  singuliers  de  la  congruence. 

Pour  trouver  enfin  la  manière  dans  laquelle  les  points  singuliers 
sont  répartis  sur  les  cônes  de  rayons,  l'auteur  prouve  quelques 
nouvelles  relations  qu'il  est  important  de  signaler  aux  lecteurs  du 
Bulletin.  Si  l'on  désigne  par  cd^^  le  nombre  des  points  singuliers 
de  degré  Ji  placés  sur  un  cône  singulier  d'ordre  i  (y  compris  le 
sommet  lorsque  ïi  est  égal  à  ;),  on  a 


i: 


h  a'jl  ^  =  '111 


(VI) 


h 


h  aj,;^  '  =  5  /i  +  I . 


/r- —  ■>.  I  u  H-  ^() 


(')  Ces  G  points  appartiennent  à  une  même  conique  et  ces.  9  points  à  une 
même  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  ayant  un  point  double  dans  le  sommet 
du  cône. 

(^)   Voir  le  Tableau  au  n"  "20  de  col  article. 


el 
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lii  II  —  \)  ii{  n  —  \) 


1 


(MI  » 


•À 

h 

> a',2 ^  —  ii{  n  —  \) 

/i 


—  1, 


V 


li(li  —\) 


a("-n^„2_4 


de  CCS  relations  ou  lire  de  remarquables  corollaires  qui  permeLLenl 
la  formation  d'un  Tableau  d'où  l'on  apprend  quels  sont  les  points 
singuliers  d'une  des  congriiences  précédentes  (pii  se  trouvent  sur 
chaque  cône  de  rayons. 

li.  La  surface  focale  <E>  d'une  congrucnce  (2,/i),  sans  lignes  sin- 
gulières, mais  douée  de  N  points  singuliers,  est  du  rang  12; 
ses  plans  stationnaires  forment  une  développable  de  la  classe 
6(16  —  N)  et  ses  plans  bitangents  une  développable  de  la  classe 
2(16  —  N)(i5 — N).  Si  la  surface  fp  a  N'  plans  tangents  doubles, 
ses  droites  bitangentes  forment  une  congrucnce  (12,28  —  JN')  qui 
comprend  la  congrucnce  d'où  l'on  est  parti;  il  s'ensuit  que,  sans 
compter  cette  congrucnce,  on  a  pour  les  congruences 

(2,2),    (2,3),    (2,4),    (2,5),     (2,6)1(1),    (2,6),,,    (2,7) 

une  congrucnce  résiduelle  respectivement 

(10,10),     (10, i5),     (10,18),     (10,20),     (10,21),     (10,22),     (10,21), 

Afin  d'établir  quelques  propriétés  de  cette  congrucnce  rési- 
duelle, l'auteur  considère  les  systèmes  de  génératrices  d'une  qua- 
drique  qui  font  partie  d'une  des  congruences  données.  Les  carac- 
téristiques d'une  des  séries  formées  par  ces  quadriques  se  trouvent 
aisément;  on  en  tire  de  nouvelles  relations  de  position  entre  les 
points  singuliers,  qui  mènent  à  conclure  que  par  les  congruences 
(2,  2),  (  2,  3),  (2,4)  (2,  5),  (2,  6)11  passe  un  certain  nombre  de  com- 
plexes tétraédraux,  et  que  les  cc'^  congruences  (2,2)  et  les  oc'*-* 

(')  La  congrucnce  (^,^>)l  ''*'  ^fi"'iii  est  la  (•',*>)n  ''*'  l^ninmcr  et  i^icc  versa. 
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congrucnces  (-^,3)  peuvent  s'engendrer  à  Talrlc  de  Irols  faiseeaux 
projeclifs  de  rayons.  Ajoutons  que  sur  chaf[uc  quadrique  /,  il  y 
a,  en  dehors  du  système  o,  un  autre  système  analogue  p'  :  le  lieu 
de  ces  nouveaux  systèmes  p'  est  une  congrucncc  {'À,n)  de  la  même 
espèce  de  celle  d'où  l'on  est  parti;  on  parvient  de  la  sorte  à 


3,       2,       2, 


congrucnces 


(2,3),       (2,4),       (2,5),       (2,0),,,       (2,G)i,       (2,7) 

ayant  la  même  surface  focale  de  la  congruence  du  même  nom  qui 
sert  comme  point  de  départ. 

D'une  manière  semblable  les  congrnences 


(2,2),       (2,3),       (2,4),       (2,5),       (2,0)1,       (2,7) 


renferment 


i6,     5,     2,     I,     1 


svstèmes  de  ce-  surfaces  réglées  du  troisième  ordre  :  leurs  direc- 
trices simples  sont  bitangentes  aux  surfaces  focales  de  ces  con- 
grucnces et  forment  une  congruence  respectivement 

(o,i),     (2,3),     (4,0),    (0,io),     (8,i5),    (io,2i); 

on  a  de  la  sorte  une  définition  complète  des  droites  bitangentes 
aux  surfaces  focales  des  congrucnces  (2,  5),  (2,6)1,  (2,7). 

Et  si  on  considère  enfin  les  surfaces  réglées  de  quatrième  ordre 
et  IV*^  espèce  d'une  congruence  (2,6)11,  on  trouvera  de  même  que 
leurs  directrices  simples  forment  une  autre  congruence  (2,6)1, 
ayant  la  même  surface  focale  que  la  proposée. 

15.  Les  congrucnces  (2,  2)  (2,  3)  (2,  4)  (2,  5)  (2, 6)11,  qui  appar- 
tiennent à  des  complexes  tétraédraux,  peuvent  se  représenter 
aisément  sur  un  plan,  en  remarquant  que,  dans  la  représentation 
des  droites  du  complexe  sur  les  points  de  l'espace,  chacune  d'elles 
correspond  à  une  surface  du  deuxième  ordre;  les  deux  autres, 
c'est-à-dire  les  (2,6)1  ^^  {'^•)l)i  ^"  peut  les  représenter  unifor- 
mément sur  les  droites  d'un  plan  en  les  projetant  respectivement 
d'un  de  leurs  points  singuliers  du  cinquième  ou  sixième  ordre. 

On  ]3eut  confirmer  par  ces  représentations  l'existence  dans  les 
congrucnces  considérées  de  surfaces  réglées  des  deuxième,  troi- 
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sièine  ou  (|iiatrièine  degré;   on   tire   cnsiillc  les  iinpoi'lantes  pro- 
posilions  suivantes  : 

a.  l*;ir  deux  gerbes  de  plans  en  (U)rrespondanee  uniforme  qua- 
dratique on  peut  engendrer  une  congruenec  (2,2),  (2,3), 
(2,4)  respectivement  de  80,  10,    1    manières; 

b.  Par  deux,  plans  dont  les  points  soient  dans  une  correspon- 
dance uniforme  de  l'ordre  3,  4?  5,  6  on  peut  engendrer  une  des 
congruences  (2,  2),  (2,  3),  (2,4),  (2,5),  respectivement  de  4o,  i  5, 
6,  2  manières  ; 

c.  Par  deux  plans  dont  les  points  soient  dans  une  correspon- 
dance uniforme  de  Tordre  2,  3,  4?  5  on  peut  engendrer  (me  des 
mêmes  congruences  respectivement  de  80,  3o,  6  -[-  3,  1  manières. 

L'auteur  remarque  encore  que  les  congruences  (2,  2),  (2, 3), 
(2,4),  (2,  5),  et  (2,  6),  déterminent  entre  les  points  d'un  des  plans 
singuliers  dont  elles  sont  douées  et  les  points  d'un  point  arbitraire 
de  l'espace  une  correspondance  (1,2)  {transformation  double); 
il  applique  cette  remarque  à  établir  les  principales  propriétés  de 
cette  transformation  que  M.  de  Paolis  a  étudiée  le  premier  direc- 
tement :  la  nouvelle  méthode  de  recherche,  établissant  un  lien 
étroit  entre  deux  champs  apparemment  tout  à  fait  étrangers  et 
pouvant  recevoir  de  nombreuses  applications  dans  les  cas  sem- 
blables, mérite  de  fixer  l'attention  des  géomètres. 

16.  Dans  les  recherches  que  nous  venons  de  résumer,  sur  les 
congruences  du  deuxième  ordre  en  général,  l'auteur  a  été  presque 
forcé,  dans  plusieurs  occasions,  de  considérer  séparément  les  con- 
gruences des  différentes  classes.  Mais  l'étude  complète  de  chacune 
en  particulier  est  le  but  de  la  partie  de  l'Ouvrage  de  M.  Sturm 
dont  nous  allons  rendre  compte  à  présent. 

On  considère  d'abord  une  congruenec  (2,  2)  [congraence  qua- 
dratique). Elle  a  16  points  S  singuliers  du  premier  ordre  et  par 
conséquent  16  plans  o-  singuliers  du  premier  ordre;  elle  est  placée 
sur  un  complexe  linéaire  F  et  sur  4o  complexes  tétraédraux  ;  sur 
chaque  plan  a- il  y  a  6  points  S  et  corrélativement.  La  ligne  |  /|,  rela- 
tive à  une  droite  quelconque  /,  est  la  droite  /'  polaire  de  /  par 
rapport  à  F,  /'  est  aussi  la  droite  par  laquelle  passent  tous  les  plans 
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de  la  développablc  /  relative  à  Ja  même  droite.  (/)  est  une  surface 
réglée  <lu  quatrième   ordre  (l*"^  espère)  dont /et  /'  sont  les  deux 
droites  doubles;  ces  droites  coupent  la  surface  focale  de  la  con- 
gruence  (qui  est  une  surface  de  Kummej-)  en  deux  groupes  pro- 
jectifs  :  on  peut  remarquer  encore  que  le  rapport  anharmonique 
des  intersections  de  /  avec  cette  surface  est  égal  à  celui  des  quatre 
plans  langcnls  de  la  même  surface  qui  passe  par  la  même  droite. 
Pour  indiquer  d'une  manière  expressive  les  points  et  les  plans 
de  la  configura  lion  formée  par  les  éléments  singuliers  d'une  sur- 
face de  Kummer  il  est  utile  d'employer  un  système  déterminé  : 
l'auteur  apporte  à  cet  efTet  une  modification  de  celui  que  M.  H. 
Weber  a  proposé  et  que  M.   T.  Reje  a  adopté  (^),  et   arrive  de 
la  sorte  à  un  grand  nombre  de  résultats  intéressants  qu'il  nous  est 
impossible  même  de  citer.  Mais  en  dehors  des  points  et  des  plans 
singuliers   de   la  congruence,   il   convient  de  considérer  aussi  les 
16    faisceaux   singuliers    (chacun   a   comme  centre    un    point   et 
comme  plan  le  plan  singulier  correspondant)  et  détermine  leurs 
relations  mutuelles;  ces  relations  sont   tout    à   fait  analogues   à 
celles   qui   passent   entre   les   droites  d'une  surface   du  quatrième 
ordre  à  conique  double  ou  bien  entre  les  seize  droites  d'une  sur- 
face générale  du  troisième  ordre  qui  coupe  une  autre  même  droite 
de  la  surface.  Cette  coïncidence  n'est  pas  accidentelle  :  elle  a   sa 
raison  dans  ce  fait  que  si  l'on  représente  les  droites  du  complexe  F 
sur  les  points  de  Tespace,  à  la  congruence  donnée  correspond  pré- 
cisément une    surface  du   quatrième   ordre    à   conique    double    : 
d'ailleurs,  M.  Geiser  démontra,  il  y  a  longtemps,  qu'on  peut  faire 
correspondre  uniformément  les  points  de  celte  surface  aux  points 
d'une  surface  cubique  tout  à  fait  générale. 

Nous  ferons  allusion  seulement  en  passant  aux  nouveaux /?/'0- 
blèmes  de  clôture  (-)  auxquels  donnent  lieu  les  droites  d'une  con- 
gruence quadratique  ;  nous  remarquerons  au  contraire  que  la 
considération  simultanée  des  six  congruences  quadratiques  ayant 


(')  Il  est  instructif  de  comparer  ces  systèmes  avec  celui  complètement  dilVé- 
l'ent  exposé  récemment  par  M.  Humbert  dans  sa  Théorie  générale  des  surfaces 
hyperelliptiques  {Journal  de  Mathématiques,  t.  IX^,  1898,  p.  29-100). 

(")  Pour  l'historitiue  de  la  question  on  peut  consulter  ma  brochure  I  poligoni 
di  Poncelet  (Turin,  1889)  et  ma  Bassegna  di  alcuni  scritti  sui poligoni  di  Pon- 
elet  {Bibliotheca  mathematica,  1889)  qui  en  est  un  complément. 
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la  iiiriiic  siiiiacc  focnlc  lamrtic  raulciir  à  raiicicii  syslriiic  de  no- 
lalious  (lo  \\  cher- Hcyc,  par  Icciiud  il  coiiiplrlc  r('lii(lc  de  la  coiifi- 
gurahoii  aincin'c;  à  une  siirfaecî  de  Kumiiier. 

17.  lin  [)arlanL  d'une  congruencc  (>».,  m)  cL  en  considérant  sa 
surface  focale,  on  démontre  (voir  plus  haut)  qu'avec  ses  droites 
hltangentcs  on  peut  former  six  congruences  analogues.  Il  se 
présente  maintenant  ie  proh  lème  inve/sc ,  c'est-à-dire:  étant  donnée 
une  surface  du  quatrième  ordre  avec  seize  points  douhles,  est-il 
toujours  possihle  de  former  par  ses  hilangcntcs  six  congruences 
quadratiques?  A  cette  importante  question  l'auteur  répond  affir- 
mativement par  une  étude  directe  de  la  surface  de  Kummer;  il 
trouve  de  la  sorte,  par  une  route  tout  à  fait  différente,  les  plus 
importantes  propriétés  de  cette  surface  et  des  congruences  qua- 
dratiques. 

18.  L'auteur  se  tourne  après  cela  du  côté  de  la  classification 
des  congruences  quadratiques  en  se  plaçant  avant  tout  au  point 
de  vue  de  la  réalité  des  éléments  et  arrive  à  son  but  par  deux 
routes  différentes. 

Il  s'appuie  d'abord  sur  la  représentation  des  droites  d'une  con- 
gruence  (2,2),  sur  les  points  d'une  surface  du  quatrième  ordre  à 
conique  double  (ro«Vn°I6).  Or  de  la  correspondance  qu'on  peut 
établir  entre  cette  surface  et  une  surface  du  troisième  ordre  il 
s'ensuit  que  les  surfaces  de  quatrième  ordre  qui  n'ont  aucun  point 
singulier  en  dehors  des  points  d'une  conique  double  peuvent  se 
répartir  en  six  espèces  suivant  que  leurs  seize  droites  sont:  A.  toutes 
réelles;  B.  huit  réelles  et  huit  imaginaires  de  deuxième  espèce  (*); 
G.  quatre  réelles,  quatre  de  première  et  huit  de  deuxième  espèce; 
D.  toutes  imaginaires  de  première  espèce;  E.  huit  de  première  et 
huit  de  deuxième  espèce;  F  toutes  imaginaires  de  deuxième 
espèce(-).  Ces  six  espèces  de  surfaces  ont  comme  correspondantes 
des  congruences  quadratiques  d'espèces  différentes  que  nous  in- 


(' )  Il  est  inutile  de  rappeler  qu'une  droite  imaginaire  est  de  première  ou 
de  deuxième  espèce,  suivant  qu'elle  a  un  point  (et  par  conséquent  un  plan)  réel 
ou  qu'elle  n'en  a  aucun. 

(*)  Dans  ce  cas  la  congruence  peut  être  tout  à  fait  imaginaire. 
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cliquerons  par  les  lettres  A,  B,  .  .  .,  F,  et  dont  on  peut  démontrer 
l'existence  directement  en  considérant  la  congruence  comme  inter- 
section d'un  complexe  linéaire  et  d'un  complexe  tétraédral.  Si  une 
congruence  (2,2)  est  de  l'espèce  A,  de  la  même  espèce  sont  ses 
cinq  congruences  confocales;  si  elle  est  de  l'espèce  B  (ou  bien  E) 
trois  de  ses  congruences  confocales  sont  de  la  même  espèce  tandis 
que  les  deux  autres  sont  imaginaires  conjuguées;  si  elle  est  de 
l'espèce  G,  une  des  congruences  confocales  est  de  la  même  espèce 
tandis  que  les  cpiatre  restantes  sont  imaginaires  conjuguées  par 
couples;  si  enfin  elle  est  de  l'espèce  D  (ou  bien  F),  deux  des  con- 
gruences confocales  sont  de  la  même  espèce  tandis  que  les  trois 
restantes  sont  de  l'espèce  F  (ou  respectivement  D). 

19.  Mais  une  congruence  (2,  2)  peut  se  particulariser  par  la  pré- 
sence de  rayons  doubles  extraordinaires  [voirn"  13  (^)].  D'après 
M.  W.  Stalil,  on  arrive  géométriquement  à  ces  congruences  parti- 
culières en  coupant  un  complexe  tétraédral  par  un  complexe 
linéaire  passant  par  un  certain  nombre  d'arrêts  du  tétraèdre  sin- 
gulier. On  arrive  de  la  sorte  à  des  congruences  douées  d'une 
droite  double,  de  deux  droites  doubles  qui  se  coupent,  de  deux 
droites  doubles  gauches,  de  trois  droites  doubles  dont  deux  gauches 
sont  rencontrées  par  la  troisième,  ou  de  quatre  droites  qui  sont 
les  côtés  d'un  quadrilatère  gauche.  Les  surfaces  focales  de  ces 
congruences  sont  respectivement  une  surface  du  quatrième  ordre 
avec  une  droite  double,  huit  points  doubles  et  huit  plans  tangents 
doubles,  une  surface  du  quatrième  ordre  avec  deux  droites  qui  se 
coupent,  quatre  points  doubles  et  quatre  plans  tangents  doubles, 
une  surface  réglée  du  quatrième  ordre  et  de  la  première  espèce, 
une  surface  réglée  du  quatrième  ordre  et  de  la  VIP  espèce,  ou  enfin 
deux  surfaces  du  deuxième  ordre  se  coupant  dans  un  quadrilatère 
gauche.  Le  nombre  des  congruences  confocales  s'amoindrit  par  la 
présence  de  rayons  doubles  extraordinaires  et  devient  dans  les 
cinq  cas  considérés  respectivement  3,  i ,  3,  i ,  i  (^  ). 


(')  Un  rayon  double  ordinaire  d'une  congruence  n'appartient  pas  à  la  relative 
surface  focale,  mais  un  extraordinaire  est  une  droite  double  de  cette  surface. 

(^)  Ces  mêmes  résultats  ont  été  obtenus  depuis  longtemps  et  par  une  voie  diffé- 
rente par  i\I.  Segre  dans  son  beau  Mémoire  S  alla  geonietria  délia  retta  e  délie 
jue  série  quadratiche  {Mem.  deW  Accademia  di  Torino,  t.  XXXVIIj,  iH84). 
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Il  est  remarcjuahlt;  (|ii\me  con^rucMce  avec  deux  droites  doubles 
qui  se  coupent  se  trouve  entre  les  figures  covariantes  du  sjslènne 
(brmé  par  une  conj^ruence  générale  et  un  point  O;  si  en  efletdans 
chaque  plan  lo  passant  par  O  on  trace  les  deux  droites  XsX^  de  la 
congruencequi  s'y  trouvent  et  si  l'on  détermine  la  droites  polaire 
de  O  par  rapporta  l'angle  x^x^^  les  co^  droites  formeront  une  con- 
gruence  de  l'espèce  indiquée. 

Ajoutons  encore  (pic  les  droites  tangentes  en  même  temps  à 
deux  surfaces  du  deuxième  ordre  se  coupantdans  un  quadrilatère 
gauche  forment  toujours,  d'après  une  remarque  de  M.  Zeuthen, 
deux  congruences  quadratiques,  dont  chacune  peut  se  considérer 
comme  l'ensemble  des  droites  qui  joignent  les  points  corres- 
pondants d'une  surface  du  deuxième  ordre  où  existe  une  homo- 
graphie de  première  espèce  (');  on  peut  même  démontrer  que 
toute  congruence  (2,2)  douée  de  quatre  droites  doubles  peut  se 
construire  de  cette  manière  par  une  quadrique  arbitraire  qui  passe 
par  ces  droites  doubles. 

Nous  remarquerons  en  dernier  lieu  que  l'étude  des  congruences 
quadratiques  ayant  deux  droites  doubles  mène  l'auteur  à  la  sui- 
vante, belle  propriété  des  surfaces  réglées  du  quatrième  degré  et 
de  première  espèce  :  les  tangentes  d'une  telle  surface  ayant  un 
contact  de  troisième  ordre  forment  seize  systèmes  de  génératrices 
d'une  surface  du  deuxième  ordre  et  leurs  points  de  contact  sont 
répartis  sur  seize  génératrices. 

20.  Les  problèmes  qui  se  présentent  dans  Tétude  des  con- 
gruences (2,2)  ont  leurs  analogues  dans  les  autres  congruencesdu 
deuxième  ordre.  On  peut,  par  conséquent,  déterminer  le  nombre 
N^  de  leurs  points  singuliers  du  degré  h  et  la  configuration  qu'ils 
forment,  le  nombre  y  des  congruences  confocales  (de  la  même 
classe),  le  nombre  5  des  rayons  doubles  qu'elles  ont  et  le  nombre 
T  des  complexes  tétraédraux  qui  les  contiennent;  le  Tableau  sui- 
vant résume  les  résultats  principaux  auxquels  on  arrive  en  traitant 
ces  questions  : 


(')  C'est-à-dire  qui  transforme  en  lui-même  chaque  système  de  génératrices  de 
la  surface. 
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L'auteur,  pour  la  congruence  d'une  classe  >>  3,  ne  s'occupe  pas 
du  problème  inverse  que,  dans  le  /z"  J7,  nous  avons  énoncé  pour 
les  congruences  (-^,2)  et  se  borne  à  la  résoudre  affirmativement 
pour  celles  de  troisième  classe;  et  il  ne  s'arrête  pas  à  la  classifica- 
tion des  congruences  d'une  classe  >>  2  d'après  la  réalité  de  leurs 
éléments  exceptionnels  (i)o//'n*^  18).  Au  contraire  il  rappelle  leurs 
constructions  par  des  formes  fondamentales  (n"  14),  et  remarque 
encore  certaines  nouvelles  constructions  des  congruences  des 
classes  3  et  4- 

Les  congruences  corrélatives  aux  congruences  (2,5),  (2,6)1  et 
(2,^)  peuvent  se  construire  de  la  manière  suivante,  indiquée  sous 
une  forme  bien  plus  générale  par  Caporali  (*)  :  «  On  a  dans  un 
plan  un  système  linéaire  de  00^  coniques  qui  passent  toutes  par 
0  =  0,  1,2  points  fixes;  on  détermine  une  correspondance  pro- 
jective  entre  ces  courbes  et  les  plans  de  l'espace  :  alors  aux  00-  co- 
niques du  système  qui  passent  par  un  point  arbitraire  X,  correspon- 
dent 00^  plans  passant  par  un  point  déterminé  X';  on  arrive  de  la 
sorte  à  00-  droites  XX'  qui  forment  une  congruence  (7  —  0,  2)  ». 

Si  deux  surfaces  du  deuxième  ordre  se  correspondent  dans  une 
homographie  de  l'espace,  les  intersections  des  oo^  couples  de  plans 
qui  touchent  les  deux  surfaces  dans  un  couple  de  points  corres- 
pondants forment  en  général  une  congruence  (2,6),,,  mais  elles 
peuvent  former  dans  certains  cas  une  des  congruences  (2,5), 
(2,4),  (2,3),  (2,2)  :  il  s'ensuit  que  ces  congruences  peuvent  se 
considérer  comme  des  cas  particuliers  de  la  (  2 , 6),i.  Cette  préroga- 
tive des  congruences  de  cette  dernière  espèce  est  utilisée  par  l'au- 
teur pour  démontrer  l'existence  et  déterminer  les  propriétés  des 


(')  Dans  un  travail  Sopra  alciini  sistemi  di  dirette  {Memorie  di  Geometria, 
p.  126.  Naples,  1888),  où  il  étudia  les  congruences  qu'on  obtient  en  joignant 
chaque  point  d'une  surface  rationnelle  à  sa  représentation  sur  un  plan. 
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con^riHMiccs  (•>, , '2),  {'.>.,.'>),  ('^,4)»  {'^-i'^)  ^''  ^-^^Oii  ^<>"''*^^  (Tiiik; 
drollc  clouhle  cxlrjiordinnirc  ;  il  jijoiilc  (iiTil  \  a  des  conj^i^rueiiccî.s 
(  u  ,  3)  cl  (';► ,  4)  i'N  «"il  deux  d  10  il  es  don  M  c^  (pi  1  sf  conpcnl',  mais  il 
laisse  dépourvues  (Tu  ne  sol  II  I  ion  dcWiiiil  i\  c  l(;s  deux  «pic'^l  ions  sui- 
vantes :  ^  a-l-il  des  eon^rnciiees  ('■>.v'^)  ^''  {'■*-i^^)\i  doin'cs  de  deux 
droites  doubles  exlraordiiiaires?  y  a-l-il  des  eon«;rn(!n(;es  (2,6),  et 
(2,'j)  ayant  d(^s  droites  donhles  extraordinaii'es? 

i21.  f.es  conj^ruences  du  second  ortircî  et  d'une  classe  supérieure 
à  -À  et  les  congruences  corrélatives  se  rencontrent  au  cours  de 
plusieurs  théories  géométriques.  Si,  par  exemple,  on  considère  les 
00-  cubiques  gauches  qui  passent  par  cinq  points  fixes,  leurs  tan- 
gentes qui  ont  les  points  de  contact  sur  un  plan  donné  forment 
une  congruence  analogue  qui  est  aussi  le  lieu  des  axes  des  surfaces 
du  deuxième  ordre  de  rotation  qui  passent  par  cinq  points.  Au 
contraire,  à  une  congruence  du  sixième  ordre  et  de  la  deuxième 
classe  on  arrive  en  considérant  le  lieu  d'une  droite  dont  trois  points 
parcourent  trois  plans  donnés  :  afin  d'établir  ce  résultat  impor- 
tant, M.  Sturm  est  amené  à  une  longue  mais  très  intéressante  di- 
gression sur  les  figures  géométriques  (dont  plusieurs  serapportent 
à  la  Géométrie  de  la  droite)  engendrées  par  le  mouvement  d'une 
droite  dont  un  certain  nombre  de  points  est  obligé  à  rester  sur  au- 
tant de  plans  ou  de  droites  donnés. 

22.  Ayant  fini  l'exposition  des  propriétés  des  congruences  sans 
lignes  singulières  (qne  Rummer  a  déterminées  d'une  façon  tout  à 
fait  complète),  l'auteur  passe  aux  congruences  douées  de  lignes 
singulières,  et,  utilisant  les  investigations  de  M.  Schumacher  que 
nous  avons  citées  auparavant,  il  complète  le  dénombrement  des 
congruences  du  deuxième  ordre,  ajoutant  de  la  sorte  une  pierre  à 
l'édifice  splendide  dont  Kummer  a  jeté  les  bases. 

Afin  de  caractériser  le  progrès  que  la  Géométrie  de  la  droite  est 
par  conséquent  redevable  à  MM.  Schumacher  et  Sturm,  rappelons 
que  les  congruences  qui  ont  des  lignes  singulières  sont  formées 
des  cordes  d'une  courbe  gauche,  ondes  droites  qui  coupent  deux 
courbes  données,  ou  bien  elles  ont  une  seule  ligne  singulière  5  qui 
est  le  lieu  d'un  des  fojers  des  rayons  de  la  congruence. 

Rn  supposant  que  l'ordre  de  la  congruence  soit  égal  à   '\,   dnus 
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le  premier  cas  \di  courbe  considérée  est  une  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  et  première  espèce  ;  la  congruence  est  alors  de  la 
sixième  classe  ;  sa  surface  focale  comme  lieu  de  points  se  décom- 
pose dans  les  quatre  cônes  du  deuxième  ordre  qui  passent  par  la 
courbe,  comme  enveloppe  des  oo-  plans  tangents  à  cette  courbe. 

Dans  le  second  cas  la  congruence  est  formée  par  les  droites  qui 
coupent  deux  coniques  ayant  communs  deux  points,  ou  bien  par 
les  droites  qui  coupent  une  courbe  de  l'ordre  n  et  une  droite  qui 
la  coupe  en  (/i  —  2)  points  ;  la  classe  de  la  congruence  est  dans  ces 
deux  sous-cas  4  et  n. 

La  discussion  du  troisième  cas  est  plus  compliquée  et  difficile. 
Alors  si  s  est  une  ligne  droite  on  a  /•  =  o  ;  tandis  que  si  5 est  du  de- 
gré /i  on  a  (en  employant  les  notations  qui  nous  ont  servi  dans 
une  note  au  n'*  9)  A  =:  i ,  l  =  i  ^  j^  =z  n  —  i  ou  bien  A  =  2,  t  =^  o, 
r  =^  n  —  s.  Nous  allons  examiner  successivement  ces  trois  hypo- 
thèses. 

a.  Lorsque  s  est  une  droite,  la  congruence  peut  être  formée 
par  les  tangentes  d'une  surlace  T  de  l'ordre/?  ayante  pour  droite 
p  —  tiplequi  coupent  la  même  droite  s  :  l'auteur  suppose  en  général 
que  T  n'ait  aucun  point  singulier  en  dehors  de  la  droite  5,  mais 
lorsque/?  =  4  il  traite  aussi  les  cas  dans  lesquels  T  a  des  points 
singuliers  isolés  afin  de  parvenir  à  des  résultats  utiles  dans  la  théo- 
rie des  complexes  du  deuxième  ordre.  Mais  la  congruence  peut 
être  aussi  composée  par  les  oc^  faisceaux  de  rayons  qui  ont  le  centre 
sur  s  en  supposant  qu'entre  ces  points  et  ces  plans  il  y  ait  une  cor- 
respondance algébrique  :  on  arrive  de  la  sorte  à  des  congruences 
qui  ont  échappé  à  Rummer  [voir  n*'  11). 

b.  Dans  la  deuxième  hypothèse,  la  congruence  est  ou  le  lieu  des 
droites  tangentes  à  un  cône  du  deuxième  ordre  dans  les  points 
d'une  courbe  rationnelle  de  l'ordre  n  qui  appartient  au  cône  et 
passe  n  —  2  fois  par  son  sommet,  ou  bien  (chose  que  Kummer  n'a 
aperçue  que  dans  certains  cas  très  particuliers)  est  le  lieu  des  oo' 
faisceaux  de  rayons  ayant  leurs  centres  sur  une  courbe  unicursale 
de  l'ordre  n  et  leurs  plans  tangents  à  un  cône  du  deuxième  ordre, 
en  supposant  qu'il  existe  entre  les  points  de  la  courbe  et  les  plans 
du  cône  une  correspondance  uniforme  telle  que  chaque  point  soit 
placé  sur  le  plan  qui  lui  correspond. 
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c.  Dans  la  Iroisiùiuc  li^pollirsc,  le  cûnc  de  ra^'ons  relatif  à  un 
point  arbitraire  de  s  peut  être  ou  un  vrai  cône  du  deuxième  ordre 
ou  un  couple  de  plans.  Dans  l(î  deuxième  cas,  la  congruence  est 
formée  par  les  tangentes  d'un  cône  (juadrique  (pii  c.oujjenL  une 
couihc  plane;  d'un  certain  ordre/?  el(pii  a  |)()ur  point  /;  —  i  —  pic 
le  sominel  du  eouc.  Dans  le  premier  cas  ((pii  a  com[)lètemenl 
échappé  à  [vuinmcr)  la  courbe  singulière  ne  peut  être  qu'une  co- 
nique, une  cubique  plane,  ou  une  cubique  gauche;  on  a,  par  con- 
séquent, les  trois  congruences  suivantes  : 

I.  Lieu  des  droites  tangentes  dans  les  points  de  la  courbe  singu- 
lière à  une  surface  du  quatrième  ordre  douée  d'une  conique  double 
et  de  quatre  points  doubles  isolés; 

II.  Lieu  des  droites  tangentes  à  une  surface  du  troisième  ordre 
avec  quatre  points  doubles  dans  les  points  où  elle  est  coupée  par 
un  de  ses  plans  tangents  ; 

III.  Lieu  des  droites  tangentes  dans  les  points  de  la  courbe  sin- 
gulière à  une  surface  réglée  du  quatrième  ordre  et  de  la  troisième 
espèce. 

Les  classes  de  ces  congruences  sont  respectivement  4?  6,  6; 
la  détermination  et  l'étude  de  leurs  surfaces  focales  mènent  à  un 
grand  nombre  des  propriétés  de  ces  congruences;  le  lecteur  l'ap- 
prendra dans  le  travail  original;  mais  iln'est  pas  inutile  de  remar- 
quer qu'entre  ces  propriétés  il  n'y  a  pas  celle  (tout  récemment 
découverte  par  M.  Montesano)  que  ces  trois  nouvelles  con- 
gruences appartiennent  toutes  à  un  complexe  tétraédral. 


Par  ces  importants  résultats  se  clôt  le  Tome  II  de  l'Ouvrage  de 
M.  Sturm.  Le  Tome  III  et  dernier,  à  cause  des  thèmes  qu'il  traite 
(les  complexes  du  deuxième  ordre  en  général),  ne  sera  pas  moins 
intéressant  que  les  précédents.  Comme  l'auteur  ne  nous  fait  pas 
espérer  qu'il  paraisse  bientôt,  nous  n'avons  pas  voulu  attendre  son 
apparition  pour  signaler  l'acquisition  d'un  Ouvrage  qui,  même 
dans  l'état  où  il  est  maintenant,  doit  prendre  sa  place  dans  la  biblio- 
thèque de  tout  géomètre  et  est  appelé  à  réveiller  à  un  plus  haut 
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degré  l'inléicL  des  inalhémaliciens  pour  la  Géométrie  delà  droite. 
En  espérant  (jue  dans  un  jour  prochain  nous  devrons  prendre 
une  nouvelle  fois  la  plume  pour  rendre  compte  de  sa  continuation, 
nous  souhaitons  au  di^^ne  successeur  de  M.  Sclirôter  que  les  sé- 
rieuses occupations  annexées  à  la  place  de  professeur  dans  une 
grande  Université  ne  le  contraignent  pas  à  accroître  la  collection 
(hélas!  trop  nombreuse)  d'Ouvrages  mathématiques  incomplets. 

Gênes,  août  i8()3. 

GlWO     LoRIA. 


THÉON  DE  SAIYRNE.  —  Exposition  des  connaissances  mathématiques 
UTILES  POUR  LA  LECTURE  DE  Platon,  traduite  pouF  la  première  fois  du 
grec  en  français  par  /.  Dupids.  —  ^o\  pages  in-8.  Paris,  Hachette,  1892. 

Tliéon  de  Smyrne,  platonicien  qui  paraît  avoir  vécu  au  com- 
mencement du  second  siècle  de  notre  ère,  avait  composé,  pour  les 
étudiants  en  Philosophie  de  son  temps,  un  Ouvrage  mathématique 
élémentaire  qui  n'offre  aujourd'hui  qu'un  intérêt  historique,  mais 
constitue  en  tout  cas  un  des  documents  les  plus  importants  sur 
l'Arithmétique  (théorique)  des  Grecs  et  sur  l'Astronomie  (ou  plutôt 
la  Cosmographie)  avant  Ptolémée. 

On  considère  le  plus  souvent  cet  Ouvrage  comme  incomplet;  il 
est  plutôt  simplement  en  désordre.  On  n'en  a  longtemps  connu 
que  la  première  moitié,  éditée  par  Ismaël  Boulliau  en  i644  et  di- 
visée par  lui  en  deux  parties  :  Arithmétique  et  Musique;  la  se- 
conde moitié,  sur  l'Astronomie,  a  été  mise  au  jour  par  Th. -H. 
Martin;  la  fin  paraît  manquer,  car  les  derniers  mots  du  texte  an- 
noncent que  Théon  va  parler  d'après  Thrasylle  «  de  l'harmonie 
dans  le  monde  »,  et  ce  sujet  est  annoncé  depuis  longtemps  comme 
devant  former  le  couronnement  de  l'œuvre,  tandis  que  «  l'har- 
monie dans  les  instruments  »  et  <(  l'harmonie  dans  les  nombres  » 
ont  été  traitées  avant  l'Astronomie. 

On  est  tout  d'abord  enclin  à  penser  que  le  morceau  qui  semble 
perdu  concernait  les  spéculations  prétendues  pvthagoriennes  sur 
l'harmonie  des  sphères.  C'est  ce  qu'a  cru  Th. -H.  Martin,  et 
M.  Dupuis  se  range  à  cette  opinion,  que  je  ne  puis  partager.  Théon 
s'est  en  effet  déjà  étendu  sur  cette  matière  au  Chap.  XV  de  son 
Astronomie,  et  il  n'a  pas  à  y  revenir.  Je  remarque  d'autre  part 
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([lie,  dans  la  partie  iiihliil<''C  :  Sf/f  la  Miisif/nc.  sv.  Iioiive  loiiL  un 
f^roiipc  (le  (]lia|)ilr(»s  (XXXVII  à  \Li\)  inlcr(  alc-s  liois  de  leur 
place,  car,  à  la  lin  (\\\  (iliap.  XXXVl,  Tlu'on  annonce  (pi  il  va 
parler  des  propoiM  ions  el  des  in('di(''l(''s,  el  e'esl  là  un  snp.'l  (pi'il 
n'aborde  (pian  (  lliap.   L. 

(^elni  aïKpicI  sont  consacr(Js  les  Chapitres  intcîrcah'îS  élail  d'ail- 
leurs traditionnel  dans  l'Hcole  pytliaj^orienne  ;  nous  le  retrouvons 
amplement  développer  dans  les  llirolof^o  unir  nés  de  l' Arlllimé- 
(((fite ;  c'est  une  revue  des  nomhies  de  la  dcjcadc  avec  r(';nonc(;  de 
leurs  propri(3lés  les  plus  saillantes,  grossi  de  rapprochements 
mystiques  et  de  remarques  passablement  puériles;  mais  Théon 
donne  à  ce  morceau  un  caractère  spécial  en  y  faisant  [)rédominer 
l'étude  du  quaternaire  i  +  :^  +  3  +  4)  où  il  montiM!  les  rapports 
numériques  des  accords  musicaux,  et  d'où,  d'après  lui,  dérive 
l'harmonie  de  l'univers.  Les  développements  dans  lesquels  il  entre 
à  cet  égard,  et  qui  ne  concernent  ni  l'Arithmétique,  ni  la  Musique, 
appartiennent  évidemment  au  sujet  qu'il  n'avait  traité  qu'à  la  fin 
de  son  Ouvrage.  Un  copiste  aura  détaché  tout  cet  ensemble  pour 
le  rapprocher  de  la  partie  plus  spécialement  consacrée  à  la 
Musique. 

On  admet  également  que  Théon,  dans  une  partie  perdue  de  son 
Ouvrage,  avait  traité  de  la  Géométrie.  C'est  là,  je  crois,  une  er- 
reur; notre  auteur,  tout  en  promettant  d'être  clair,  même  pour 
qui  n'a  aucune  teinture  des  Mathématiques,  admet  expressément 
que  les  lecteurs  auxquels  il  s'adresse  doivent  avoir  étudié  les  pre- 
miers éléments  de  la  Géométrie.  Je  considère  même  comme  inter- 
polé le  Chap.  LUI,  Sur  les  figures,  dans  lequel  sont  rappelées 
une  série  de  définitions  géométriques.  Ce  Chapitre  rompt  en  eflfet 
sans  raison  l'exposition  de  la  théorie  des  médiétés,  et  précisé- 
ment après  cette  remarque  incidente  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de 
s'étendre  sur  ce  qu'Eratosthène  a  dit  des  proportions  au  sujet  des 
figures  de  Géométrie.  Il  n'y  a  pas  d'ailleurs  de  lacune  apparente 
dans  lOuvrage,  et  la  transition  des  différentes  parties  les  unes  aux 
antres  y  est  clairement  marquée,  sans  que  nulle  part  il  soit  dit 
que  des  détails  sur  la  Géométrie  rentrent  dans  le  plan  général. 

Après  l'Introduction,  Théon  a  abordé  l'Arithmétique,  distin- 
gué les  difTérenles  sortes  de  nombres,  indiqué  leurs  définitions 
et  leurs   propriélés.    ce  Mais   il  v  a  aussi,  ajoute-t-il,  des  nombres 
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qu'on  appelle  consonants  »  ;  c'est  là  le  début  de  la  seconde  Partie, 
dont  les  seize  premiers  Chapitres  contiennent  un  exposé  de  la 
théorie  de  la  Musique  proprement  dite  (harmonie  dans  les  in- 
struments); notre  auteur  reprend  ensuite  (Ghap.  XVII  à  XXXII) 
une  question  essentiellement  arithmétique,  celle  des  rapports,  qui 
le  conduit  à  la  proportion  harmonique  et  le  ramène  ainsi 
(Ghap.  XXXIII  à  XXXVI)  aux  relations  de  consonance  et  à  ce 
que  les  anciens  appelaient  la  division  du  canon  (règle),  c'est- 
à-dire  la  détermination  numérique  de  la  longueur  des  diverses 
cordesde  la  Ijre.  Venait  ensuite,  naturellement,  l'élude  des  diverses 
proportions  et  médiétés,  et,  le  cadre  de  ce  qu'il  voulait  dire  sur 
l'harmonie  dans  les  nombres  étant  ainsi  rempli,  Théon  passait  à 
l'Astronomie,  pour  terminer  par  le  morceau  dont  nous  avons  si- 
gnalé le  déplacement. 

G'était  au  reste  un  simple  compilateur,  mettant  bout  à  bout 
des  morceaux  empruntés  à  d'autres  auteurs  (Adraste  et  Thrasylle 
pour  la  seconde  partie,  Adraste  et  Dercvllide  pour  l'Astronomie); 
il  ne  se  préoccupe  guère  de  faire  de  cette  mosaïque  un  ensemble 
homogène  et  bien  coordonné.  J'en  donnerai  plus  loin  un  exemple. 

M.  Dupuis  a  reproduit  le  texte  grec  en  proposant  diverses  cor- 
rections à  celui  qui  a  été  établi  par  Hiller  (Leipzig,  Teubner, 
18^8).  Sa  traduction  est  assez  facile  à  lire  et  généralement  exacte  ; 
cependant  on  ne  peut  toujours  s'y  fier  absolument. 

Par  exemple  (p.  4^^  1-  26,  suiv.),  il  définit  les  nombres  pa- 
rallélo grammes  ceux  qui  ont  un  côté  (facteur)  plus  grand  que 
l'autre  de  2  unités.  D'après  le  texte  grec,  il  faudrait  ajouter  «  ou 
d'un  plus  grand  nombre  ».  M.  Dupuis  remarque  en  note  qu'il 
supprime  cette  addition,  parce  que,  si  on  la  conserve,  la  défini- 
tion du  nombre  parallélogramme  devient  identique  à  celle  du 
xiom\:iXQ promèque  a{a  -h  b)  donnée  plus  loin  (p.  5i)  et  qu'entre 
ce  dernier  et  Vhétéromèque  a  {a  -{-  i),  défini  p.  43,  il  lui  semble 
naturel  d'admettre  l'intermédiaire  a{a  +  2). 

Je  ne  puis  partager  cette  manière  de  voir;  Vhétéromèque 
a(^a  +  i)  avait  été  distingué  par  les  Pjthagoriens  comme  somme 
d'une  série  de  nombres  pairs  consécutifs  commençant  à  2,  et  op- 
posé au  carré,  somme  de  nombres  impairs  commençant  à  l'unité. 
Aucune  trace  ni  aucun  motif  d'une  distinction  analogue  n'existent 
pour  les  nombres  «(a  H-  2);  le  fait  est  simplement  que  Théon  a 
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compile  deux  auteurs  difTércnts  doni  l'un  •A\)p('\n'i\  promèrjue  ce 
que  l'autre  appcWil  parallélogramme. 

En  dehors  de  notes  prcsentanL  lous  les  développements  que 
l'on  peut  désirer  sur  certains  points,  U;  trjidMcteiii-  a  .lionlé  à  son 
volume,  comme  épilogue,  un  mémoire;  (ju'il  aj)pelle  délinitil'  Sur 
le  nombre  géométrir/ue  de  Platon.  Il  s'agit  d'un  j)assage  de  la 
République  (Vlli,  [).  546  b.-c.)  dont  l'obscurité  est  célèbre  et 
dont  M.  Dupuis,  depuis  1882,  croit  avoir  trouvé  l'explication 
complète.  II  a  certainement  contribué,  pour  une  part  qui  n'est 
pas  négligeable,  à  éclaircir  certains  points;  en  tous  cas,  depuis 
(juelques  années,  un  pas  décisif  paraît  fait  vers  la  solution,  en  ce 
sens  que  la  dernière  partie  de  la  phrase  platonicienne,  celle  qui,  à 
première  vue,  semble  la  plus  énigmatique,  est  aujourd'hui  entiè- 
rement élucidée.  Platon  j  désigne,  sous  des  termes  techniques 
dont  le  sens  n'est  plus  ambigu,  deux  nombres  distincts,  loooo 
et  'j5oo.  Mais  on  ne  sait  pas  encore  que  faire  de  ces  deux  nombres 
ni  comment  s'en  servir  pour  expliquer  le  reste  (').  La  combinai- 
son de  M.  Dupuis,  qui  aboutit  à  une  période  de  'j6oooo  ans,  pré- 
sente de  sérieuses  difficultés  philologiques  et  n'a  guère  obtenu 
d'adhésions  dont  il  y  ait  lieu  de  tenir  compte.  Si  elle  paraît  relier 
le  nombre  géométrique  de  Platon  au  cjcle  lunisolaire  de  dix-neuf 
ans  de  xMéton,  il  convient  d'observer  que,  quoique  ce  dernier  fût 
Athénien,  sa  période  ne  fut  adoptée  dans  sa  patrie,  comme  Boeckh 
l'a  démontré,  que  bien  après  la  mort  du  disciple  de  Socrate.  Je 
remarque  également  que  c'est  d'après  une  légende  insoutenable 
que  le  terme  de  nombre  d^or  viendrait,  comme  le  répète  M.  Du- 
puis, d'une  inscription  en  lettres  d'or  sur  des  tables  d'airain,  con- 
temporaine de  Méton  et  attestant  ainsi  la  célébrité  acquise  dès 
l'origine  par  le  cycle  de  dix-neuf  ans.  J'ai  montré,  dans  mes  Re- 


(')  Daprés  un  fragment  d'un  commentaire  inédit  de  Proclus,  connu  de- 
puis 1886  seulement  et  que  M.  Dupuis  a  traité  trop  légèrement,  il  n'est  pas  dou- 
teux que  ces  deux  nombres  ne  soient  engendrés  comme  somme,  l'un  des  termes 
carrés,  l'autre  des  termes  non  carrés  de  la  progression  géométrique 

2700  :  36oo  :  4800  :  6^00, 

et  ne  se  relient  ainsi  d'autre  part  au  triangle  rectangle  semblable  à  3,  4,  5,  dans 
lequel  la  hauteur  et  les  perpendiculaires  abaissées  de  son  pied  sur  les  côtés  sont 
représentées  par  des  nombres  entiers. 
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cherches  sur  r histoire  de  r Astronomie  ancienne  ('  ),  que  Méton 
fut  surtout  connu  autrement  de  ses  concitoyens;  quant  à  l'expres- 
sion de  nutnerus  aareiis,  je  rappelle  qu'elle  a  pour  origine  l'ha- 
bitude prise  au  moyen  âge  de  marquer  le  nombre  en  lettres  d'or 
sur  les  calendriers  manuscrits.  Paul  Tawjnery. 


LUCAS  (Edouard).  —  Récréations  mathématiques,  t.  III.  {Le  calcul  digi- 
tal. —  Machines  arithmétiques.  —  Le  caméléon.  —  Les  jonctions  de  points. 
—  Le  jeu  militaire.  —  La  prise  de  la  Bastille.  —  La  patte  d'oie.  —  Le 
fer  à  cLieval.  —  Le  jeu  américain.  —  Amusements  par  les  jetons.  — 
L'étoile  nationale.  —  Rouge  et  noire).  —  200  p.  in-8".  Paris,  Gauthier- 
Villars  et  fils,  1893. 

MM.  Delannoy,  Laisant  et  Lemoine  viennent  de  publier,  d'après 
les  papiers  laissés  parle  regretté  Ed.  Lucas,  un  nouveau  volume 
de  Récréations  mathématiques,  et  ils  nous  en  promettent  un 
quatrième.  Cette  suite  posthume  aura,  sans  nul  doute,  le  même 
succès  que  les  deux  volumes  parus  du  vivant  de  l'auteur,  car  on  y 
retrouvera  la  même  verve  et  le  même  talent  d'exposition. 

Il  est  cependant  permis,  surtout  à  propos  des  deux  premières 
Récréations,  de  penser  que  Lucas  ne  les  eût  pas  reproduites  telles 
quelles;  ce  sont  des  fragments,  déjà  imprimés,  de  deux  conférences  : 
l'une  sur  la  pratique  du  calcul,  au  Conservatoire  des  Arts  et 
Métiers  (18  janvier  i885),  l'autre  sur  les  machines  à  calculer,  au 
congrès  de  Blois  (8  septembre  1884)  de  l'Association  française  pour 
l'avancement  des  Sciences.  Il  y  a  là  86  pages  qui  sont  certainement 
des  plus  amusantes  et  des  plus  instructives  à  la  fois,  et  où  qui- 
conque veut  essayer  de  vulgariser  la  science  trouvera  un  modèle 
qu'il  s'agit  seulement  de  pouvoir  imiter.  Evidemment  les  éditeurs 
ne  pouvaient  que  réimprimer  ne  varietur  ces  brillantes  causeries; 
mais  il  faut  avouer  que,  dans  un  livre,  les  plaisanteries  du  mandarin 
N.  Claus  (de  Siam),  du  collège  de  Li-Sou-Stian,  sont  parfois  un 
peu  froides;  ce  qui  excite  les  rires  d'un  public,  ce  qui  délasse 
dans  les  colonnes  d'un  journal,  peut  être  hors  de  propos  dans  un 

(<)  Paris,  Gauthier-Villars,   189.3. 
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m-()(iii\(»  :  Lucas  rout  scnli  Iiii-inriiic,  cl  il  ii'cuL  j)as  cL(''  (îiiihanassc, 
cai'  son  loiids  ('lail  inc|)iiisal)lc,  pour  rncllicà  la  place  (|U(;l(jues 
autres  saillies  aussi  Immoi'islicjucs,  mais  un   peu  plus  délicalcs. 

Les  nombreux  rensei^Demenls  lnsLori(jues  (pie  pi  ('sentent  ces 
(l(Mi\  premi('*res  Kécréatlons  a|)pcllent  des  r('lle\i(!iis  analo^nies. 
Lucas  avail  lu  l)eaucoiip  et  son  sens  criti(pie  ('-tail  lr(''s  juste;  mais 
il  ne  prcîtciidait  évidemment  pas,  dans  ses  confcM'cnces,  (aire  œuvre 
(Térudition  et  ses  assertions  ne  peuvent  faire  autorité.  On  regretté 
dès  lorsque  pour  certaines  d'entre  elles,  en  désaccord  avec  ce  qui 
est  couramment  admis,  les  sources  ne  soient  [)as  indiquées;  sur 
les  machinesà  calcul,   une  hibliograpliie  spéciale  fait  d'autant  plus  / 

défaut  que  le  sujet  se  trouve  forcément  très  écourlé  et  que  pour 
nombre  d'appareils  les  indications  sont  plus  que  sommaires. 

Les  jeux  étudiés  dans  les  cinq  Récréations  suivantes  se  rappor- 
tent pour  le  plus  grand  nombre  au  tjpe  de  la  marelle  ou  à  celui 
du  taquin.  Quelques-uns  sont  des  amusements  spéciaux  avec  des 
jetons  ou  des  dames.  Le  jeu  de  rouge  et  noire  est  un  nouveau  sys- 
[vme  de  cartons,  proposé  par  Martin  Gall,  et  avec  lequel  les  com- 
binaisons sont  plus  variées  qu'avec  les  cartes  ordinaires. 

Nombre  de  solutions  ont  été  empruntées  par  Lucas  à  M.  Delan- 
noj,  l'un  des  éditeurs;  elles  sont  en  général  d'une  singulière  élé- 
gance :  je  citerai  en  particulier  l'indication  de  la  marche  pour 
le  jeu  des  jonctions.  Des  points  en  nombre  quelconque  étant 
marqués,  deux  joueurs,  à  tour  de  rôle,  joignent  deux  points,  et  non 
plus,  par  un  trait,  en  observant  qu'un  point  ne  doit  pas  servir 
d'extrémité  à  plus  de  deux  traits;  que  d'un  point  à  un  autre,  il  ne 
doit  pas  être  mené  plus  d'un  trait^  que  deux  traits  ne  doivent  pas 
se  croiser  ni  un  trait  se  recouper  lui-même.  Si  l'on  joue  correcte- 
ment, le  premier  gagne  quand  le  nombre  des  points  est  2  ou  un 
multiple  de  4  moins  i;  dans  tous  les  autres  cas,  il  doit  perdre. 

Paul  Ïaivjvery. 
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MELANGES. 

SUR  LES  INTÉGRALES  PSEUDO-ELLIPTIQUES  DÉPENDANT  DES  RADICAUX 
DU  QUATRIÈME  ET  SIXIÈME  DEGRÉ; 

Par  m.  J.  DOLIiNIA. 

1 .   Cherchons  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que, 
à  une  certaine  valeur  de  H,  l'intégrale 

(  a?  H-  IDdx 


6)3(^7  —  C)3 


soit  exprimée  par  des  logarithmes. 

A  cet  effet,  supposons 

( 

x  —  c  =  —  ; 

7 
alors 

y^-  ^  +  H r -r^l^ dy 

Vic-a)^{c-br  J    Jv/(7+a)2(7-t-P)3 

G  =  —,  a  =  ,  p  = 


c  -\-  Il  c  —  a  c  —  b 

Supposons 

dy 

et  déterminons  y  par  l'équation  différentielle 

ainsi  que  par  la  condition  que  y  a  son  infini  pour  ^  =  o.  Alors 

2(p-a) 


ou 

j  = 


4(c  +  H)  Ç  y-^^  dz 

\/&{c  —  ay{c  —  byJ      y 

4(c  +  H)^ 4 r       ^^ 

v/6(c  — a)2(c— T)3        ^6(c  — a)2(c  — 6)3  J    6/?2-_ji 
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Culciilons  niiiiiilciiaiil   rinlô^Talc 


dz 
A  = 


I>'z-l- 


\\\\    nosani 


nous  avons 


^=/>^.o, 


Nous  avons  encore 


2  [i       }.pzQ\pz  —  pzyi       pz-\-pz^ 


pz—pzQ        p  Jo 

En  outre,  en  posant 

v/[^  =  — \/— '  = 
dans  la  formule 

(    ^"         ..-2 


'      [r(:;-..,)-az  +  ^o)+'^^^-^u|. 


p{~7^^  |^"^'^'2,o)  =  ,a/?(ôo,  ^2,0), 


nous  obtiendrons 


par  conséquent 


I 


pz-^pzo         p(:-o') 
donc 


^\t(z  —  z^i)—  r(^  +  2oO-<-'-i^(^oO]; 


p-^z-^ 


>.pz^p  5o  ' 


|)ar  conséquent 


■ipz^p  z,,      "^  \  :f{z^  z^)  [::;'(«  H-  -SoOj 


Calculons  mainlenant /-'Co/Z-^o-  De  IN'MjuatioM 


P  z  =  Y  \p'-  —  -3 — p-' 


nous  aurons 
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par  conséquent 


PHiîMii'UR  partih:. 


1     4/a^B3 


pZ^p  ^0 


3v^6(c  — a)2(c  —  6)3 
par  conséquent 

A  =  6Ç^ov/G(c  — rt)2(c  — 6)3^; 


-^6(0  — a)2(c 

2 


donc 


4(c  +  II)^ 


(  c>  (^  +^o)  L^l--  -+--'oO  J 


v/6(c  — a)2(c  — 6)3 
Si  nous  choisissons  H  sous  la  condition 


6  +  11 


J/6(c  —  rt)2(c  —  6)3 


nous  aurons  définitivement 
{x  -\-  \\)dx 


fi 


\/{x  —  a'^{x  —  by'^{x  —  c3 
Nous  avons  en  outre 


:f(z  —  Zo)    ,     .,       (f(z  —  Zoi) 


pZ  ~    pZo   = 
pz  —  f)  5o  /  = 

par  conséquent 

(a?  H-  \l)dx 


^''{z-\-z,,)    '    "'"^  :f{z-h  Zoi) 
:^(z^z,):f(z-z,) 


_  r il 


2(^7 bf[x C)3 


=  —  U)^^(pz  —  pzo)  —  i\o^(p  z  —pzoï) 

:f(z  —  ^o)           .,       '^(  z  —  ^0^) 
+  À  lo^  : ,-  2  l  loii' : 


cfz 


:jZ 


Si  c-o 


•10) 


m 


avons 


loj 


CJ'(---5o) 


est  une  partie  commensurable  d'une  période,  nous 

p  =  m  —  I 


= lo< 


/n 


n  >i 


-f-  p-3,,  )      —  p  Zo  jr' 


I.O-l 


p=0 


,         :^(z  —  Z^)  L  )  I 

(j  Z  f)i 


r 

log    J][     j/p(^  +  p^oO-/>^o''jP-'      ('), 


(')  \uir   HiilU'tiii  (les  Scie/ices  t)iatlu'mati(jucs,   p.   \'^~  :   iiiiii   1S93. 


1 


donc 

(x-hU)dT 


i\ 


\ 


-h— loii     I   I     \\  />(  z-\-  pZi^)—pz^,\[/>i  z-i-  pZi,i)-  pz,,i\''^^?   ', 

pr--0 

Nous  axons  le  lli('oi'rm(^  smvani  : 


TmtoiiÈMK.  —  Etant  donnr 

■xi  h  —  a) 
J(c  —  «)(c  —  b) 
I 


v/6(c  —  6) 

si  ^0=  —  ^5^  «ne  partie  commensurable  cr une  période,  r in- 

té  g  raie 

r  ix-^\l)dx 

J    \/{x  —  a)'^{x—bY{x  —  c)3 
s'exprime  par  des  logarithmes. 

2.   Exemple.  —  Soit  donné 

{x  -\-\{) dx 


h 


\/(x  —  aY{x  —  by{x  —  c)-< 
OÙ 

c  =  7.  a  —  b. 
Nous  avons 

l  I  T  I 

c  —  a        a  —  h  c  —  b        -x{a  —  b) 

I 

gi  =  o, 


■S{a  —  b) 

I 


pzn  =  ^ 


2  v/3(«  —  b) 
i 


P^o=    ,; 


{/■^^(^a  —  by^ 

l  -2 


p"zo  =-:  6  p-^  Zo .^2  ^  ^. — rr  > 

■1  3{a  —  b) 


■jijz  rilEMIËIUi   PAHTIi:. 

D'après   la    formule   do    la    (liijjplicalioii    (l(!    i'ar;4imicr!  I ,     nous 
aurons 


/H'^'-o) 


^(a  -  h) 


l 


donc 


•X  (<) 


•}.  Z^j  =   fO,  Zii  =    —y  > 

4 


c'cst-à-dirc  c„  esl  le  (jiiarl  (Tu ne  période;  rinléj^rale 

(.r  -4-  H  )<'/.r 


/ 


{/{a?  — a)2(a7  —  bf{x  —  cY 


s'exprime  par  des  logarithmes.  Nous  avons  donc  le  lliî'orème  sui- 
vant : 

T  ni' ou  KM  F..  —  Si  les  racines  h,  «,  c  du  polynôme 

(.r  —  a)^{x  —  b)'^{x  —  cY 

forment    une  progression    aritJiméiique    dont    la    raison    est 
(a  —  6),  l' intégrale 

{.T-h-  U)dx 


J  ''i/(x~ay-{x—by(x  —  cy^ 

s'exprime  par  des  logarithmes. 


3.    Résolvons  un  problème  semblable  rclalivenjcnl  à  1  ml«''i;i'ale 

(x  -+-  H) dx 


En  posant 


nous  aurons 


i  vw^ 


a)3(x--i-  b)\x  —  c)'* 


x  —  <?  =  —  ) 

y 


J=-^. 


c+H  r  {y-^G)dy 


j 


V{c-a)Hc-b)U  7v/(r  +  a)3(^+p)' 


ou 


a  = 


c  —  a 


c-b 


Grr. 


C-hU 


Supposons 


dy 


dz, 


I 


I 


MÉi.AN(;i:s.  'o*^ 

cl  (l(M('rniiiM)iis  )'  |);ir  rr(|iiiil  Ion  dillricnl  Icllc 

ainsi    i\\\c    piir    la    condilion    i\uv    y  \y   son    infini    poui  •;  --  o.  Ilcsl 
facile  (le  pronvcr  par  la  swhslilullon  iniinrdialc  (pic 


/>'.-  = 


Alors 

(c-hU)z 


sl^^p'^-'h;; 


j  =  — 


1  r       dz 


J    110  p'^z  —  '^ 


./  = 


V/i^^''~"^'^"~^^''        '^''V^i3?35('^-'')'(^-*)'* 


A=-      T— ^ 


p3  2 L. 

^  120 


Supposons 


nous  aurons 


P  3 

120 


p-^z—p'^zo         ^p'^Zo\pz—pZ(^        pz—pzz,,        pZ—pi'ZQ 

ou 

'  '  \r,{z-z,)-l{z-^-z,)] 


p^z  —  p^ZQ        '^p'zqP^Zq 

-^  z\t{z  ~  zz,)-  -C^iz  ^  zz,)\ 

c3  —  1  =  0: 

par  conséquent 

■i^{zq)z 


A  = 


P'^Zqp'zq 

i__        \^{z-z,)  ï:^{z-zz,)Y\^{^-:-l^Y\ 
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(^alciil()?is  n\ii\i\lci\.\[\\  //'- z-i^ // Zi).  \)c  l'cqualion 


>'.  =  ^i 


p'Z—   ^     — , 
60 


nous  avons 


/>  ^0 


donc 


i/lr 


J       (i^  /     a 


p-^z,,p'  z,,— 


alors 


()0  y \-).o{c  —  a)'^{c  —  b )'• 


G/        .^> 


<>:(-o)^ 


—  loer 


'(^  —  ^0 }  r ^( ^  —  £ 


En  posant 


'{z  H-  -So)  L  ^(^ 
CH-H 


v/^.(^— )H^-^»'^ 


+  6^5o=  o, 


nous  obtiendrons 
./=-lo 


^\^{z-^z^)\:f{z-^tz^)\    y^{z-^'o^ZQ)\ 


OU 


y  =  logj(/?5— p^o  )(/?-— /?£^o)'(/>-—/?  £^So  F  j 


OU  enfin 


h 


(  37  +  H  )  do' 


\/{x  —  ay{x  —  b)\x  —  c)'* 
=  \o^\{p^—pzo){pz  —  pzzo)^{pz  —p=Jzoy-'-\ 

p  =  w  —  1 

x[p{z-pt^Zo)-pz^ZoY-\p-'     (•), 


'0  — 


10) 


m 


(  ')  Loc.  cit.,  p.  i36. 
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Thi^ouème.  —  Klaiil  donm'' 


b  —  a 


si  Z0=  —  est  une  partie  comniensurable  cV une  période,   V in- 


téiii'ale 


j  Vî^ 


(.r-h  \\)d.r 


s^ exprime  par  des  logarithmes. 


4.  Exemple.  —  Soit  donné 


'=j  {/(^^^ 


{x  -\-  \\)  dx 


ou 

Nous  avons 


—  ay^{x  —  byux—  c)** 


i(b-a)' 
^'2  =0,  ^-^^ 


[       3^3 

•2  y    13 


r 

b- 

-a) 

3()o(^ 

—  a 

) 

p'z^  = 

-v 

/  a 

D'après    la    formule    de    la    duplication    de    l'argument,    nous 
aurons 


piZ(i  = 


9p-8a    3/fi    _   i 


8a 


d'où 


1  ')       '2  V^    1 5 


■J<^ 


pz^, 


IM 


^0  = 


3    ' 


rintégrale  j  s'exprime  par  des   logarithmes.  Nous  avons  donc  le 
théorème  suivant  : 

Théorèmk.  —  S^il  existe  parmi  les  racines  du  polynôme 

(  X  —  a  Y  (  X  —  b  f  (  X  —  c  )* 
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la  relation 

V  intégrale 


/: 
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c  =  l^h—  3a, 

{x^\\)d.r 


s'exprime  par  des  lo<yaritJimes. 
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COMPTES  ki:m)us  et  analyses. 

Emile  PICARD.  —  Traité  d'Analyse.  Tome  II  :  Fonctions  harmoniques  et 
fonctions  analytiques.  Introduction  à  la  théorie  des  cquatio/is  di[f'ércn- 
ticllcs.  Inlc'^ralcs  ahélicnncs  et  surfaces  de  Ricinann.  i  vol.  u^w  in-8,  5oo  p. 
Paris,  GaulliicM--Villars  cl  fils. 

Ce  Tome  11  du  Trailè  cV Analyse  de  M.  Picard  est  consacré  siir- 
loiil  à  la  lliéorie  des  fonctions  analytiques  et  harmoniques.  Bien 
que  l'objet  principal  qu'ait  en  vue  l'auteur  soit  la  théorie  des  équa- 
tions diflérentielles,  cette  théorie  (du  moins  entendue  au  sens  clas- 
sique) n'occupe  encore  que  deux  Chapitres  d'un  Volume  de  5oo 
pages.  Il  n'y  a  pas  lieu  de  s'en  étonner,  si  Ton  réfléchit  que  les  Ma- 
thématiques ne  comportent  pas  en  réalité  de  divisions  naturelles, 
mais  que  les  théories  et  les  méthodes  s'y  enchevêtrent,  empiètent 
les  unes  sur  les  autres,  à  tel  point  que  tout  groupement,  toute  dé- 
limitation entre  elles  est  nécessairement  arbitraire.  Tel  cas  parti- 
culier d'une  théorie  difficile  qui  s'ébauche  à  peine  est  indispen- 
sable au  développement  complet  d'une  analyse  toute  difl'érente. 
C'est  ainsi  que  des  notions  de  Géométrie  de  situation  intervien- 
nent dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques  et  de  leurs  inté- 
grales. C'est  ainsi  encore  que  l'étude  des  équations  différentielles 
ordinaires  même  du  premier  ordre,  reposant  sur  les  propriétés  des 
fonctions  analytiques,  veut  être  précédée  d'une  étude  de  l'équation 
de  Laplace,  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  mais 
particulière.  «  Je  pourrais  prétexter,  dit  l'auteur  dans  sa  préface, 
que  l'équation  de  Laplace  est  une  équation  diff'érentielle.  J'aime 
mieux  avouer  que  mon  plan  s'est  un  peu  élargi.  »  Aucun  lecteur  ne 
s'en  plaindra,  n^ais  tous  se  féliciteront  d'être  mis  en  possession  de 
ressources  variées  et  fécondes  qui  leur  permettent  de  comprendre 
et  même  de  poursuivre  les  travaux  mathématiques  les  plus  im- 
portants et  les  plus  nouveaux. 

Il  ne  manque  pas  de  Traités  classiques  où  se  trouve  exposée  la 
théorie  des  fonctions  analytiques.  Mais  leurs  auteurs,  même  dans 
ces  dernières  années,  sont  restés  presque  exclusivement  fidèles  aux 
doctrines  de  Cauchy.  On  sait  qu'une  fonction  analytique  f  de  la 
variable  complexe  ^  =  ^  4-  /y  est,  d'après  Cauchy,  une  quantité 
Bull,  des  Sciences  mathém..,  2"  série,  t.  XVII,  (Décembre  1893,)  uZ 
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complexe    u-\-iv   variable  avec  x^  y,    et    telle    que    le    rapport 

-2i_  ^ tende  vers  une   limite  quand  ^z   tend  vers  zéro 

^z  Aa?  -\-  i  ^.y  *■ 

d'une  façon  quelconque.  Mais  on  sait  également,  d'après  Riemann, 
quel  avantage  il  j  a  dans  bien  des  cas  (et  même  quelle  nécessité)  à 
considérer  5e/?a;'e/ne/2Hes  deux  fonctions  réelles  u[x^y)  et  v(x,y). 
Ces  deux  fonctions,  qui  satisfont  aux  deux  conditions 

da         ôv  du  _         d^> 

^    '  ùx        dy  ày  dx 

satisfont  par  suite  à  l'équation  de  Laplace 

ce  sont  donc  des  fonctions  liarinoniques.  Inversement,  à  toute 
fonction  harmonique  u{x,y)  correspond  une  fonction  conjuguée 
ç(x^y)  (définie  aune  constante  près),  c'est-à-dire  une  fonction  t^ 
qui  vérifie  les  conditions  (i),  telle  par  suite  que  u -\-  zV  soit  fonc- 
tion analytique  de  ô.  On  voit  ainsi  comment  les  propriétés  des 
fonctions  analytiques  et  celles  des  fonctions  harmoniques  sont  cor- 
rélatives et  en  quelque  sorte  adéquates.  Dans  la  méthode  de  Cau- 
chj,  c'est  sur  le  symbole  complexe  u  +  w  que  portent  tous  les 
raisonnements,  et  les  théorèmes  résultent  directement  de  ce  fait 

que  le  rapport  —  a  une  limite  pour  A^  =  o.  Dans  la  méthode  de 

Riemann,  ce  sont  les  équations  (i)  et  (2)  assujettissant  les  fonctions 
réelles  w,  (^,  qu'on  prend  comme  point  de  départ.  Chacune  des 
deux  méthodes  a  ses  avantages  :  la  méthode  de  Cauchy  est  un  mer- 
veilleux instrument  de  recherche  et  d'invention;  elle  rend  intui- 
tives une  foule  de  propositions  fondamentales;  elle  porte  au  plus 
haut  degré  de  simplicité  et  d'élégance  des  théories  qui,  sans  la  no- 
tation des  imaginaires,  seraient  presque  inextricables.  àNlais  la  mé- 
thode de  Riemann  semble  pénétrer  plus  au  fond  des  choses  :  la 
théorie  des  fonctions  algébriques  et  abéliennes  le  montre  d'une 
façon  éclatante.  Un  exemple  élémentaire  fournit  d'ailleurs  une 
excellente  comparaison  entre  les  deux  doctrines  :  le  théorème  de 
Cauchy,  qui  s'exprime  par  l'égalité 
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o\.iJ[z)  (J(;signc  une  lonclioii  lioluiiiorplic  à  rinL<;ri('iir  (Ju  conloiir 
ferme  5  conlenant  le  poinl  j?,  est  d'une  démonslralion  aussi  élé- 
i;anle  (juc  faeile;  des  propriétés  de  la  [)lus  liaute  importance  en 
découlent  sans  peine  (développement  de /(5)  en  série  de  Tajlor, 
valeurs  d'une  fonelion  liolomorplie,  etc.).  Mais  ee  théorème  ne 
rournil  aucune  réponse  à  Ja  question  capitale  de  savoir  comment 
on  peut  disposer  des  valeurs  de/(z)  le  long  de  s.  Seuh;,  la  mé- 
thode de  Iliemann  et  la  théorie  des  fonctions  harmoniques  permet 
de  montrer  qu'il  estloisible  de  se  donner  arbitrairementles  valeurs 
de  u  le  loni;-  des,  et  que  la  fonction  holomorphe  u  +  iy  est  alors 
déterminée  dans  s  (à  une  constante  près).  Il  est  donc  indispen- 
sable à  quiconque  aujourd'hui  s'occupe  d'Analyse,  de  posséder  les 
deux  méthodes,  d'en  avoir  approfondi  les  relations.  Le  Traité  de 
M.  Picard  est,  je  crois,  le  premier  Ouvrage  classique  où  la  théorie 
des  fonctions  analytiques  soit  développée  systématiquement  à  ce 
double  point  de  vue. 

Le  premier  Chapitre  s'ouvre  par  la  définition  des  fonctions  ana- 
lytiques d'une  variable  complexe.  Après  avoir  introduit  les  notions 
de  dérivée  et  d'intégrale,  et  montré  quels  rapports  étroits  existent 
entre  les  fonctions  analytiques  et  harmoniques,  l'auteur  indique 
immédiatement  la  généralisation  qu'a  faite  M.  Beltrami  de  la  théo- 
rie des  fonctions  analytiques,  en  considérant  la  représentation  con- 
forme sur  le  plan  des  «,  s^  d'une  surface  quelconque  2  rapportée 
aux  deux  paramètres  œ,y.  Soit  u{x,y).  v{x,y)un  des  systèmes 
qui  effectuent  une  telle  représentation  :  si  l'on  appelle  fonction 
complexe  du  point  {x^y)  sur  la  surface  S  la  combinaison  u  +  iV, 
les  deux  fonctions  w,  ç  satisfont  à  deux  équations  analogues  aux 
équations  (2),  et  chacune  d'elles  vérifie  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  qui  est  l'analogue  pour  la  surface  S  de 
l'équation  de  Laplace  pour  le  plan.  Cette  généralisation  joue  un 
rôle  important  dans  l'étude  approfondie  des  fonctions  algé- 
briques. 

La  seconde  partie  du  Chapitre,  la  plus  considérable,  est  consa- 
crée à  l'équation  de  Laplace.  Les  propriétés  fondamentales  de  cette 
équation  (détermination  unique  d\ine  intégrale  par  ses  valeurs  sur 
un  contour,  impossibilité  d'un  maximum  ou  d'un  minimum,  etc.) 
sont  démontrées  avec  un  soin  particulier.  L'auteur  insiste  no- 
tamment sur  ce  fait  que  les  intégrales   u^x^y)  de  Féquation  de 
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Laplace  sont  des  îonciions  analytiques  de  chacune  des  variables 
^,  y.  C'est  en  effet  un  théorème  capital,  dont  dépend  toute  la  théo- 
rie des  fonctions  harmoniques,  et  il  importe  d'autant  plus  de  le 
démontrer  qu'il  ne  s'étend  aucunement  à  toutes  les  équations  du 
second  ordre,  si  simples  qu'elles  soient,  si  voisines  qu'elles  pa- 
raissent de  l'équation  de  Laplace.  Il  suffit,  pour  le  comprendre, 
de  se  rappeler  l'exemple  de  l'équation 

C'est  là  ce  qui  conduit  Fauteur  à  une  remarquable  digression 
où  il  expose  quelques-uns  des  plus  beaux  résultats  qu'il  a  obtenus 
sur  les  équations  qui  généralisent  l'équation  de  Laplace;  je  me 
bornerai  à  citer  le  suivant  :  «  Dans  la  région  du  plan  où  h^ —  ac 
est  négatif,  l'équation 

d^u  ,    ô-u  d^  Il         jdii  du         - 

a  — —  -h  9.0  -7 — ^ h  c  — —  -h  a- he-— +/w  =  o 

âx^  oxoy  ây^  ox  ày 

ne  saurait  admettre  plus  d'une  intégrale  régulière  à  l'intérieur  d'un 
contour  fermé  et  prenant  sur  ce  contour  des  valeurs  données, 
pourvu  du  moins  que  ce  contour  soit  suffisamment  petit.  »  —  La 
méthode  de  M.  Neumann  pour  déterminer  effectivement  une  fonc- 
tion harmonique  d'après  ses  valeurs  sur  un  contour  convexe,  ex- 
posée d'après  les  idées  de  Kirchhoff  et  avec  toutes  les  remarques 
qu'exigent  les  applications,  termine  ce  premier  Chapitre. 

De  l'intégrale  de  Poisson  (relative  au  cercle)  découlent  immé- 
diatement les  développements  desfonclions  harmoniques  en  séries 
de  polynômes  homogènes.  En  combinant  les  développements  de 
deux  fonctions  conjuguées,  on  obtient  le  développement  en  série 
de  Tajlor  d'une  fonction  analytique.  L'étude  de  ces  séries,  qui 
fait  l'objet  du  second  Chapitre,  conduit  de  la  manière  la  plus  na- 
turelle au  problème  dw  prolongement  analytique  des  fonctions. 
A  l'aide  d'exemples  caractéristiques,  l'auteur  a  su  en  quelques 
pages  élucider  cette  question  si  délicate.  On  ne  saurait  trop 
signaler  cette  partie  du  Traité  à  l'attention  des  lecteurs  qui  veulent 
approfondir  la  notion  de  fonction  analytique. 

Le  problème  de  Dirichlet,  qui  est  appelé  à  jouer  un  rôle  capital 
dans  la  suite,  n'est  résolu  par  la  méthode  de  M.   Neumann   que 
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dans  le  cas  d'une  n\vc  convexe.  \a\  f)ro('('td(i  altcnir  de  M.  Scliwarz 
|)erinel  d^'lcndrc  C(Mle  solution  à  des  aii-cîs  beauconp  plus  com- 
pll(jM('('s;  il  s'applicpie  (raillcnis  aussi  hien  à  loule  une  classe 
d'cMpial  ions  du  second  ordre  doni  r(';(jualion  de  Laplace  ii'estqu  un 
cas  paiiiculicr,  par  e\eni|)lc  à  I  ('(pialion 

1 —  h^u. 

C'est  rexposition  chî  ce  j)rocédé,  faite  avec  une  jurande  sim- 
plicilé,  qui  rempli I  \(\  Chapitre  IV.  J.e  Chapitre  suivant  est 
consacré  à  la  méthode  si  originale  de  M.  Poincaré  qui  convient 
pour  une  aire  absolument  quelconque.  Les  principales  solutions  du 
problème  de  Dirichlet  se  trouvent  ainsi  développées  et  compat^ées 
dans  les  deux  premiers  Volumes  du  Traité  de  M.  Picard. 

Après  cette  étude  approfondie  des  fonctions  harmoniques  et 
conjuguées,  vient  un  exposé,  rapide  mais  complet,  de  la  méthode 
de  Cauclij.  Une  fois  relrouvé,  par  celte  voie,  le  développement 
en  série  de  Tajlor  d'une  fonction  analytique,  les  théorèmes  sur  les 
points  singuliers  (pôles,  points  essentiels,  points  critiques),  sur  les 
décompositions  en  sommes  et  en  produits,  sont  démontrés  à  la 
façon  ordinaire.  Sans  insister  outre  mesure  sur  des  propositions 
bien  connues,  l'auteur  s'est  attaché  surtout  à  les  illustrer  par  des 
exemples  remarquables  :  nous  citerons  notamment  la  décompo- 
sition en  produit  d'une  fonction  ayant  ses  zéros  distribués  tout 
le  long  d'un  cercle  (coupure  essentielle  de  la  fonction). 

Le  Chapitre  VI  renferme  les  plus  belles  applications  du  Calcul 
des  résidus  :  Théorie  des  indices,  développements  des  fonctions  en 
sommes,  série  de  Fourier,  etc.  Le  procédé  si  curieux  par  lequel 
Cauchy  obtient  celte  dernière  série  est  mis,  grâce  à  quelques  mo- 
difications heureuses,  à  l'abri  de  toute  critique  de  rigueur. 

Parla  théorie  des  indices  l'auteur  se  trouve  amené  à  discuter 
le  nombre  des  racines  communes  à  deux  équations  simultanées. 
Le  premier  Volume  renfermait  déjà  un  Chapitre  relatif  à  cette 
question;  mais  la  solution  restait  incomplète.  Après  avoir  déduit 
bien  simplement  d'une  propriété  des  fonctions  harmoniques 
le  théorème  de  M.  Ivronecker,  M.  Picard,  en  substituant  au  sys- 
tème des  deux  équations  un  certain  système  de  trois  équations 
à  trois  inconnues  dont  le  déterminant  fonctionnel  est  carré  parfait, 
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obtient  le  nombre  des  points-racines  contenus  dans  un  contour 
fermé  sous  forme  d'une  intégrale  double  étendue  à  un  certain 
domaine.  L'ap|)lication  au  cas  où  la  courl^c  limite  est  formée 
d'arcs  al^^ébriques  est  particulièrement  sim[)le. 

Le  Chapitre  Vlll  traite  des  intégrales  des  fonctions  non  uni- 
formes :  l'étude  des  intégrales  liyperelli[)tiques,  du  nombre  et  de 
la  réduction  de  leurs  périodes,  prépare  celle  des  fonctions  algé- 
briques en  général;  l'étude  des  intégrales  hypergéomélriques  et  de 
leurs  points  singuliers,  en  particulier  des  périodes  de  l'intégrale 
elliptique,  conduit  à  une  démonstration  de  ce  théorème  célèbre  dû 
à  l'auteur  :  une  fonction  qui  n'a  dans  tout  le  plan  que  des  pôles 
peut  prendre  toutes  les  valeurs,  sauf  deux  au  plus. 

La  théorie  des  fonctions  analytiques  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes est  loin  d'être  aussi  avancée  que  celle  des  fonctions 
d'une  seule  variable.  Indiquer  les  quelques  propositions  générales, 
d'une  application  fréquente,  qu'on  a  pu  établir  sur  ces  fonctions, 
tel  est  le  but  du  neuvième  Chapitre.  Après  une  extension  de  la  série 
de  Taylor  au  cas  de  plusieurs  variables,  vient  un  théorème  fonda- 
mental sur  la  décomposition  en  facteurs  d'une  fonction  de  plusieurs 
variables  :  de  ce  théorème  résulte  une  démonstration  directe  de 
l'existence  des  fonctions  implicites.  Mais  la  partie  la  plus  inté- 
ressante du  Chapitre  est  relative  aux  intégrales  doubles  des  fonc- 
tions de  deux  variables  complexes  et  à  l'extension  du  théorème 
de  Caucliy  d'après  M.  Poincaré.  La  notion  àe  périodes  des  inté- 
grales doubles  (résidus  de  points  ou  désignes  de  l'hyperespace) 
est  introduite  à  l'aide  de  quelques  exemples  très  simples.  Il  est 
impossible  d'apporter  plus  de  clarté  dans  une  matière  plus  obscure. 
La  principale  application  consiste  en  une  démonstration  rigou- 
reuse de  la  formule  de  Lagrange  pour  une  ou  deux  équations. 

Un  Chapitre  relatif  à  la  représentation  conforme  d'une  aire  plane 
sur  un  cercle  termine  cette  théorie  générale  des  fonctions  analy- 
tiques. Après  avoir  rappelé  les  propositions  de  M.  Schwarz  sur  les 
fonctions  harmoniques  régulières  le  long  d'un  arc  analytique  et 
montré  l'équivalence  du  problème  de  la  représentation  conforme 
et  du  problème  de  Dirichlet,  l'auteur  (en  se  bornant  toutefois  aux 
contours  formés  de  lignes  analytiques)  lève  l'objection  posée  par 
Harnack  :  «  La  correspondance  univoque  entre  les  points  des  deux 
aires  s'étend-elle  nécessairement  aux   points  des  contours?  »   Il 
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(l(''V("l()|)p(*  <'iisnil('  la  MK'lliodc  pai'  I;m|ii('II('  M.  Scliwarz  a  f^tahli  la 
|)OSsil)ilil(''  (le  r('|)r<''s('iilcr  sur  nu  v.vvolo  loulc  aire;  |)lari('  siiiiph;- 
iiKMil  comicxc  liniilcc  pai-  iiii  iioinhic  (iiii  (rares  anal  \  I  hiim's  rc- 
^ullcrs.  (  icilc  iiK-lliodc  (•.()m[)l(';tc  l'exposé  (l(;.s  sol  ni  ions  (\\\  prohlrrne 
(le  Diriclilcl .  Il  convM'nl,  <r()l)S{îrv(îr  (p  Te  Ile  rcnl  te  cnl  irrerncnl.  dans 
la  doclrinc  de  (Jlaucliy. 

(Vosl  aux  ('(piations  diflV'rcnlicllcs  ordinaires  cpic  sont  consacrés 
l(\s  (]liapiliH's  \l  cL  \ll.  r^a  première  question  (pi'il  irn[)orle  évi- 
demnienl  de  résoudre  est  la  suivante  :  a  Tout  système  d'équations 
diflerentielles  admet-il  des  intégrales,  et  quel  est  le  degré  d'indé- 
lerminalion  de  ces  intégrales?  »  Cauehj  a  répondu  le  premier  à  la 
question  en  montrant  qu'un  système  de  m  équations  du  premier 
ordre  portant  sur  m  fonctions  réelles  y  ^^yo^  .  .  .  ,jK/«  de  la  variable 
réelle  x 

admet  un  système  de  m  intégrales  et  un  seul  qui,  pour  ;r  =  Xq,. 
prennentdes  valeurs  arbitiairesj'J,yJ,  .  .  .  ,^^^.  Ce  théorème  exige 
seulement  que  les  fi  satisfassent  à  certaines  conditions  de  conti- 
nuité dans  le  voisinage  de  x^^y^,  .  .  . ,  j'^„.  La  méthode  de  Cauchy, 
rendue  tout  à  fait  rigoureuse  par  M.  Lipschitz,  consiste  à  regarder 
les  équations  différentielles  comme  limites  d'équations  aux  diffé- 
rences finies.  Après  cette  démonstration  de  l'existence  de  l'inté- 
grale générale,  M.  Picard  en  indique  une  seconde  qui  lui  est  due 
et  qui  repose  sur  une  méthode  d'approximations  successives  :  par 
cette  seconde  méthode,  l'intégrale  est  définie  dans  un  champ  moins 
vaste  que  par  la  précédente,  mais  elle  se  trouve  développée  en 
série  convergente.  Enfin  vient  une  troisième  démonstration  qui 
s'applique  cette  fois  au  cas  où  les  fonctions  /'/  sont  des  fonctions 
holomorphes  des  variables  complexes  x,yi,  .  .  .,ym,  dans  le  voi- 
sinage de  Xo,y^^^  .  .  .,y^^.  La  méthode  dite  Calcul  des  limites^ 
inventée  par  Cauchj  et  simplifiée  par  Briot  et  Bouquet,  montre 
en  toute  évidence  qu'il  existe  un  système  d'intégrales  analytiques 
holoîuorphes  et  un  seul  qui,  pour  x^^Xq.,  prennent  respective- 
ment les  valeurs  y  5*7  •  •  '  i  y^m- 

Mais  n'existe-t-il  pas  d'autres  intégrales  qui,  quand  x  tend  vers 
Xq  suivant  une  certaine  loi,  tendent  vers  les  valeurs  y^,  .  .  .jJkJ^? 
La  question  est  beaucoup  plus  délicate  que  pour  le  cas  des  variables 
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réelles  et  il  importe  d'j  répondre  :  sinon  des  résultais  qui  comptent 
parmi  les  résultats  les  plus  importants  de  l'Analjse  seraient 
ébranlés.  L'auteur  établit  que  le  système  d'intégrales  liolomorphes 
est  bien  unique  à  l'aide  d'un  procédé  très  élégant  où  inicrvicnnent 
les  théorèmes  démontrés  antérieurement  sur  les  fonctions  impli- 
cites (^).  Ces  généralités  se  terminent  par  une  comparaison  entre 
la  première  et  la  dernière  méthode  de  Cauchj  :  les  intégrales  ana- 
lytiques se  trouvent^  déhnies  par  la  première  méthode  généralisée 
dans  un  champ  plus  vaste  que  parle  Calcul  des  limites.  Ce  Chapitre 
est  à  coup  sûr  un  des  plus  originaux  et  des  plus  importants  du  vo- 
lume. Les  propositions  qu'il  renferme  dominent  toute  la  théorie  des 
équations  différentielles.  L'exposé  des  deux  premières  méthodes 
rappelle  l'attention  sur  des  principes  féconds,  longtemps  négligés 
dans  l'étude  trop  exclusive  des  fonctions  analytiques,  et  dont  les 
travaux  récents  de  M.  Poincaré  et  de  M.  Picard  ont  montré  toute 
la  portée.  Enfin  l'extension  au  champ  imaginaire  des  méthodes 
d'approximation  du  champ  réel conslilue  un  procédé  entièrement 
nouveau  dont  il  semble  qu'on  puisse  tirer  grand  parti  (-). 

Les  équations  du  premier  ordre,  qui  se  présentent  comme  étant 
les  plus  simples  auxquelles  on  puisse  appliquer  ces  généralités, 
font  l'objet  du  Chapitre  Xll.  Une  propriété  caractéristique  des 
équations  du  premier  ordre  et  qu'il  importe  d'établir  tout  d'abord, 
c'est  que  les  intégrales  d'une  telle  équation  (algébrique  en  y,  y') 
ne  peuvent  présenter  de  points  singuliers  transcendants  mobiles, 
c'est-à-dire  variables  avec  la  constante  d'intégration.  Cette  pro- 
priété creuse  une  différence  essentielle  entre  le  premier  ordre  et  les 
ordres  supérieurs.  Une  fois  qu'on  l'a  démontrée,  il  n'y  a  aucune 
difficulté  à  voir  que  les  seules  équations  du  premier  ordre  et  du 
premier  degré  dont  les  points  critiques  soient  fixes  sont  des  équa- 
tions de  Iliccati,  non  plus  qu'à  opérer  l'inversion  de  l'intégrale 
elliptique.  Des  indications  substantielles  sur  les  fonctions  double- 
ment périodiques,  notamment  sur  les  fonctions  Al(c)  et  AI,  (:;) 
terminent  cette  première  étude  des  équations  différentielles. 
La  fin  du  Volume  (cinq  Chapitres)  est  remplie  par  une  théorie 

(  ')  On  pourrait  d'ailleurs  parvenir  à  la  même  conclusion  en   ayant  recours  au 
seul  calcul  des  limites. 

(')  L'auteur   en   a    donne   rccenimcnl    une    importante    applicaiinn   {Compte 
rendus,  9  octobre  1898). 
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cumplt'lc  (l(îs  foiiclioiis  nlj;(':l)ri(jii('.s  et  de  leurs  inlc'fj^ralos.  L'auteur 
conniiciicc  par  rliil»!!!'  le  I  iM-orcmc  de  iNdllici"  (|iii  lui  j)(;rni(;l  de 
(aire  di>j)arailr('  les  poiiils  iiiull  iph's  à  lan'^ciiihs  confondues.  On 
|)(Mil  (1rs  lors  coiinI  i-iiii-(>  sans  dilficnlh'  le  pliin  de  l'ucinann  à 
///  Ictiillels,  on  |)lns  i;éu(''raleinenL  la  surface  à/-»  lions  (jui  eoii(;s- 
pond ,  (ra|)r('s  les  idées  de  (  Jifford,  à  la  relalion  al^('d)rique  de  {;enre^ 
ainsi  siinplili('e.  L'cxlensioii  des  ihéorèmes  de  Caueliy  et  de  Green 
aux  fonctions  de  la  variable  complexe  sur  la  surface  de  liiemann 
devient  ainsi  presque  intuitive.  On  ne  saurait  présenter  sous  une 
forme  plus  séduisante  et  plus  aisée  une  théorie  presf|ue  toujours 
embarrassée  de  diseussions  fastidieuses.  Peut-être  le  souci  de 
Télégance  et  de  la  concision  a-t-il  entraîné  Fauteur  à  ne  donner 
sur  les  points  de  détail  (construction  des  circuits  fondamentaux, 
rétrosections,  etc.)  que  les  explications  strictement  nécessaires. 
Le  lecteur  qui  n'aurait  pas  l'habitude  de  ces  considérations  remé- 
diera aisément  à  cette  brièveté  en  traitant  avec  soin  quelques 
exemples  particuliers. 

Une  fois  définies  les  surfaces  dcRiemann,  Fétude  des  fonctions 
algébriques  est  développée  suivant  deux  méthodes  inverses  :  d'a- 
bord en  partant  d'une  relation  algébrique  donnée,  ensuite  en  par- 
lant d'une  surface  de  Riemann  donnée.  La  première  méthode 
occupe  deux  Chapitres  :  le  théorème  d'Abel  et  ses  conséquences, 
le  nombre  des  intégrales  de  première  espèce  et  de  leurs  périodes, 
la  réduction  des  intégrales  aux  formes  normales,  le  théorème  de 
Riemann-Roch,  la  définition  du  genre  d'après  M.  Weierstrass,  etc., 
voilà  autant  de  points  qui  sont  traités  d'une  façon  magistrale  et  mis 
à  l'abri  de  toute  critique.  Les  transformations  birationnelles  d'une 
courbe  en  elle-même  et  les  courbes  normales  de  M.  Nœtherfont 
l'objet  d'une  discussion  détaillée.  On  sait  que  cette  théorie  entraîne 
d'importantes  conséquences  pour  les  équations  difterentielles. 

Pour  ce  qui  est  de  la  seconde  méthode,  l'auteur,  suivant  les  idées 
de  Riemann,  commence  par  établir  (mais  en  toute  rigueur)  l'exis- 
tence des  fonctions  harmoniques  d'abord  sur  une  surface  de  Rie- 
mann ouverte,  puis  sur  une  surface  de  Riemann  fermée.  Des  fonc- 
tions harmoniques  de  première  et  de  seconde  espèce,  on  passe 
aux  fonctions  analytiques  de  première  et  de  seconde  espèce,  enfin 
auxfonctions  algébriques,  et  Ton  parvient  ainsi  àfaire correspondre 
à  toute  surface  de   Riemann   une  classe  de  courbes  algébri([ues. 
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J^es  modules  do  la  surface  de  Riemann  s'introduisent  d'eux-mêmes 
dans  cette  démonstration.  Les  théorèmes  d'existence  pour /'e^wa- 
t\on  de  Bellrami  correspondant  à  une  surface  (juelconcjue, 
théorèmes  démontrés  par  M.  Klein  à  l'aide  de  considérations  phy- 
siques, peuvent  élre  établis  rij'oureusemeiit  comme  pour  l'équa- 
tion de  Laplacc,  {^râce  au  procédé  alterné.  Une  conséquence  remar- 
quable à  laquelle  on  arrive  ainsi  est  la  suivante  :  «  A  tout  disque 
plan  à  y?  trous  correspond  une  classe  de  courbes  algébriques  ». 
IMur  que  deux  tels  disques  puissent  être  représentés  l'un  sur 
l'autre  d'une  façon  conforme,  il  faul  et  il  suffit  que  les  deux  classes 
de  courbes  correspondantes  coïncident;  c'est  le  théorème  de 
M.  Sehotlky.  Toutes  les  objections  qu'on  pouvait  opposer  à  ces 
beaux  résultats  sont  ainsi  levées  pour  la  première  fois. 

Les  courbes  de  genre  o  et  i  font  l'objet  d'une  étude  spéciale 
dans  le  dernier  Chapitre,  où  se  trouvent  mises  en  évidence,  d'une 
manière  très  directe,  quelques-unes  des  propriétés  les  plus  impor- 
tantes des  fonctions  doublement  périodiques. 

Cette  analyse  montrera,  je  pense,  la  richesse,  la  nouveauté  et  la 
variété  des  matières  qui  composent  ce  Volume,  où  l'auteur,  encore 
une  fois,  ne  s'est  pas  enfermé  dans  un  cadre  étroit  ni  soumis  à  un 
ordre  inflexible.  Chaque  théorie  a  été  pour  lui  l'occasion  de  dévelop- 
per les  méthodes  les  plus  riches  en  conséquences,  d'en  montrer  les 
rapports  et  les  extensions  possibles.  Faire  pénétrer  profondément 
le  lecteur  dans  des  notions  essentielles  (telles  que  la  notion  de  fonc- 
tion analytique),  exposer  avec  simplicité  et  rigueur  des  doctrines  obs- 
cures et  difficiles,  mais  en  quelque  sorte  primordiales  (comme  celle 
des  fonctions  algébriques),  ouvrir  à  tous  des  théories  neuves  des- 
tinées à  déborder  bien  au  delà  de  leurs  limites  actuelles  (méthodes 
d'intégration  de  l'équation  de  Laplace,  méthodes  d'approximations 
successives,  intégration  double  des  fonctions  complexes,  etc.), 
ce  sont  là  autant  de  qualités  maîtresses  d'un  Livre  didactique.  Pour 
ce  qui  est  de  l'élégance  et  de  la  sobriété  de  la  rédaction,  de  Fart 
surprenant  avec  lequel  toutes  les  difficultés  minutieuses  se  trou- 
vent éliminées,  du  relief  avec  lequel  les  idées  essentielles  se  déta- 
chent sur  le  fond  des  raisonnements,  les  lecteurs  du  premier  Vo- 
lume n'ont  rien  à  apprendre  sur  ce  point.  Pai  l  Paizslevé. 
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IMiciiKL  PIIIMPPOKF.  —  Sun  i-Ks  invaiuants  dus  équations  diffkren- 
TiELLKS  LiNKAiRiis.  II(M(l('ll)er};,  Cari  Winlcr's  Univcrsilulsbucliliandlung, 
i8()'A. 

L;i  llii'onc  (les  inv;iri;mls  des  ('(jnalions  diHV-rcnLicIlcs  linéaires 
joue,  comiiic  on  sail,  nn  ^land  vCAv.  dans  l'élude  de  ces  équations. 
Inlroduils  dans  TAnal^'se  par  Laguerre  cl,  l^rioselii,  ils  lonl  la 
l)asc  du  INL'-nioifc  célèbre  d'IIalplien  sui-  la  léduclion  des  écjua- 
lions  dilIV-rcnlicllcs  linéaires  aux  foiines  intégrables.  Dans  son 
Iravail,  Jlalplicn  reslreinl  l'étude  de  ces  invariants  au  huL  qu'il 
se  propose,  sans  insister  sur  leur  détermination  edective.  (^'est 
ce  calcul  cpie,  dans  une  thèse  de  l'Universilé  d'IIeidelberg, 
M.  iMicbel  l^liilippofr  vient  d'cfïectuer,  au  moins  en  partie,  avec 
beaucoup  d'habileté. 

Tout  repose,  dans  ce  travail,  sur  l'emploi  de  notations  symbo- 
liques qui  condensent  les  calculs.  Soit  donc  l'équation  d'ordre  n 


(0 


r       _  n(n  —  i). .  .{n  —  5 -i- i)1 


dont  le  premier  membre  peut  être  représenté  par  la  puissance 

symbolique  /i'^*"^ 

(P  +  Y)„. 

La  transformation  effectuée  est  la  suivante 

OÙ  U  et  Xi  sont  des  fonctions  arbitraires  non  nulles  de  X,  jc  et  y 
étant  les  nouvelles  variable  et  fonction.  Effectuons  d'abord  le 
simple  changement  de  fonction 

Y  =  Vy. 

On  connaît  la  formule  de  Leibniz 


dXf^ 


=  (U-f-^M. 
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(Je  sorte  que  l'équalion  transformée  en  X  et  y  peut  s'écrire 

[P-+-(Uh-jk)]«-o, 

ou,  comme  on  peut  s'en  assurer,  en  développant, 

[(P-f-  \J)-hy]n-^  (o)-{-y)n^-  o, 
en  posant 

ca,=  (P^U),  =  Po^-^..P,^^^^-4-.... 

Reste  à  effectuer  le  changement  de  variable 

dx 

dX  ^^'• 

Les  dérivées  dey,  par  rapport  soit  à  X,  soit  à  ^,  sont  les  coef- 
ficients des  deux  développements 

dv  ,,,  d^-^v  ^X^<: 

dy  d^Y  ^x^ 

=    -i-  Lx-v.  ..^  -~r  -j-r   -f- .  .  . , 
dx  dxf<^     k\  ' 

avec 

Lx  =  x^  AX  -V- . .  .-^  Xk 


k\      '  •      ' 
où  l'on  pose 

_  d'^x       d^-'^xx 
^''^  d\k  ^  dXJ^' 

de  sorte  que  l'on  a 

h-k 

d^y        ^  K       ^^y 

^.  =  2^  A/,/.  ^  . 

avec 

Jod  mi  !  7712  !  .  .  .  771/,-  !   \  I  !  /         \  2  !  /  \  ^  •  / 

la  somme  2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  possibles  des  entiers 
positifs  ou  nuls  /?7,,  m^,  ...,  m/f  qui  satisfont  aux  relations 

777  1  -h  2  7779  -f-  .  .  .  -+-  knik  —  A", 
777 1 -t-    7772    -h  .  .  . -f-    77l/t     =A. 

En  substituant  ces  expressions  dans  l'équation 

(tO  -f-jK)«=  O, 

on  arrive  à  la  transformée  en  x,  j',   dans  laquelle  le   coefficient 
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f^s/^'!  'It-     .  ^^J^.   s\)l)liciil    (Il    |)i'(M),'Hil    (l;ins    le    drvflopprmrnl    de 

(//'  y  d'^    •''  y 

(•lja(|ii('   (l(''il\(':c  -j—,  \r.    iciiiic   A.y;^,,_  j  ~i  n-s  seulement;    de    sorte 
(ju\)n  |)('iil  (''('lire 

v\\  laisaiU  usa^c  d  un   (.•\j)(jsant  sjinh()li(|U(!  dont  la  si'^iilficali(jii 
est  immédiate,   et  convenant  que  tout  coefficient  ^k  ns  est  nul, 
pour  k  <^n  —  .v. 
En  particulici *,  on  a 

de  sorte  que,  en  supposant 

/»o  =  r*o  =  I, 
on  a 

_  [(P  +  U)-4-  Ao.„-.l„  _  [P_f-(UH-A„,,_,)l„ 


Us  U  x'[  ris  U  x'l[ 


ou 


(3)       < 


\  fts  J  37  j 


Y{s~i    étant  une  fonction  linéaire  de  P,,  Pg,  ...,  P^.,.   C'est  une 
formule  établie  par  Halphen.  On  en  déduit 


d'p,  _     I     d'^P, 
dx»-   ~  x^'   dX'~ 


(  4  )  -j^r  =  -C-T7.  -:7^  -^  ^s+r-l , 


OÙ  ^s+r-\  est  une  fonction  linéaire  de  P<,  Po,  ...,  P^  et  de  leurs 

denvees  jusqu  a  1  ordre  r,  -r^  exceptée,  hn  disant  que  est 

de  dimension  5  4-  /■,  on  en  conclut  que  tout  invariant  est  homo- 
gène quant  à  la  dimension. 

Le  calcul  des  invariants  se  fait  par  application  des  formules  (3) 
et  (4).  Il  suffirait  de  faire  l'élimination  des  fonctions  U,  x^  et  leurs 
dérivées.  Certaines  remarques  facilitent  le  calcul. 

D'abord,  on  peut  supposer  que  l'on  ait  dans  l'équation  proposée 
et  sa  transformée 

(5)  V,^p,  =  o, 


3,o  PREMIÈRE   PARTIE, 

ce  qui  exige 

1]X2-^X\  —-  =  O, 

et  élimine  ainsi  une  fonction  arbitraire.  On  trouve,  par  exemple, 
dans  ces  conditions, 

rr   —  21  3  —  a?!        J  2/?3 


dP 
ce  qui  donne  un  invariant  relatif,  3  -j—  —  2P3  :   c'est  l'invariant 

V3  de  Halphen,  remarquable  par  ce  fait  qu'il  ne  dépend  pas   de 
l'ordre  de  l'équation. 

On  peut  aller  plus  loin  dans  la  réduction  de  l'équation  et  sup- 
poser que  la  proposée  (i)  et  la  transformée  satisfont,  en  même 
temps  qu'à  (5),  soit  à 


(6)  P2=/>2=o, 

ce  qui  exige 

=  0, 


.  t/X2 

soit,  comme  le  fait  Halphen,  à 

(7)  V3  =  i^3  =    I, 

auquel  cas  la  transformation  (2)  doit  se  réduire  à  la  transforma- 
tion identique,  de  sorte  que  les  coefficients  P3,  P/,,  . . .  sont  alors 
eux-mêmes  des  invariants.  Il  suffit  ensuite,  pour  obtenir  l'expres- 
sion des  invariants  en  fonction  des  coefficients  de  la  forme  com- 
plète (i),  de  recourir  aux  formules  (3)  et  (4),  où  U  et  .r,  ont  les 
valeurs  qui  permettent  de  réduire  l'équation  (i)  à  une  forme  où 
les  équations  (5)  et  (6)  [ou  {"])]  sont  satisfaites. 

Ces  calculs  peuvent  être  encore  abrégés  dans  des  circonstances 
particulières.  Ainsi,  si  l'on  associe  à  l'équation  (i)  son  adjointe 
de  Lagrange  (i'),  la  transformée  de  (i)  a  pour  adjointe  la  trans- 
formée de  (i').  Il  en  résulte  que  les  invariants  de  (i)  sont  aussi 
des  invariants  de  son  adjointe  (i').  On  pourra  alors,  dans  certains 
cas,  étant  formée,  a  priori,  la  partie  littérale  d'un  invariant, 
c'est-à-dire  une  fonction  des  coefficients  et  de  leurs  dérivées,  ho- 
mogène quant  à  la  dimension,  et  à  coefficients  indéterminés,  cal- 
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ciller  CCS  coeflicicnls  cm  «'ciimiiiI  (|iic  I:i  mcmc  lonclion  (I<;.s  coef(i- 
cicnls  d»'  l';i(l|()iiilc  csl  encore  un  iii\;in;inl  de  I  ('(|ii;ili()n  pioposcc. 
Le  nn'iMc  r('siill;il  peiil  ciro  ohlcMiii  en  e\|)riiii;iiil  (jin;  celle 
(onclit)ii  reste  in\;inanle  |)iir  une  simj)l(;  I  lansloi  iniil  ion  infinilési- 
malc  (•>,).  On  rcj;rel(.e,  à  lli'c  celle  parlie  du  lr;i\;iil,  (jih;  r;iuleur 
ii'ail  pas  eonnu  les  llK'ories  si  fécondes  de  M.  J.ie  sur  les  groupes 
de  Iransfornialloiis  cl  leuis  appllcalions  aux  invarianls  dinéreii- 
llels;  il  y  auiail  sans  nul  douUî  trouvé  de  quoi  résoudre  certaines 
difficultés  (pi  il  a  renconirées,  celle,  en  j)articulier,  relative  au 
nombre  des  invaiianls  ind(''pendants.  J'indiquerai,  par  exemple, 
que  la  transformation  infinitésimale 

elTectuée  sur  Téq nation 

d"  y  <f«-i  y 

dx"'  ^^  dx"  -^ 

donne,  pour  les  coefficients,  la  transformation  suivante  qu'il  est 
facile  de  calculer,  directement,  ou  par  application  des  for- 
mules (3) 

^^Pl  y,  f  ^  '    yn 


A-  =  .ç 


Si  l'on  fait 
on  doit  avoir 

d'où 

ce  qui  donnera 


I.jr^Ps-^{n^--'h^,i-^^ysp.^^=o. 


pi  =  O        et        opi  =  o, 


— z — Ç   =  o, 


-,;A-)_!! î.^(A-+l)=o, 


A-  =  A  —  2 


(5  =  2,  3,  ...,  n). 


3i2  i>iui:MU:Kiî:  pautik. 

On  en  déduit  immédialemenl,  [)ar  rxeinj)le,  rinvarianl 

M.  PKllippofT  termine  son  travail  en  rappelant  comment  Hal- 
phen donne  la  signification  de  ses  invariants,  par  la  construction 
de  l'équation  linéaire  aux  puissances  (/i  —  i)'^'"^'  des  intégrales 
de  l'équation  du  second  ordre;  il  donne,  en  outre,  une  méthode 
simple  et  rapide  pour  former  cette  équation. 

En  résumé,  le  travail  de  M.  PhilippolF,  sans  rien  ajouter 
d'essentiel  au  Mémoire  d'Halphen,  a  cependant  le  mérite  appré- 
ciahle  d'en  faciliter  les  applications  en  les  rendant  plus  pratiques. 

A.   Tresse. 
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Émh.e  LEMOINE.  —  L\  Géométrographie  ou  l'art  des  constructions  géo- 
métriques. Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'Association  française  pour 
l'avancement  des  Sciences  (Congrès  de  Pau,  iSg-i).  —  i  br.  gr.  in-8",  66  p. 
Paris,  Gauthier-Villars  et  fils,  55,  quai  des  Grands-Augustins.  Prix  :  2  fr. 

M.  Lemoine  a  déjà  publié  antérieurement  soit  dans  les  congrès 
de  l'Association  française,  soit  dans  d'autres  recueils  ('),  plusieurs 
Mémoires  où  il  traite  diverses  parties  du  sujet  exposé  dans  cette 
étude.  Il  s'agit  de  l'évaluation  de  la  simplicité  et  de  l'exactitude 
des  constructions  géométriques  effectuées  avec  la  règle  et  le 
compas. 

Les  principes  fondamentaux  de  la  théorie  de  M.  I.cmoine  repo- 
sent sur  cette  observation,  que  toutes  les  constructions  graphiques 
de  cette  nature  ne  comportent  que  les  opérations  élémentaires  sui- 
vantes : 

Mettre  le  bord  de  la  règle  en  coïncidence  avec  un  point  (R,); 
tracer  la  ligne  droite  (K2);  mettre  une  pointe  du  compas  en  un 
point  déterminé  (Ci);  mettre  une  pointe  du  compas  en  un  point 
déterminé  d'une  ligne  (Co);  Iracer  la  circonférence  (C3). 

On  ne  tient  pas  compte  de  la  longueur  tracée  des  lignes. 

(  •  )  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  1888  ;  Nouvelles  Annales,  etc. 
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D'après  cela,  loiilc  consliiicUon  csl  icprc'scnh'c  par  un  svinhoU; 
h'I  (pic 

La  somme  /,  -h  /^  +  '^'i  +  ''^2  "H  "'»  <1<'S  c()cf(i(Monls,  cVsl-à-dire 
lo  nombre  total  (l(*s  opérations  ëlëmcnlaires,  est  appelée  coe'^/c/e/i/ 
cA'  siniplicitr;  la  somme  /,  + /^/j  H- /^/2?  ('oef/lcicnf  (Vt'.nwti- 
tudc. 

Dans  l'étude  actuelle,  M.  Lemoine,  après  avoir  rappelé  les  prin- 
cipes qui  précèdent,  en  fait  application  à  un  grand  nombre  de  pro- 
blèmes, examine  et  discute,  à  ce  point  de  vue,  diverses  solutions 
connues,  et  arrive  à  en  évaluer  ainsi  la  simplicité  et  l'exactitude. 

De  ces  comparaisons  multipliées,  il  conclut  à  l'existence  d'un 
iirt  des  constructions  géométriques,  dont  il  formule  ainsi  les 
principes  : 

<(  Dans  chaque  construction,  ne  tracer  aucune  ligne  inutile,  c'est- 
à-dire  employer  quand  on  le  peut,  soit  les  lignes  tracées  de  la  fi- 
gure donnée,  soit  celles  déjà  tracées  dans  le  cours  de  la  construc- 
tion ; 

»  Choisir  celle  des  solutions  d'un  même  problème  dont  l'en- 
semble des  solutions  conduit  au  symbole  le  plus  simple; 

»  Examiner,  dans  chaque  problème,  tous  les  cas  particuliers 
de  données  qui  peuvent  se  présenter,  et  simplifier  alors  le  svmbole 
général  pour  ces  cas  particuliers; 

»  Dans  la  recherche  du  symbole  général  d'une  construction, 
n'emplover  que  des  conslructions  générales,  à  moins  que  l'on  ne  dé- 
montre qu'une  solution  particulière  s'applique  toujours  au  pro- 
blème que  l'on  examine; 

))  Pour  une  construction  eOectuée  avec  des  données  particulières, 
profiter  de  toutes  les  constructions  particulières,  plus  simples  que 
les  constructions  générales,  qui  peuvent  s'appliquer  dans  le  cas  où 
l'on  se  trouve.    » 

Nous  ne  saurions  entrer  ici  dans  aucun  détail  sur  Texamen  des 
problèmes  dont  s'occupe  ^1.  Lemoine  dans  son  intéressante  bro- 
chure. Sa  théorie  a  été  déjà  l'objet  de  critiques  diverses  auxquelles 
il  s'est  efforcé  de  répondre;  la  plupart  de  ces  critiques  provenaient, 
croyons-nous,  de  ce  que  sa  pensée  n'avait  pas  été  comprise  exac- 
Bull.  des  Sciences  mathém.,  i"  série,  t.  XVII.  (Décembre  1898.)  24 
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lemcnl,  et  de  ce  qu'on  avait  une  tendance  à  donner  à  cette  théo- 
rie une  portée  qu'elle  n'avait  pas  dans  l'esprit  de  l'auteur.  Lors- 
que, en  appliquant  cette  méthode  à  l'examen  de  deux  constructions 
difTérenles  destinées  au  même  but,  on  parvient  à  cette  conclusion 
que  la  construction  A  est  plus  simple  (ou  plus  exacte)  que  la  con- 
struction B,  il  faut  toujours  sous-enlendre  :  toutes  choses  égales 
(ï ailleurs;  sans  quoi  on  arriverait  parfois  à  de  véritables  énormi- 
tcs.  En  second  lieu,  les  diverses  opérations,  auxquelles  M.  Lemoine 
attribue  un  coefficient  uniformément  égala  l'unité,  peuvent  diffé- 
rer les  unes  des  autres;  mais  la  même  opération,  au  point  de  vue 
pratique,  peut  se  présenter  dans  des  conditions  qui  en  rendent 
l'exécution  plus  ou  moins  difficile,  plus  ou  moins  longue;  et  dès 
lors  il  est  naturel  de  se  borner  à  compter  les  opérations  élémen- 
tairespour  obtenir  une  évaluation  moyenne,  d'ordre  général.  Enfin, 
une  construction  beaucoup  plus  élégante  qu'une  autre,  au  point 
de  vue  de  l'énoncé,  peut  donner  lieu  à  une  complication  graphique 
bien  plus  grande  ;  la  constatation  dece  faitne  lui  enlève  rien  de  son 
élégance,  et  M.  Lemoine  a  été  le  premier  à  le  proclamer.  Enfin, 
la  Géométrographie  n'a  point  la  prétention  de  suivre  exactement 
la  pratique  du  tracé;  elle  guide  le  dessinateur,  mais  spéculative- 
ment,  à  peu  près  comme  la  Mécanique  rationnelle  guide  l'ingé- 
nieur pour  le  plan  général  de  ses  travaux. 

Ce  qu'on  ne  saurait  contester,  en  tout  cas,  c'est  le  caractère  d'o- 
riginalité et  de  nouveauté  de  cette  théorie.  Au  point  de  vue  scien- 
tifique, qui  nous  ])réoccupe  surtout  dans  ce  compte  rendu,  elle  a 
eu  déjà  le  mérite  d'attirer  l'attention  sur  certaines  constructions 
classiques,  même  parmi  les  plus  élémentaires,  de  provoquer  des 
solutions  nouvelles  et  plus  simples  que  celles  qu'on  connaissait 
déjà,  ou  bien  de  faire  sortir  de  l'oubli  certaines  constructions  indi- 
quées jadis  et  qui  n'avaient  point  été  remarquées. 

Il  y  a  enfin  une  remarque  très  curieuse,  et  qui  n'a  pas  échappé 
à  M.  Lemoine  :  c'est  que,  chaque  fois  que  la  notion  générale  de 
nombre  intervient  dans  un  problème  de  Géomélrographie,  la  ques- 
tion tombe  dans  le  domaine  de  l'arithmologie  ;  c'est  ainsi  par 
exemple  que  le  problème  suivant  :  «  Etant  donnée  une  longueur, 
trouver  le  plus  simplement  possible  une  droite  dont  la  longueur 
soit  m  fois  la  première,  m  étant  entier  »,  semble  très  difficile,  en 
dépit  de  son  aspect  simple.  C'est  au  fond  à  peu  près  le  même  que 
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ccliii-ci  ;  ((  I  roiiNci-  le  iiomluc  niiiiiiniiiii  des  imiluplicalions  (in'll 
laut  faire  pour  ohlcnii'  r/'",  le  iioiiilnc  a  «'lanl  donné  »,  cjiicstlon 
poscc  par  !\I.  Drilac  cl  cpii  n'a  pas  encore  ('l(';  i-ésoliic. 

iNoiis  l)()iii()iis  l;'i  nos  ol)sei\  al  ions  sur  la  Ijiocliiii'e  de  iM.  Le- 
inoliKî,  avec  la  coin  ici  ion  (pie  ces  aperçus  sommaires  sulïironl  à 
<Mi  lairc  c()m|)rcii(li('  rinlérct,  même  aux  yeux  deccnxfpii  ne  [)ar- 
la^enl  pas  sa  manici'c  de  voir  en  tous  points.  A.   1^. 


U.-O.  BliSTIlOKN  ci  J.-L.  IIIÎIBERG.  —  Codev  Lkidknsis  399,1.  Kuclidis 

ElEMENTA    ex    INTERPRETATIOXE    Al-IIaDSCHDSCIIADSCFI    CUiM     COMMENTARUS 

Al-Narizii.  Partis  I  Fasciculus  I.  Copenhague,  F.  IIci^'cl  et  fils,  1893. 

Dans  mon  ouvrage  :  La  Géométrie  grecque  ('),  j'ai  donné 
(Ghap.  XIII)  quelques  détails  sur  un  manuscrit  arabe  de  la  Biblio- 
thèque de  Lejde,  et  en  particulier  sur  les  fragments  qu'il  contient 
d'un  commentaire  d'Euclide  par  Héron  d'Alexandrie.  J'annonçais 
en  même  temps  que  mon  excellent  ami  Léon  Rodet  préparait,  du 
manuscrit  dont  j'avais  obtenu  communication,  une  traduction  que 
je  l'avais  prié  d'entreprendre. 

La  santé  de  M.  Rodet  devait,  bientôt  après,  l'obliger  de  renoncer 
à  ce  travail;  le  savant  éditeur  du  texte  grec  d'Euclide,  M.  Heiberg, 
qui  s'intéressait  à  la  publication  annoncée,  fut  informé  par  moi 
de  la  situation  et,  plus  heureux  que  je  ne  le  fus  alors,  il  rencontra 
dans  M.  Besthorn  un  orientaliste  disposé  à  lui  servir  de  collabo- 
rateur pour  la  tâche  à  entreprendre,  tandis  que  l'Institut  de  Carls- 
berg  prenait  à  sa  charge  les  frais  de  l'édition. 

Le  premier  fascicule  vient  de  paraître;  il  comprend  le  texte 
arabe  et  une  traduction  latine  de  l'Introduction  et  des  dix-neuf 
premières  propositions  des  Éléments  d'Euclide  ('-). 


(')  Paris,  Gaulliicr-Villars,  1887.  Comparer  mon  article  Héron  sur  Euclide, 
dans  le  Bulletin  de  mai  1887. 

(')  Si  les  savants  danois  nous  ont  devancés  pour  cette  publication,  j'espère  q«e 
notre  pays  prendra  bientôt  une  brillante  revanche.  .M.  Carra  de  Vaux,  qui  a  ré- 
cemment débuté  dans  l'étude  des  INIathématiques  arabes  par  des  Mémoires  inséré» 
au  Journal  asiatique,  a  entrepris,  sur  mes  indications,  la  traduction  tl'un  autre 
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L'intérêt  de  cette  publication  est,  au  point  de  vue  mathéma- 
tique, purement  historique;  mais  il  n'en  est  pas  moins  considé- 
rable, puisqu'il  s'agit,  pu  fait,  de  la  première  version  d'Euclide  en 
arabe.  Cette  version  d'El-Hajjâj  est  passablement  libre;  elle  semble 
faite  d'après  un  texte  déjà  quelque  peu  défiguré,  et  le  traducteur 
a  parfois  pris  pour  authcntiquement  euclidiennes  des  additions  re- 
lativement récentes. 

Le  commentaire  du  Nirizi  est,  pour  l'Introduction,  emprunté  en 
grande  partie,  à  un  Simplicius.  Après  avoir  lu  ce  commentaire 
dans  la  traduction  de  MM.  Besthorn  et  Ileiberg  et  après  avoir  fait 
avec  le  texte  de  Proclus  sur  Euclide  les  rapprochements  soigneu- 
sement indiqués  par  les  éditeurs,  je  n'ai  plus,  comme  en  1887, 
aucun  scrupule  à  affirmer  que  le  Simplicius  dont  il  s'agit  est  bien 
le  fécond  exégète  du  vi^  siècle  de  notre  ère.  11  avait  donc  com- 
posé au  moins  une  Introduction  aux  Eléments  d'Euclide  et  il  y 
avait  compilé  Proclus  et  les  sources  de  ce  dernier  (il  cite  Gemi- 
nus.  Héron,  Pappus),  en  introduisant  certaines  considérations  qui 
lui  sont  propres.  C'est  ainsi  que,  fidèle  disciple  d'Aristote,  il  pré- 
tend que  le  postulat  d'après  lequel  une  ligne  droite  peut  être  in- 
définiment prolongée,  ne  suppose  pas  qu'elle  puisse  l'être  au  delà 
de  la  sphère  des  fixes,  pas  plus  qu'on  ne  peut,  suivant  lui, 
joindre  par  une  droite  deux  points  opposés  de  cette  sphère, 
comme  le  Bélier  et  la  Balance.  C'était  en  effet  la  doctrine  du  Ly- 
cée que  la  sphère  des  fixes  était /m^e  et  gabelle  terminait  r es- 
pace. D'après  l'interprétation  de  Simplicius,  au  lieu  de  direy?- 
nie,  nous  devrions,  avec  M.  Georg  Cantor,  employer  l'expression 
de  transfiniey  et  telle  paraît  être  en  effet  la  véritable  thèse  d'Ari- 
stote, quoique  son  langage  présente,  à  cet  égard,  des  contradic- 
tions qui  font  croire  que  sa  pensée  avait  été  plus  ou  moins 
flottante. 

11  me  paraît,  d'autre  part,  infiniment  probable  que  le  Nirizi  n'a 
pas  eu  connaissance  du  texte  de  Proclus;  quant  aux  citations 
qu'il  fait  de  Héron,  elles  ne  me  semblent  pas  prouver  qu'il  ait  pu 
utiliser  directement  le  commentaire  du  mécanicien  d'Alexandrie, 


manuscrit  arabe  de  Leyde,  le  Barulcus  de  Héron  d"  VIcxandrie,  qui  seul  peut 
préciser  nos  connaissances  sur  le  développement  de  la  .Mécanique  dans  l'an- 
tiquité. 
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mais  je  crois  (jiroii  doit  cDcoro  réserver  pour  le  monieiil.  la  (jiics- 
lioii  (le  savoir  à  (jiicl  inlcriiKMliaiic  il  a  |)ii  ernprunler  ces  frag- 
ments, (loiil  [)l  tisKMiis  |)i('s('nl(ii  I    (III  iiih'rrl  iiolalilc. 

Je  reviendrai  sur  celle  qneslion  à  l'occasion  des  fascicules 
suivants  de  Tédilion  de  MM.  Heslliorn  et  Heiberg  et  j'essayerai 
alors  de  faire  comprendre  plus  clairement  la  reconnaissance  (jue 
leur  doit  le  monde  savanl  |)our  l'œuvre  cju'ils  ont  entreprise.  Au- 
jourd'hui, je  me  bornerai  à  sij;nal(;r  une  remarque  d'une  portée 
considérable,  cpii  a  été  faite  incidemment,  à  propos  de  ré[)oque 
où  vivait  Héron  d'Alexandrie,  [)ar  H.  Diels  dans  une  étude: 
Veber  das  physikalisclie  System  des  Stratoii  ('  ). 

On  avait  admis  jusqu'à  présent  (jue  liéion  était  disciple  de  Cté- 
sibius  et,  Th. -H.  Martin  {Recherches  sur  la  vie  et  les  Ouvra^esde 
lléî'on)  (-)  ayant  établi  que  ce  dernier  vivait  sous  Ptolémée 
Physcon,  on  en  concluait  que  l'âge  de  Héron  pouvait  être  fixé 
aux  environs  de  l'an  100  avant  notre  ère.  H.  Diels  a  fait  voir  que 
la  liaison  entre  Héron  et  Gtésibius  repose  uniquement  sur  le  litre 
de  l'Ouvrage  les  Armes  «5^e  yei  "IIpojvc;;  Kty;::iPîcj  ;  elle  ne  pour- 
rait être  réellement  fondée  que  si  l'on  lisait  dans  les  manuscrits 
"Hpwvcç  Tcu  KTYjjiiSicj.  Si  les  deux  noms  sont  accolés  dans  le  titre 
dont  il  s'agit,  il  faut  traduire  soit  de  Héron  ou  de  Ctésibius 
d'après  la  leçon  d'uneaulre  classe  de  manuscrits  ("Hpwvcç  y)  Ktt^j'.- 
|i'sj  ),  soit  Héron,  les  Armes  de  jet  de  Ctésibius^  en  entendant  par 
là  que  Héron  avait  réédité  un  Ouvrage  de  son  précurseur. 

H.  Diels  remarque  d'autre  part  que,  si,  dans  les  écrits  les  plus 
authentiques  de  Héron,  se  trouvent  des  mots  latins  transcrits  en 
grec,  il  est  impossible  d'admettre,  avec  Th. -H.  Martin,  que  ces 
mots  fussent  en  usage  à  Alexandrie  avant  la  domination  romaine. 
Il  en  conclut  donc  que  Vsi^Q  où  vivait  Héron  est  inconnu,  mais 
qu'il  est  postérieur  à  l'ère  chrétienne. 

Je  crois  qu'il  est  possible  de  préciser  un  peu  plus  :  Vitruve, 
qui  a  longuement  traité  de  la  Mécanique  et  cité  les  auteurs  grecs 
pour  cette  science,  ne  connaît  pas  Héron;  celui-ci  doit  donc  être 


(')  Sitzungsbcriclitc  dcr  kôn.  Pr.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin, 
23  février  iSgS. 

(')  Mémoires  de  l'Académie  des  Inscriptions,  i8.3'|.  La  déinonsLration  n'est 
rcpcndanl  pas  complèlc,  et  l'on  a  do  lionnes  l'aisons  pour  placer  Clésihius  sous 
Plnléinée  I^liiladclplic. 
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postérieur.  Sur  la  proposition  1,  26  d'Euclide,  Proclus  donne 
deux  démonstrations  difï'érentes  de  Ménélas  (100  après  J.-C) 
et  de  Héron.  Il  suffit  de  les  examiner  pour  reconnaître  comme  im- 
probable que  la  première  ait  été  combinée  après  que  la  seconde 
aurait  déjà  été  donnée.  Héron  serait  donc  au  plus  tôt  du  ii'-'  siècle 
(contemporain  de  Ptolémée).  D'un  autre  côté,  d'après  le  com- 
mentaire de  Proclus,  il  doit  être  antérieur  à  Porphyre,  c'est- 
à-dire  à  la  seconde  moitié  du  iii^  siècle. 

On  peut  remarquer  aussi  que  l'importance  théorique  incontes- 
table des  écrits  qui  nous  sont  parvenus  sous  le  nom  de  Héron  nous 
a  peut-être  conduits  à  lui  attribuer  une  originalité  qu'il  n'a  proba- 
blement pas  eue,  s'il  est  postérieur  à  Vitruve  et  s'il  a  retravaillé 
les  écrits  de  Ctésibius  et  de  Philon  de  Bjzance.  L'existence  d'un 
commentaire  de  Héron  sur  Euclide  est,  dans  ces  conditions,  beau- 
coup moins  singulière  qu'elle  ne  paraissait  à  première  vue. 

J'ajoute  en  terminant  que  si  Héron  doit  être  rapproché  de  Por- 
phyre et  si  on  le  range  parmi  les  compilateurs  plutôt  que  parmi 
les  écrivains  originaux,  une  bonne  partie  des  arguments  que  j'ai 
développés  (')  contre  l'attribution  qui  lui  est  faite  de  l'opuscule 
des  Dé/initions  perdent  sensiblement  de  leur  valeur.  La  question 
doit  donc  être  rouverte,  comme  nombre  d'autres  concernant 
Héron.  Paul  Taivnery. 


SGHOENFLIES  (A.).  —  Lv  Géométrie  du  mouvement.  Exposé  synthétique, 
traduit  de  rallemand  par  C/i.  Speckcl.  Édition  revue  et  augmentée  par 
Fauteur,  suivie  de  notions  géométriques  sur  les  com[)lexcs  et  les  con- 
gruences  de  droites,  par  G.  Foiiret.  i  vol.  in-8,  vii-'io^  p.  Paris,  Gautliier- 
Villars  et  fds,  1898. 

La  Géométrie  der  Bewegung,  de  M.  Schoenflies,  a  été  annoncée 


(')  La  Géométrie  grecque,  chap.  XIV.  —  Ajoutcrai-jc  que  si  jusqu'à  présent 
j'ai  laisse  cet  Ouvrage  incomplet,  c'est  que  pour  rédiger  la  seconde  Partie  je 
croyais  au  moins  nécessaire  d'attendre  la  publication  du  manuscrit  de  Leyde? 
C'est  qu'en  effet,  pour  la  Géométrie  élémentaire  des  Grecs,  les  divers  écrits  de 
Héron  ont  une  importance  capitale,  et  que,  dans  l'état  actuel  de  nos  connaissances 
historiques,  ils  soulèvent  des  problèmes  beaucoup  plus  obscurs  que  ceux  qui  con- 
cernent les  éléments  d'Euclide. 
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dans  l(;  /iu/fc/i/i  (*),  cl  nous  n'avons  |)as  à  rc\('iiii- su i- les  qualités 
qui  disliiïgucnl  col  inlcrcssanl  Ouvraf;;Oj  doiil  la  Iradnc.lion  sera 
bien  accueillie  pai-  lous  ceux  (jui  s'inLéressenL  à  la  (jéométne. 
l'allé  poiina,  eu  j>aiil('«di(>r,  rendre  service;  à  nos  éludianls,  moins 
liabilués  à  regarder  les  choses  dans  leur  nature  géoinétritjue  qu'à 
travers  leur  représenlation  analytique.  Je  me  contenterai  de  faiie 
à  r Auteur  uîie  critique  qui  ne  porte  en  aucune  façon  sur  son 
livre,  mais  uniquement  sur  une  phrase  de  sa  prélaee.  «  l^es  re- 
cherches modernes,  dit-il,  (pii  ont  trait  à  la  Géométrie  du  mou- 
vement ont,  en  général,  comme  point  de  dé|)art,  les  notions  de 
vitesse  et  d'accélération.  Ce  n'est  pas  là  pourtant  qu'il  faut  cher- 
cher la  source  de  résultais  purement  géométriques,  car  la  nature 
et  les  propriétés  des  formes  géométriques  engendrées  par  le  dépla- 
cement ne  dépendent  pas  de  la  vitesse  plus  ou  moins  grande  avec 
laquelle  se  fait  le  déplacement,  mais  uniquement  de  la  loi  géomé- 
trique de  ce  mouvement,  c'est-à-dire  de  la  succession  des  posi- 
tions occupées  par  le  cor|)s  mobile.  A  ce  point  de  vue,  la  Géométrie 
du  mouvement  apparaît  comme  une  branche  de  la  Géométrie 
synthétique,  etc.  »  11  paraît  par  là  que  M.  Sclioenflies,  et  il  n'est  pas 
seul  de  cet  avis,  veuille  distinguer  la  Cinématique,  telle  qu'on  la 
conçoit  ordinairement,  de  la  Géométrie,  parce  qu'elle  implique 
une  notion  étrangère  à  la  Géométrie,  celle  de  temps.  Il  veut 
rendre  à  la  Géométrie  ce  qui  lui  appartient,  l'étude  du  dépla- 
cement. Cette  distinction,  toutefois,  semble  perdre  toute  sa  valeur, 
si  l'on  veut  bien  observer  que,  dans  la  Cinématique  pure,  le  temps 
joue  essentiellement  le  rôle  de  variable  indépendante,  et  qu'il 
n'est  nullement  nécessaire  de  supposer,  quand  on  parle  du  temps, 
que  c'est,  par  exemple,  du  temps  sidéral,  ou  du  temps  moyen  qu'il 
s'agit,  ou  du  temps  marqué  par  n'importe  quelle  pendule.  Cette 
supposition  n'intervient  que  dans  la  Dynamique.  Dès  lors,  si  le 
déplacement  ne  dépend  que  d'une  variable,  les  éléments  difleren- 
tiels  du  premier  ordre  qui  caractérisent  le  déplacement  équivau- 
dront toujours  au  fond  à  la  vitesse  ;  ceux  du  second  ordre  équivau- 
dront à  l'accélération.  Si  l'on  admet  que  l'idée  de  déplacement 
appartienne  à  la  Géométrie,  il  faut,  du  même  coup,  regarder  la  Ci- 


(')  T.  XIII.  p.  in;, 
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nématiqiie  tout  entière,  cl  j'entends  celle  où  il  est  question  de  vi- 
tesse et  d'accélération,  comme  une  branche  de  la  Géométrie.  Il  suf- 
fit pour  se  convaincre  que  le  temps,  au  sens  physique  du  mot,  n'in- 
tervient nullement  en  Cinématique,  d'observer  qu'on  s'y  dispense 
habituellement  de  rien  dire  sur  cette  grandeur,  pour  laquelle  il  ne 
semble  pas  que  l'on  puisse,  en  dehors  de  l'expérience,  définir 
même  l'égalité  :  du  moment  qu'on  ne  fixe  pas  la  pendule  sur  la- 
quelle le  temps  doit  être  compté,  c'est  qu'on  peut  le  compter  sur 
n'importe  quelle  pendule  et  qu'il  joue  le  rôle  d'une  variable  abso- 
lument quelconque,  et  c'est  en  cfTet  ce  que  l'on  voit  dans  toute 
la  Cinématique.  Le  nom  spécial  que  l'on  donne  à  la  variable  indé- 
pendante, la  lettre  particulière  que  l'on  emploie  d'ordinaire  pour 
la  désigner  ne  sont  que  des  choses  d'habitude,  comme  une  tradi- 
tion qui  ne  vaut  pas  la  peine  d'être  changée,  mais  à  laquelle  il  ne 
convient  pas  d'attribuer  aucune  valeur  philosophique.  Après  tout, 
il  ne  faut  pas  regretter  que  M.  Schoenflies  ait  attribué  quelque 
importance  à  ces  questions  de  mots,  puisque  cela  lui  a  donné 
l'occasion  d'écrire  un  bon  et  intéressant  livre. 

Au  livre  de  M.  Schoenflies,  M.  Fouret,  outre  une  Note  sur  la 
construction  du  rayon  de  courbure,  a  ajouté  un  important  Appen- 
dice sur  les  complexes  et  congruences  de  droites.  Il  y  a  exposé, 
sous  une  forme  géométrique  très  élégante,  les  propriétés  du  com- 
plexe linéaire  ou  système  focal  (Null  System)^  puis  les  pro- 
priétés des  congruences  linéaires.  Dans  le  même  esprit,  il  a  exposé 
les  notions  fondamentales  relatives  aux  lignes  ou  surfaces  focales 
des  congruences  et  aux  surfaces  des  singularités  des  complexes, 
et  enfin  le  mode  de  génération  le  plus  simple  des  congruences 
du  premier  ordre  et  de  classe  quelconque.  J.  T. 
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THÉORÈME  D'ANALYSE; 
l'Ail  M.  K.  CKSÀKO. 

l/iiiléressanl  llu'oiTinc  qiio  M.  Apj3ell  a  fait  connaître,  il  y  a 
quinze  ans,  dans  le  tome  LXXXVII  des  Comptes  lenclus  de 
V Académie  des  Sciences,  peut  être  considéré  comme  un  des  nom- 
breux corollaii'es  du  tliéorème  très  général  que  nous  allons 
énoncer.  Supposons  ((ue  les  intégrales 


f      o{x,t)df,  /      'hix,  t) 

0  do 


di, 


dont  la  seconde  a  tous  les  éléments  positifs,  définissent  deux 
fonctions,  <I>(.r)  et  ^'(^),  indéfiniment  croissantes  avec  œ.  Sup- 
posons aussi  que,  t  croissant  à  l'infini,  le  rapport  de  o(x,  t)  à 
di(:r,  t)  tende  uniformément  vers  k(x).  Si,  pour  ^  infini,  A'(^) 
admet  une  limite  A",  on  a 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  aisée.  Il  existe,  en  effet, 
pour  toute  valeur  positive  de  s,  arbitrairement  petite,  un  nombre  t, 
indépendant  de  x.  tel  que,  pour  ^  >>  t  et  quel  que  soit  x^ 


cp(ir,  t) 
^{00,  t) 


-h-{x)    <  z. 


H  existe  aussi  un  nombre  ?,  tel  que,  pour  :r  >>  Ç,  la  valeur  ab- 
solue de  k(^x)  —  k  est  moindre  que  s,  de  sorte  que 


5tS. 


Il  en  résulte  qu'on  peut  écrire 

\      o(r,  t)dt  —  (k  -^i()i)  /      '1{T,  t) 


dt. 
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0  él.inl  compris  entre  —  i  et  -f-  i.  Ola  étant,  on  a  Identiquement 


«I>(.r) 


Lorsque  x  croît  incl('*finiment,  le  second  facteur  tend  vers 
l'unité.  On  peut  donc,  après  s'être  donné  arbitrairement  le 
nombre  s',  trouver  une  valeur  de  x,  à  partir  de  laquelle  le  facteur 
en  question  est  de  la  forme  i  +  O'e',  où  |  8'  |  <  i .  On  trouve  ainsi 


4>(.r) 


=  (A-l--2  0£)(l-4-0'£'). 


Maintenant,  si  l'on  se  donne  le  nombre   positif  r,,  arbitraire- 
ment petit,  il  suffit  de  prendre,  par  exemple, 


2£=  Â£'  = 


II. 

8A- 


pour  pouvoir  affirmer  que,  si  t,  est  plus  petit  que  8 A,  il  existe 
une  valeur  de  x,  à  partir  de  laquelle  on  a  constamment 

c'est  ce  qu'il  fallait  prouver. 

Lorsqu'on  cherche  à  se  rendre  compte  de  l'intime  raison  d'être 
de  ce  théorème,  on  reconnaît  qu'il  est  dû  à  la  possibilité  d'échanger 
entre  eux,  et  avec  le  signe  d'intégration,  deux  passages  à  la 
limite.  On  a,  en  effet, 

/     o(x,  t)dt 


.1-=  X    t   ^=CD  /• 


t)dt 


puis,  si  l'on  admet  la  permutabilité  des  opérations  lim^  relatives 
aux  variables  x  et  ^,  on  peut  écrire,  en  vertu  du  llu'orème  de 
l'Hospital, 

r  o{x,  t)dl 


lim  — - — -  =  lim  Imi 


ndt 


=  lim  lim    ^^ . 
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Ml)  (in 

«I»(.r)  9(.r,  /)  , 

('Vsl  I(^  lli('()irm(^  ('nonce  en  commenrunl  ;  nuiis  ee  ([ne  nons  ve- 
nons (le  (lire  n'en  eonstihie  pas,  hien  enlendu,  l:i  df^nonslralion. 
(]e  llHM)n'in(!  snbsisLe  encore  lors(jne  les  i()n(  lions  <I>  et  ^F,  an 
Heu  de  eroîhe  lnd('(iniinent  avec  x,  deviennent  infinies  j)oin-  une 
même  valeur  de  .r,  par  exemple  pour  x  =z  i .  Il  suffit  de  faire, 

pour   s'en    convaincre,  x=\  —  -•    (^est  mt'^me   cette  forme  du 

llu'orème  qu'il  nous  convient  d'adopter  pour  en  dcjduire  simple- 
meul  le  théorème  de  M.  Appell.  Faisons 

o{x,  t)  =  x^  o(t.),  '\'{x,  t)  =  X^  '\i{t). 

Alors  nous  pouvons  dire  que,  si  les  intégrales 

f      x^o{t)dt,         W{x)=         xt^(t)dt, 

définies  pour  œ  <i  \ ,  deviennent  infinies  lorsque  x  tend  vers 
l'unité,  et  si 

lim  p,'\  =  A, 

on  a 

h  m =  k. 

Supposons  maintenant  qu'on  se  donne  deux  séries  de  puissances 

admettant  l'intervalle  de  convergence  ( — i,  i),  et  que,  ayant 
désigné  par  n  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  <,  on 
prenne 

Cp(^)  =  «O-t-  «l-r-  «2-^-  •  •+  <^il,  'li(f)  =  ^Q^  bi-i-  b2~\-.  .  .^  b„. 

On  aura 

«  =  00  .  n  :z^  <x> 

tî>(.r)  =  V  (ao+ rt| -+-...  + rt/,)  /  x^dt=  2.^11  j      x^  dt. 


/j  =  0 


Gonséquemment 


I  I 

loi?—  losr  — 

^  X  ^  X 


3>i4     ^  PUKMir.UK   PAKTIE. 

Donc 

(i)  lim      ;    .  —  lim  -, , ,  ,     ) 

pourvji  que  le  second  membre  existe.  Cet  important  théorème  a 
de  nombreuses  consécjuences,  même  en  théorie  des  nombres  (*). 
Comme  cas  particulier,  nous  pouvons  écrire 

f{x)  an 

(■2)  lim  -;    r  =  lim  -  -  -, 

en  supposant  que  le  second  membre  existe.  On  sait  (^),  en  efTel, 
que,  si  ^o+^i+'-*+^«  croît  constamment  et  indéfiniment 
avec  /i,  et  si  le  second  membre  de  (2)  existe,  il  en  est  de  même 
du  second  membre  de  (i),  et  que  leurs  valeurs  sont  égales.  Pour 

^    _  /?(/?  +  i)...(/?  +  n-i)  _,,/^-i 

1.2.3     .  .  /l 

le  théorème  (2)  donne 

lim(i  —  x)P(^\i'-'^x-^  2/^-1  :r2 -4-  3/^-1  a^a -{-. .  .)  =  r(/>); 

.r=l 

puis,  si  l'on  fait  seulement  6//=  /?^~',  on  obtient 

lim  (i  —  :r)/^(«o+  «1^  +  «2^^  +  -  •  •)  =  r(/?)  lim  n^-Pa,i, 

pourvu  que  le  second  membre  existe.  C'est  le  théorème  de 
M.  Appell. 


(')  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences  de  \aples,  j 8  octobre  1893. 
{")  Cf.sÀuo,  Analisi  algebrica,  p.  98. 
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Perrin.  —  Essai  de  théorie  complète  du  système  de  deux  formes 
ternaires  quadratiques.  (1-80). 

La  théorie  du  système  simultané  de  deux  formes  ternaires  quadratiques  ne 
peut  être  considérée  comme  achevée. 

On  a,  il  est  vrai,  établi  le  système  complet  des  formes  invariantes  distinctes, 
au  nombre  de  vingt,  avec  leur  expression  symbolique;  on  sait  ramener  à  ces 
formations  celles  qui  se  présentent  dans  un  certain  nombre  de  questions  géomé- 
triques; enfin  on  connaît  la  signification  géométrique  de  Tévanouissement  des 
invariants,  ainsi  que  des  covariants  principaux  et  de  quelques-unes  des  expi'cs- 
sions  composées  avec  ces  diverses  fonctions. 

Mais  on  ignore  quelles  relations  (syzygies)  peuvent  exister  entre  les  vingt 
formations  distinctes;  on  ne  possède  pas  de  formule  simple  pour  passer  de  l'é- 
quation ponctuelle  à  l'équation  tangentielle  des  courbes  covariantes  du  système, 
ou  inversement,  etc. 

M.  Perrin  s'est  proposé  de  remplir  ces  lacunes  en  adoptant  une  marche  systé- 
matique qui  consiste  à  partir  du  système  de  quatre  formes  binaires  (deux  li- 
néaires et  deux  quadratiques),  dont  les  invariants  fournissent  exclusivement  et 
complètement  les  sources  de  toutes  les  formations  invariantes  distinctes  que 
possède  le  système  de  deux  formes  ternaires  quadratiques.  Alors  les  syzygies. 


(')  Voir  nullelin.  \V,.  p.  6(). 
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qui  relicnL  les  invariants  dans  le  (loiiiiiiiie   binaire,  fournisscnL  entre  les  l'ornna- 
tions   ternaires  ol)tenucs    un  éf<al   nombre   de   syzygics,  (]ue   l'on  peut  prendre 
comnnc  point  de  départ  pour  en  établir  de  nouvelles. 
Parmi  les  résultats  obtenus  par  M.  Perrin,  il  faut  citer  : 

1°  L'existence  d'une  symétrie  croisée  fort  simple  entre  les  éléments  ponctuels 
et  tangenticls  relatifs  aux  deux  coniques  fondamentales; 

2°  La  possibilité  de  représenter  toutes  les  formations  en  employant  comme 
seules  variables  trois  covariants  mixtes  linéolinéaires  (dont  l'un  est  le  covariant 
identique),  avec  des  coefficients  où  n'entrent  que  les  invariants  et  les  contre- 
variants,  si  ces  variables  spéciales  fonctionnent  comme  coordonnées  ponctuelles; 
que  les  invariants  et  les  covariants  purs,  si  elles  fonctionnent  comme  coor- 
données tangentielles;  enfin  que  les  invariants  seuls,  si  elles  peuvent  fonctionner 
des  deux  manières;  de  telle  sorte  que  ces  covariants  mixtes  jouent  dans  la  théorie 
dont  il  s'agit  le  même  rôle  que  les  covariants  linéaires  dans  celle  des  formes 
binaires  d'ordre  impair  et  y  apportent  un  genre  analogue  de  simplifications; 

3°  L'existence  d'une  formule  mixte  doublement  symétrique,  qui  fournit  l'é- 
quation de  tous  les  groupes  possibles  de  droites  ou  de  points  liés  symétrique- 
ment aux  deux  coniques  par  une  condition  projective  donnée,  d'ailleurs  quel- 
conque :  savoir,  d'une  manière  immédiate  lorsque  ces  droites  et  ces  points  sont 
au  nombre  de  quatre  seulement,  et  par  l'intermédiaire  d'un  calcul  d'élimination 
facile,  lorsque  le  nombre  en  est  supérieur  à  quatre. 

Le  travail  de  M.  Perrin  est  disposé  en  deux  Chapitres. 

Le  premier  est  purement  algébrique  et  consacré  à  établir  le  système  complet 
des  formations  ternaires  invariantes,  avec  les  syzygies  qui  les  relient. 

Dans  le  second  Chapitre,  l'auteur  déduit  des  résultats  ainsi  obtenus  un  certain 
nombre  de  relations  nouvelles  dont  il  étudie  la  signification  et  les  applications 
les  plus  immédiates  au  point  de  vue  géométrique. 

Carvallo.  —  Formules  de  qiiaternions  pour  la  réduclion  des  iu- 
tégrales  iiniltiplcs  les  unes  dans  les  aulres.  (80-90). 

L'auteur  établit  deux  formules  qui  permettent  de  passer  des  intégrales  simples 
aux  intégrales  doubles,  des  intégrables  doubles  aux  intégrales  triples,  et  inver- 
sement. 

Voici  la  première  : 

//cp(v)rfa  =  ///cp(V)dv. 

Elle  exprime  cette  règle  très  simple  : 

Une  intégrale  double  le  long  d'une  surface  fermée  a  égale  une  intégrale 
triple  étendue  au  volume  V  renfermé  dans  la  surface  et  qui  s'obtient  en  rem- 
plaçant dans  l'expression  à  intégrer  v  (l'unité  de  normale  exlcrieure)  par 


V  =  I  —  -\-  I  —  -h  I  

'  f)x,         ^  ôx.         ^  dx. 


La  seconde  formule  est 


J  V  >'    '-'g 


Kilo  inonlrc  qu'une   intégrale  simple  suivanl   une   courbe  fermée  c  égale   une 
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iiilt'm.ili'  (liiiililc  clcmliir  a  l'aiic  iiilcriciin-  il'iiiie  siiifacc  ()ii(lr(.iii|iii'  7  passaiil 
par  relie  ediiilte.  Il  siiliit,  |>oil|-  ruiiiier  celle  inli'^rale  dinible,  de  reiiiplaeei', 
dans  l'oxpressioii  à  iiilei;rer,  x  (  l'uiiilé  de  laii^;<!iiU;  à  la  ((niihc)  par  \  Vv  (je 
svml)()le  \    élanl   le  si-^ne  veclorici  des  (pialeniioiis). 

Ces  roiriuiles  1res  j^éïK'iales  reniVriiien! ,  eomiiie  cas  pail  ieiiliei-s,  cclh^s  de 
Gi-eeii  el  celles  d'Aiiipèic,  (iiii  assiiiiilenl  l'aclioi»  d'un  coiiranL  à  un  feuillet,  uia- 
^'néti(|ue  :  elles  peiivenl  iM  re  élendiies  à  l'Iiyperespacc  et  se  conloiidre.  en  uni; 
seule  relati\e   à   un  mpiiilire  (|uele(»ii(|iie  de  si^'ues  /. 

Itiochc.  —  Sur  le  ^/.s-^  des  siiiriUMîs  régic'îc.s.  (()i -();">). 

Un  point  d'iinc  surface  rc^^'lée  pctul  èlrc  délini  \)av  deux  coordonnc'es  7  el.  /•, 
«loni  la  pronuère  fixe  la  p'-nt^ralrirc  qui  passt;  par  le  point,  en  (l(Minanl  son  pied 
sur  la  directrice,  et  la  seconde  (ix(;  U;  point  sur  la  f:éii('ratricc,  en  dduiianl  sa 
distance  au  pied. 

Toulo  relation  entre  î  et  /•  définit  une  courbe  tracée  sur  la  surface.  L'arc  de 
la  (Nuirhe  est  doniu'  par 

ds'  ^  idr  _^  ^^^^^yv'  _^  H^/-+  2L/-  +  sin^O, 
rfa'       \  di  ; 

0  étant  l'angle  de  la  génératrice  avec  la  directrice,  H  et  L  le,s  expressions  sui- 
vantes 

da'  dh-         de 

di'  dz'         dz' 

da        .  db  de 

«a  dr:  «T 

a,  ^,  Y  sont  les  cosinus  directeurs  de  la   courbe:  «,  b^  c  ceux  de  la  j^énératricc. 
Le  /•  du  point  central  est 

L 

et  le  paramètre  de  distribution  L  est  donné  jiar  la  formule 


(2)  Iv^  = 


H^sin^O  —  L^ 


!NL  Bioche  montre  l'utilité  des  formules  (i)  et  (  ■>  )  en  faisant  l'application  aux 
développables  passant  par  une  courbe  donnée  et  aux  normalies. 

Bioche.  —  Remarques  sur  les  lignes  de  courbure  qui  passent  par 
un  ombilic.  (gS-ioô). 

M.  Bioche  discute  les  considérations  théoriques  d'où  l'on  peut  déduire  l'équa- 
tion des  lignes  de  courbure  pour  un  ombilic. 

Après  avoir  établi  des  résultats  connus,  relatifs  à  la  distribution  des  lignes  de 
courbure  qui  passent  par  un  ombilic,  lorsque  l'équation  qui  détermine  leurs 
directions  est  du  troisième  degré,  il  corrige  un  raisonnement  erroné  de  Dupin. 

11  fait  oljserver  que,  contrairement  à  une  assertion  de  I\L  Amiot,  il  passe 
toujours  au  moins  deux  lignes  de  courbures  réelles  par  tout  ombilic  pour  lequel 
l'équation  est  de  degré  pair. 
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Il  montre  que,  si  par  un  j)oint  où  toutes  les  courbures  normales  sont  nulles,  il 
passe  trois  lif^nes  asymptotiqucs,  les  directions  de  ces  lignes  alternent  avec 
celles  des  lignes  de  courbure. 

D^Ocagne.  —  Remarques  sur  les  transformations  isogonales.  (107- 

108). 

Dans  toute  transformation  isogonale,  la  figure  formée  par  les  centres  de  cour- 
bure de  diverses  courbes  se  croisant  en  un  point,  autour  de  ce  point,  et  la  fi- 
gure formée  par  les  centres  de  courbure  des  courbes  transformées,  autour  du 
point  correspondant,  sont  ho mo graphiques. 

D'Ocagne.  —  Sur  l'application  des  coordonnées  parallèles  à  la 
démonstration  d'un  théorème  de  Chasles  relatif  aux  surfaces 
algébriques.  (108-118). 

Ce  théorème  est  le  suivant  : 

«  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  contact  d'une  surface  algé- 
brique avec  ses  plans  tangents  parallèles  à  un  plan  donné  est  fixe  quel  que  soit 
ce  plan.  » 

Lagei'bojg  [M^^^).  —  Sur  le  problème  du  mouvement  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe,  (i  18-122). 

M"*  Lagerborg  résout  complètement  le  problème  suivant  : 

Trouver  une  fonction  de   force  conduisant  à  des  intégrales  elliptiques  dans 

le  cas  général  du  mouvement  d'un   solide  de  révolution  fixé  par  un  point  de 

son  axe. 

Laisant.  —  Sur  la  représentation  analytique  des  figures  planes  et 
leur  segmentation.  (i23-i3i). 

Kœnigs.  —  Sur  l'oscillation  de  la  vitesse  angulaire  dans  le  mou- 
vement d'un  corps  solide  libre.  (i3i-i35). 

On  fait  rouler  un  ellipsoïde,  dont  les  axes,  par  ordre  de  grandeur  décrois- 
sante, sont  2a,  2b,  2c,  sur  un  plan  p  situé  à  la  distance  h  de  son  centre  sup- 
posé fixe.  On  suppose  de  plus  qu'à  chaque  instant  la  vitesse  angulaire  soit 
proportionnelle  au  diamètre  2  R  de  l'ellipsoïde  qui  passe  par  le  poinl  M  où  il  est 
actuellement  tangent  au  plan  (loi  de  Poinsot). 

Le  rapport  p  de  la  plus  petite  vitesse  à  la  plus  grande  est,  comme  le  montre 
M.  Kœnigs,  supérieur  à 


\'a'b'—  c'(a^—  b') 


Dans  tous  les  cas,  cette  limite  peut  être  atteinte  ou  plutôt  approchée  autant 
qu'on  voudra  :  il  suffira  de  choisir  h^  tiès  voisin  de  b\ 

De  plus,  cette  limite  peut  être,  en  général,  rendue  aussi  petite  qu'on  voudra: 
il  suffira,  a  étant  fixe,  de  prendre  b  cl  c  suffisamment  petits. 
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Ainsi,  pdiir  un  tllij).s()ï(lt'  (|ii'oii  piniL  choisir  ;iri)ilr;iir(:m(iil ,  l.i  \  iiiiiil  ion  de  !;« 
vitesse  angulaire  pourra   <Mre  très  considc^rable. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  inèm<"  si  l'on  se  honuî  à  fiiiic  lonh  i-  des  ellipsoïdes 
d'inertie,  ([ui  sont  (•ai"a("léris(''S  par  l'inégalité 

I          I           I 
_  <- 1 . 

c»       6»       a» 

La  limite  en  question  ne  peut  plus  être  aussi  petite  f|u'on  veut;  elle  est  su- 
périeure ;\ 

\/a"  H-  6» 

a\f'î 

et  cette  limite  elle-même  peut  cire  atteinte  si  l'on  (iiend 


auquel  eas  le  corps  se  réduit  à  une  plaque  plane. 

On  peut  observer  que  le  rapport  p  cal  a  fortiori  supérieur  a  —  •  Cette  limite 

v/2 

-=  ne  peut  être  atteinte  (}ue  si  b  et  par  suite  c  sont  nuls.  Mais  on  peut  ap- 
v/2 

procher  de  cette  limite  autant  qu'on  veut  en  prenant  des  corps  dont  l'ellipsoïde 
d'inertie  ait  un  grand  axe  très  allongé,  et  en  imprimant  un  mouvement  tel  que 
le  plan  sur  lequel  roule  l'ellipsoïde  soit  à  une  distance  de  son  centre  très  voi- 
sine de  son  demi-axe  moyen. 

Ces  considérations  ont  trouvé  une  application  dans  un  appareil  qui  a  pour 
objet  la  représentation  du  mouvement  d'un  corps  solide. 

Fouché.  —  Remarque  sur  la  méthode  des  périmètres  pour  cal- 
culer le  nombre  tt.  (i  35-1 38). 

Foiiché.  —  Sur  la  surface  d'un  polygone  régulier.  (i38). 

Béghiti.  —  Sur  le  cercle  de  Joachimstahl.  (i38-i4o)- 

Si  d'un  point  P  on  mène  les  quatre  normales  à  une  ellipse  et  que  l'on  consi- 
dère l'intersection  des  quatre  cercles  de  Joachimstahl  avec  l'hyperbole  équilatère 
qui  passe  par  les  pieds  de  ces  normales,  on  obtient,  outre  les  pieds  de  ces 
quatre  normales,  quatre  autres  points  situés  sur  une  ellipse  de  forme  invariable 
ayant  son  centre  au  point  P  et  ses  axes  parallèles  à  ceux  de  l'ellipse  donnée. 

Laisant.  —  Expression  du  produit  des  coefficients  du  binôme. 
(i4o-i4i). 

Ce  proiliiit  peut  cire  mis  sous  la  forme 
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Laisanl.  —  Pro[)riclé  des  sui-faccs  ulj^c'bricjiics.  (i  ii-i  \\). 

Dérnoiislralion  ptircmcnl  ;iiial\  licjiic  de  ce  lliéorème  di'i  à  AI.  HmiiliCiL  : 
Le    lieu  des  points  tels  <juc  la   somme  des   carrés  des   normales   menées  de 
chacun  de  ces  points  à  une  surface  alf;él)ri(jue  soil  conslanlc  est  une  surface  du 
second  ordre. 

Lorsqu'on  fait  varier  la  somme  donnée,  les  surfaces  du  second  ordre  obtenues 
restent  concentriques  et  liomoliiéti(|ucs. 
^        Le   centre  commun  de   toutes  ces   surfaces  jouit  de  cette   propriété  (juc  la 
somme  des  carrés  des  normales  qu'on  peut  mener  de  ce  point  à  la  surface  algé- 
brique est  minimum. 

Lucas  (/^.).  —  Nature  des  racines  de  l'équalion  du  quatrième  de- 
gré. (145-1/Î9). 

FoucJié.  —  Sur  une  siinplificalion  à  un  calcul  de  Lamé  relatif  à 
un  changement  de  variable.  (i/|9-i5i>, ). 

II  s'agit  d'exprimer  AV  en  coordonnées  curvilignes. 

Jiêgîiin.  —  Méthode  d'ap|)roximation  pour  calculer  le  moment 
d'inertie  et  la  position  du  centre  de  gravité  d'une  aire  plane. 
(i52-i54). 

WeilL  —  Sur  une  propriété  d'une  classe  de  courbes  algébriques. 

(■54). 

Mannheini.  —  fla^'on  de  courbure  d'une  conique,  (i  55- 160). 

Solution  d'un  problème  déjà  résolu  par  M.  l-'ouret  : 

Déterminer  le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique  dont  on  connaît 
la  tangente  en  un  point  et  trois  autres  points. 
Construction. 

^ 


JOURNAL  FiJu  DU-:  nKiNiî  und  angewandte  Mathematik,  bcrausgegeben  von 
L.  Kroneckeu  und  K.  Weuîrstrass. 

Tome  Cl;   1887  (M- 

Koîiigsberger   (Léo).    —    Démonstration   de   l'impossil)ililé   de 
l'existence  d'un  autre  théorème  fonctionnel  que  de  celui  d'Abel. 

(.-72). 

Suite  et  fin  du  Mémoire  analysé  au  Bulletin,  XVI,.  p.  17. 
(')  Voir  Bulletin,  l.  \M_,.  p.  i3. 
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Stdhl  (  IVil/ichii).  —  La  courlx;  ^aucli(;  du  (|ualri(";inc  ordre  de 
seconde  espèce  el  la  surface  desmiqiic  de  dou/j'èine  ordre  el  de 
qualrièiiie  classe.  (7^-9^)- 

La  forme  très  éIr^;imlo  de  réqualion  pour  la  surface  des  centres  de  courbure 
(le  l'ellipsoïde,  ou  hien  pour  la  surface  desinicjue  de  douzième  ordre  et  de  qua- 
trième classe,  a  été  rhilylie  par  MM.  Clehscli  et  Fiedier  :  les  opérations  analy- 
tiques que  l'un  et  l'autre  aclièvenl  sont  identiques  à  celles  qu'il  faut  effectuer 
pour  obtenir  léquatiou  de  la  développabb;  (runc  courbe  {<auclie  bi(juadrati(|ue 
de  seconde  espèce.  En  cflcl,  l'introduction  d'un  système  particulier  de  coor- 
données transforme  l'équation  de  la  dévcloppable  en  celle  de  la  surface  desmi(|ue, 
quand  on  n-niplace  encore  les  coordonnées  par  leurs  carrés,  rcmaniue  qui  est 
due  à  M.  Salmon. 

M.  Stahl  s'est  proposé  d'étudier,  par  la  voie  synthétique,  la  connexion  (}ui  a 
lieu  entre  les  deux  surfaces.  A  cet  clTet,  il  expose  d'aliord  de  nouveau  tous  les 
détails  (le  la  théorie  de  la  courbe  franche  de  quatrième  ordre,  soit  (jue  les  dé- 
monstrations (|u'on  en  a  données  ne  soient  pas  toutes  purement  synthétiques, 
soit  qu'elles  n'entament  pas  justement  les  propriétés  qui  servent  de  base  aux 
considérations  décisives.  Le  dernier  paragraphe  du  travail  est  enfin  destiné  à 
mettre  en  évidence  la  connexion  des  deux  surfaces. 

Ilcnsel  {Kurt).  —  Etude  des  nombres  algébriques  entiers  d'un 
genre  donné  pour  un  diviseur  premier  algébrique  quelconque. 

(99-141). 

Le  but  principal  du  Mémoire  consiste  à  définir  les  notions  de  domaine  de 
genre,  de  genre  et  de  système  fondamental,  établies  par  M.  Kroncckcr  dans 
sa  Festschrift,  de  telle  sorte  qu'elles  gardent  encore  leur  signification  et  leurs 
caractères  essentiels  dans  le  cas  où  l'on  ne  considère  les  nombres  algébriques 
entiers  que  par  rapport  à  un  diviseur  algébrique  premier  quelconque.  Soit  P, 
un  de  ces  diviseurs  premiers  de  p  pour  le  domaine  de  genre  (©)  :  alors  on  peut 
déterminer  un  nombre  k  tel  que,  pour  chaque  nombre  algébrique  tv  de  (6),  il 
subsiste  toujours  la  congruence  wv^^ebw  (mod.  F,).  Dans  tout  système  fonda- 
mental de  (©),  on  peut  maintenant  choisir  k  nombres  ^,,  \^,  •  • .,  ^jt  qui  forment 
un  système  fondamental  pour  {(&)  (mod.  P, ).  Les  p^  nombres  incongrus 
(mod.  P,)  permettent  encore  d'être  partagés  en  domaines  de  genre  (T,,)  et  en 
genres  F;,,  si  l'on  réunit  tous  ceux  pour  lesquels  on  a  déjà  ivV  '«ehiv  (mod.  P,) 
pour  kf^<ik,  respectivement  pour  lesquels  A",  indique  le  plus  petit  exposant  qui 
satisfait  à  cette  congruence.  On  peut  aussi  établir  un  système  fondamental  pour 
r,,,  déterminer  le  nombre  des  quantités  numériques  appartenant  à  F,,  et  signaler 
la  congruence  à  laquelle  satisfont  ces  mêmes  nombres.  Les  nombres  de  F;,  se  dis- 
tribuent ultérieurement  en  classes,  selon  l'exposant  le  plus  bas  u/J  pour  lequel 

(71 
(V  /i  H- I  devient  rs(Vj(mod.  P,),  et  l'on  détermine  le  nombre  de  ces  classes. 

Enfin  les  nombres  d'une  classe  se  divisent  en  groupes,  chacun  de  A,,  termes, 
qui  sont  congrus  aux  difTérentes  puissances  jp'*'""  d'un  quelconque  d'entre  eux. 
Les  éléments  d'un  groupe  sont  les  racines  d'une  congruence  irréductible  (mod.  P,) 
dans  le  domaine  (©)  et  à  coefficients  réels.  Pour  (F,,)  et  le  module  P,  ces 
nombres  constituent  un  système  fondamental.  En  dernier  lieu,  lautcur  déduit 
une  suite  de  théorèmes  destinés  à  élucider  le  rapport  qui  existe  entre  les  difTé- 
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rcnls  g(înrc.s  cl  leurs  nombres  d'ordre,  cL  qui   sonl  parfaitemcnL  l'analogue  des 
résultats  corrélatifs  de  l'Algèbre. 

Cardinaal  {J-)'  —  Une  ^crhc  spéciale  de  F-  et  Ja  gerbe  associée 
de  courbes  gauches  de  troisième  ordre.  (i4'>-i'^-^)- 

Dans  sa  Géométrie  der  Lage,  M.  Hcye  fait  mention  d'une  gerbe  spéciale  de 
surfaces  du  second  ordre  et  en  même  temps  il  en  signale  quelques  propriétés. 

M.  Cardinaal  augmente  le  nombre  des  propositions  relatives  à  ces  surfaces, 
par  les  méthodes  de  Géométrie  pure,  et  en  montre  la  fertilité  par  plusieurs  ap- 
plications. 

En  particulier,  il  prend  toujours  soin  des  éléments  imaginaires  dans  les  pro- 
blèmes concernant  la  construction  de  courbes  gauches  cubiques.  Pour  en  donner 
l'idée,  nous  citons  le  problème  de  faire  passer  par  quatre  points  imaginaires, 
donnés  sur  une  série  réglée,  une  cubique  gauche  r|ui  touche  une  génératrice 
donnée  de  la  série  réglée. 

Schoule  (P.-II.).  —  Un  problème  de  Steiner.  (i54-i6i). 

Le  troisième  problème  de  l'Appendice  de  la  Systematische  Entwickelung 
der  Abliàngigkeit  geometrischer  Gestalten  s'énonce  comme  suit  :  Soient  A,  A, 
deux  droites  quelconques  d'un  plan  et  soient  donnés  dans  l'une  et  l'autre  quatre 
points  harmoniques  :  pris  deux  à  deux,  ceux-ci  détermineront  seize  rayons  S, 
qui  se  couperont  en  soixante-douze  points  /?,  etc.  De  quelle  propriété  jouissent 
les  rayons  S  et  les  points  p,  en  considération  de  leur  position  relative?  Combien 
de  fois  se  passe-t-il  que  trois  ou  six  des  points  tombent  sur  une  même  droite?  etc. 
(Y  a-t-il,  par  exemple,  huit  sections  coniques  dont  chacune  touche  les  droites 
données  A,  A,  et  quatre  rayons  S?  Est-ce  que,  entre  autres,  huit  fois  six  des 
points  sont  sur  des  droites  et  que  celles-ci  se  coupent,  quatre  et  quatre,  dans 
un  point?  etc.) 

M.  Bauer,  de  Stettin,  a  donné  une  solution  complète  de  ce  problème  (t.  XIX, 
p.  214-227  du  même  journal).  Après  avoir  cité  ce  travail,  M.  Schoute  annonce, 
comme  but  de  sa  Note,  de  montrer  en  toute  brièveté  que  la  partie  du  théorème 
qui  se  trouve  entre  parenthèse,  et  que  Steiner  a  ajoutée  avec  une  sorte  de 
drôlerie,  se  prête  à  une  démonstration  beaucoup  plus  directe  que  chez  M.  Bauer. 
En  même  temps  il  révèle  une  réciprocité  qui  n'a  pas  été  signalée  par  Steiner 
ni  découverte  par  Bauer. 

Sturm  {Rudolf).   —    Sur   les  congruences   de  rayons  ayant  le 
même  degré  de  gerbe  et  de  champ.  (162-195). 

En  construisant  les  rayons  qui  coupent  deux  rayons  correspondants  de  deux 
faisceaux  homographiques  de  rayons,  on  obtient  un  complexe,  qui  sera  linéaire 
si  les  faisceaux  ont  un  rayon  commun,  mais  téti'aédral  s'ils  n'en  ont  pas  de 
commun.  Cette  proposition  bien  connue  peut  être  généralisée  en  deux  sens.  Rem- 
plaçons les  faisceaux  par  des  séries  réglées,  par  des  involutions  de  rayons,  etc.  : 
nous  obtiendrons  des  complexes  de  degrés  croissants.  D'autre  côté,  prenant 
trois  figures  fondamentales  au  lieu  de  deux  faisceaux  générateurs,  on  passera  à 
des  congruenccs  qui,  à  cause  de  la  construction  dualiste  en  soi,  jouissent  de  la 
propriété   parliculièrc    d'avoir   le   même    degré   de    gerbe    et   de   champ   (selon 
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M.  Stliiihcii  ),  nii  Iticii,  selon  le  liiii^;if;('  d'iiiilrcs  {géomètres,  d'jHrc  d<;  nièrtu? 
ordre  cl  classe.  C'tîst  celte  seconde!  ^'éiK'ralisatioii  i|ii'étii(li(;  M.  Sliirm  dans  son 
Mémoire.  Soient  donnes  comme  ^'énéialeurs,  en  prcîrnier  lieu,  trois  faisceatix 
homof;raplu(|ucs  <lnnl  deux  onl  nn  rayon  qui  se  correspond  à  lui-mùme  :  ils 
donneront  lieu  à  une  con^^M  lUMice  dont  les  deprés  onl  l'un  el  l'aulre  la  valeur  ..», 
el  qui  a  élé  roltjel  de  diverses  invcsiigalions  soigneuses  dcrpuis  le  Mémoire  fon- 
damental de  M.  Knnimer  en  iS()(j;  mais  la  génération  1res  simple  du  premier 
Chapitre  sert  à  en  nieltre  en  pleine  lumière  les  propriélés  principales.  La 
deuxième  Secliiui  du  travail  est  vouée  ù  un  cas  spécial  de  la  congruence  que 
nous  venons  de  mentionner  :  le  cas  où  la  surface  focale  est  une  surface  réglée 
de  quatrième  ordre  à  deux  droites  doubles  génératrices.  Le  raisonnement  syn- 
tliéti(|ue  mène  à  plusieurs  nouvelles  propriétés  de  celle  surface  réglée.  Dans  la 
troisième  Section  on  cng«Mulrc  et  étudie  la  congrucnc<;  de  rayons  de  troisième 
ordre  et  classe  qui,  conjointement  avec  une  congruence  linéaire,  est  l'intersec- 
tion de  deux  complexes  (|uadratiques  et  forme  ainsi  l'analogue  de  la  courbe 
gauche  cubi(|ue. 

Minkowslxi {llcrmann).  —  Sur  la  lli(';onV  des  formes  quadratiques 
positives.  (i()()-p.07. ). 

Une  forme  (juadratique  essentiellement  positive  de  n  variables,  à  coefficients 
réels  et  à  déterminant  non  s'évanouissant,  ne  peut  rester  inaltérée  que  dans  un 
nombre  fini  t  de  transformations  linéaires  en  nombres  entiers,  et  M.  Jordan 
avait  déjà  prouvé  que  ce  nombre  ^  ne  peut  surpasser  une  certaine  limite  qui  dé- 
pend du  nombre  n.  Pour  voir  plus  clair  dans  la  nature  du  nombre  t,  l'auteur 
établit  d'abord  le  théorème  important  :  «  Aucune  des  transformations  mentionnées 
ne  peut  être  congrue  à  la  transformation  identique  suivant  le  module  p  (  nombre 
premier  impair)  à  moins  qu'elle  ne  coïncide  avec  elle.  »  En  étudiant  alors  le 
groupe  des  t  transformations,  on  trouve  qu'il  est  unigrade  {einstujig)  iso- 
morphe au  groupe  des  restes  de  ces  transformations  suivant  p.  De  là  il  résulte 
que  le  nombre  t  en  question  est  un  diviseur  d'un  certain  nombre  «,  qui  dépend 
de  ti.  Ce  nombre  /i,  est  un  diviseur  de  (2/1)!  et  peut  être  défini  comme  le  plus 
petit  multiple  commun  de  tous  les  nombres  t{f),  c'est-à-dire  des  transforma- 
tions qui  appartiennent  à  toutes  les  formes  possibles  /  de  /i'*™*  ordre . 

TJiomé  (Z/.-JI  .).  —  Observation  sur  la  théorie  des  équations  dif- 
férentielles linéaires.  ( 208-208). 

M.  Thomé  fait  quelques  remarques  critiques  sur  le  Mémoire  de  M.  Poincaré, 
inséré  au  Tome  VIII  des  u4c^a  mathematica ,  p.  290  :  Sur  les  intégrales  irré- 
gulières des  équations  linéaires.  La  réplique  de  M.  Poincaré  se  trouve  dans  le 
tome  X  des  Acta  mathematica,  p.  3 18-822,  sous  le  titre  :  Rem.arque  sur  les 
intégrales  irrégulières  des  équations  linéaires.  Enfin  M.  Thomé  a  mis  fin  à 
cette  discussion  scientifique  par  une  Note  du  tome  CIII  du  Journal  f tir  Ma- 
thematik,  p.  346-347,  qui  porte  le  même  titre  que  la  présente. 

Cajlcy^A.).  —  Note  sur  la  théorie  des  équations  dilïérentielles 
linéaires.  (209-213). 

Pour  décider  s'il  \  a  des  logarithmes  ou  non.  dans  les  développements  des  in- 
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légrales  d'une  ('(iiiiilion  dilTércnlicllc  lM)rii()f,M";Mc  linéiiirc.  (|iii  .'ippiirlionncnt  à 
un  j;i'<)iip(î  d'exposanls  de  ramificalion  did'éranL  l'un  do  l'anlrc  sculctiicnt  de 
n<)nil)r(;s  entiers,  IM.  l-urlis  a  in(li(|ué  plusieurs  mélhodcs  dans  le  second  de  ses 
deux  Mémoires  fondanienlaux  [Journal  fur  Malli.,  l.  LXVIII,  18GH).  L'une  a 
élé  énoncée  dans  le  lliéorènie  V,  i^  G,  p.  'S']'\  du  lieu  cil.é.  C'est  ce  tliéorènric  (ju 
iVl.  Cayley  reproduit  f)our  montrer,  à  l'aide  de  (juciques  cx(;m[)les,  que  le  calcul 
requis  coïncide  avec  celui  <|u'il  faut  eiïectuer  pour  voir  si  une  série  potentielle, 
appartenant  à  l'exposant  le  plus  bas  du  groupe,  satisfait  à  ré(|ualion  diiïéren- 
tielle. 

fjipschitz  (/?.)•  —  Observations  sur  un  genre  d'intégrales  mul- 
liples  (Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  L.  Kronecker).  (p.  i4- 

«  En  étudiant  récemment  votre  Mémoire,  inséré  au  Monatsbericht  der  Ber- 
liner  Akademie  vom  22  December  188 1  :  Sur  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, j'ai  été  porté  à  entrer  dans  une  étude  dont  je  me  permets  de  vous 
communiquer  les  fruits.  Le  résultat  principal  de  votre  travail  qui  m'a  été  si- 
gnalé d'abord  par  M.  Ilermitc  et  qui  sert  de  fondement  à  ma  lettre  adressée  à 
,M.  Hermite  et  publiée  dans  le  Tome  II  (septembre  i885)  des  Annales  de  l'École 
Normale  supérieure  m'a  suggéré  une  observation  sur  les  séries  doubles  qui  s'y 
présentent,  procédant  suivant  les  puissances  d'une  quantité  q  :  c'est  que  la 
fonction  figurant  dans  l'exposant  et  dépendant  de  deux  éléments  peut  être  en- 
visagée sous  la  forme  de  la  différence  de  deux  carrés.  Tandis  que  dans  les  géné- 
ralisations, appartenant  au  domaine  réel,  des  séries  thêta,  il  se  présente  en  géné- 
ral à  l'exposant  des  formes  quadratiques  essentiellement  positives  d'un  nombre 
croissant  d'éléments,  cet  exemple-là  ofTre  au  contraire  le  phénomène  d'une  forme 
quadratique  indéfinie.  Or  à  toute  généralisation  d'une  fonction  thêta  correspond 
une  certaine  intégrale  multiple,  et  ces  intégrales  multiples  sont  d'une  nature 
plus  simple  que  les  séries  respectives.  Je  me  bornerai  donc  à  considérer  un 
genre  d'intégrales  liées  à  cette  question,  w  Vers  la  fin  du  Mémoire,  M.  Lipschilz 
l'ait  part  de  plusieurs  remarques  importantes  que  M.  Hermite  lui  avait  écrites 
et  (|ui  concernent  les  développements  des  seize  combinaisons 

2K  H'(o)  e(a7  +  rt) 

'tt         e{x)  11  (a)      ' 

(voir  Annales  de  l'École  Normale  supérieure  (3),  II,  p.  3o3-3i'|).  et  les  in- 
tégrales de  ces  mêmes  combinaisons  entre  les  limites  o  et  K,  etc. 

Scholtky  [F.).  —  Sur  une  fonction  spéciale  qui  reste  invariable 
lorsqu'on  elFectuc  une  certaine  transformation  linéaire  de  son 
argument.  ('.i').^-2'^2). 

Les  fonctions  étudiées  dans  ce  Mémoire  sont  les  généralisations  de  celles  que 
Tauteur  a  considérées  dans  un  Mémoire  antérieur:  Sur  la  représentation  con- 
forme de  surfaces  planes  qui  ont  une  liaison  multiple.  (Même  journal, 
l.  LWXIII).  Dans  les  travaux  bien  connus  de  M.  l'oinraré  elles  forment  la 
Iroisième  famille  des  fonctions  kleinéennes.  Le  groupe  de  ces  fonctions  tire  son 
origine  de   la   composition  de  :>.  0  substitutions /^,(.r).  f^'{x)  (a  =  i.2 p)  (|ue 
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I On  <i|ilirnl  (-Miiinic  suit  :  huis  le  |iliui  dutil  1rs  [tnints  iciid-'^ciiIciiI  les  valeurs 
(If  l;i  \iiri;il>lf  ((iiiiidtxc.  clKtisissnris  'o  rii<"i»iilV'rori('('s  K,^,  K,^  ,  <lonl  cliiMiirii- 
«xcliil  Imites  les  ;iulres.  Mors  il  liiiil  (li-leiiniiier  les  t'oïK^lioiis  liiiéaircrrienl 
lVaeh()nn;iii"cs/„(.r), /„(.r)  telles  (pie  :  i'  les  é(|ii;iii(.ns  jk -/„  C^:),  x-f^^.{y) 
puissent  stil)sislei"  siiimllariéinciil,  el  iiiie,  '"  en  \eilii  de  e(!s  é((iiati()ns,  ;'i  chaque 
pniiii  .r,  eu  (leliurs  de  la  rireonliTOurc;  K,^;,  eurrespondi;  un  pt)int  y  en  dedans 
de  K,^.  Les  suhslihiliuns  au\(juclles  donne  lieu  la  composition  <lcs  y,^  (  .r),  y,^'(.7;  ; 
el  dont  l'euseinlde  lail  le  f,M()upe  des  lonclions  éludiécs  sont  caracléris('*es  parla 
den<)|,i(ion  suivante  :   l'osons 

A(.A(-r))  --/«^(.r).      /..,J/,(.r))  -/..,(^),       ...; 

i^cnéralenient ,  à  tonte  eoruhinaison  ///  des  20  indices  i,  'x,  ...,  p;  i',  2',  ....  0' 
eorre^^pondra  une  snl)st  it  ntion  y„,  (  .r  ),  el  on  aura  ridnntil('' 

/„(/„(-^))=/„.,.(^)- 

\  elia(|uc  indice  ui  sera  lié  un  autre  ni\  dit  oiiposé,  tel  (]ue  /,„^'(^)  =  .2:. 
i'our  plus  de  brièveté  on  a  encore  mis  le  signe  a?,,,  au  lieu  (ley„,(.r).  L'ensem])le 
des  valeurs  x,,,  ft)rme  le  système  des  valeurs  congrues  à  x.  Si  la  variable  x  se 
meut  dans  le  domaine  limité  par  les  circonférences  K,^,  K^' et  dénommé  5M/y«céî 
nulle,  07 „,  décrira  un  domaine  {ni)  également  limité  par  2p  circonférences,  f.e 
plan  tout  entier  est  couvert  simplement  et  sans  lacune  par  les  domaines  (m); 
cependant  il  faut  excepter  certains  points  qui  seront  des  places  essentiellemcnl 
singulières  des  fonctions  encore  à  considérer.  Toute  suite  indéfinie  d'indices  a, 
|â,  y,  ...,  dont  deux  consécutifs  ne  sont  pas  opposés, fléfinit  un  de  ces  points 
singuliers  comme  place  limite  de  la  suite  x^,  x^,,  or^g,,  . . .,  et  cette  place  limite 
sera  indépendante  du  choix  de  x.  Parmi  ces  points  singuliers,  on  trouve  no- 
tamment les  points  A(")  et  R("^  correspondant  aux  racines  de  l'équation  quadra- 
tique y„j(  07)  =  X.  Il  est  évident  que,  à  l'intérieur  d'un  domaine  {m),  il  n'y  aura 
jamais  aucun  point  singulier. 

Cela  étant,  soient  x,  y,  ^,  t,  quatre  variables  susceptibles  de  toutes  valeurs  à 
l'exception  des  singulières;  alors  le  produit 


(0  (^,r;t'0=JJ 


jx  —  H,,,)  (.r  — T,,,)- 


se  trouve  être  convergent  si  la  somme  des  rayons  de  toutes  les  circonférences 
limitant  le  domaine  (m)  est  fini.  Pour  démontrer  cette  propriété  de  la  somme, 
l'auteur  suppose  que  la  surface  nulle  ne  se  décompose  qu'en  parties  triplement 
cohérentes  par  des  circonférences  auxiliaires  qui  ne  se  coupent  pas  l'une  l'autre, 
ni  les  20  circonférences  K,^,  K,^-.  On  n'a  pas  décidé  si  cette  hypothèse,  qui  exige 
certaines  inégalités  entre  les  constantes  des  cercles  K^^,  K^s  est  en  effet  néces- 
saire. Dans  la  suite,  on  n'a  pris  pour  base  de  l'investigation  que  l'hypothèse  de 
la  convergence  du  produit  (i).  Ce  produit  l'eprésente  une  fonction  des  quatre 
variables  x,  y,  \,  r,  d'où  découlent  toutes  les  autres  fonctions  qu'on  étudiera.  Ce 
t(ui  est  de  première  importance,  c'est  que  cette  fonction  est  représentablc  par 
une  aulre  fonction  K{x,^)  qui  ne  dépend  que  de  deux  variables  x,  %  en  vertu 
de  la  relation 

c^)  <  •^■'■^  =■'.)  =  !^r^^-^^4î^- 

\-Ax.  I,  )  h  (  y,  l  ) 
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La  fonrlion  K(.r,  ;)  se  définil  par  le  produit 


(ii)  V.{x,l)  =  {x-l)W 


où  il  faut  dclcrmincr  les  indices  ii  auxquels  le  produit  s't-tend   de  telle  sorte 

(ju'ils  constituent,  conjointement  avec  leurs  indices  opposés  n\  le  total  de  tous 

les  indices.    D'ailleurs    il   résulte  de  l'équation  (3)  que   \l{x,%)  s'évanouit  du 

premier  ordre  seulement  pour  a;  =  ^  et  pour  les  valeurs  congrues  à  5,  et  que 

E(a7,  \)  devient  infini  du  premier  ordre  seulement  pour  x  =  ce,  La  considéra- 

VAx  Z  ) 
lion  du  quotient  -rr^ — '-~-^  (lui  ne  devient  ni  zéro  ni  infini  pour  aucune  valeur 

de  x^  invile  à  introduire  une  nouvelle  fonction 

(«) 
x^f  {\) 

('•)  I^.(^)=n ^777' 

où  il  faut  déterminer  les  indices  p  de  manière  que,  dans  la  forme 

/?/i''(/i=±i,dr2,  ...), 

tout  indice  ne  soit  contenu  qu'une  seule  fois. 

En   remplaçant  les  arguments  par  des  valeurs  congrues,  on  fait  subir   aux 
fonctions  E,^(a7)et  E{x,  ^)  des  changements  qui  sautent  aux  yeux,  à  la  vue  des 

relations 

l        E„(^„.)=  E„^„,  E„(.z:), 

^^)  !  E(;r„,t.)  ^  EJ^)E^{x)  K,.^ 

[     E{x,'^)  E,,{x)E^a)   L„(^-)L„.(;)' 

où  les  E„   .  sont  des  constantes  telles  que  E„  „,  =  E„,  „,  et  où  h,(x)  dénote  une 

clx 

fonction  linéaire  de  x  dont  le  carré  est  égal  à  E„  „  -7 De  plus,  les  fonctions 

"'"  dx,^ 

E„(a7)  satisfont  aux  équations 

(G)  E^^^{x)=EJx)E„,{x).        E,.(x)Iv(-r)  =  i. 

Ainsi  toutes  ces  fonctions  sont  exprimables  en  produits  de  puissances  des  p  fonc- 
tions E^{x),  E,^{x),  ...,  E  (x).  Enfin  il   est  remarquable  que  les   -p(pH-i) 

grandeurs  E^  ^  (^,  )v  =  i,  2,  . . .,  p)  se  prêtent  à  être  mises  sous  la  forme  de  pro- 
duits infinis:  il  s'ensuit  que  ces  grandeurs  ne  dépendent  que  de  3p  —  3  con- 
stantes essentielles. 

Maintenant  on  introduit  le  concept  de  fonction  intégrale  :  c'est  toute  fonc- 
tion I(.r)  qui  satisfait  à  l'équation  V {x^)dx,^=  V {x)dx  et  dont  la  dérivée 
l'{x)  possède  partout  le  caractère  de  fonction  rationnelle,  à  l'exception  des 
places  singulières.  Pour  pouvoir  établir  la  fonction  intégrale  la  plus  généi'alc, 
développons  log(^  +  f,  ti;  x,y)  suivant  les  puissances  de  t,  où  ç,  i\,  x,  y  dé- 
signent des  valeurs  quelconques    non  singulières   et  incongrues   et  où    il    faut 

mettre  -  pour  ^  H-  /,  si  |  =  oc.  Le  coefficient  de  Z',  qui  se  dérive  au  moyen  d'un 
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calcul  ais(^,  devient 

selon  (|iic  \  csl  Uni  on  iiilini.  \oici  cticoïc  tics  fondions  inlcgralcs  pari i(  iilirics  : 

1°  Les  p  f»)nclion.s  losK,(.z:),  loj;  !':,( x),  .  . .,  logI':^(.r  )  ; 
3°  Toute  fonction  l*\(a:); 

3°  Toute  fonction  ]of:^{x,y,  ^,  r,  )  si  y^  \,  r,  dénotent  des  valeurs  quelconques 
in(H)ni;rues,  non  sinj^nlières. 

C'est  de  ces  fonctions,  appelées  respectivement  de  première,  de  deuxième  et 
de  troisième  esjièce,  que  se  compose  linéairement  et  à  coefficients  constants  la 
fonction  intégrale  la  plus  générale.  Les  coefficients  d'une  expression  linéaire  et 
entière  par  rapport  à  p  +  i  fonctions  intégrales  se  laissent  toujours  déterminer 
convenablement  de  telle  sorte  que  cette  expression  reste  inaltérée  si  l'on  rem- 
place l'argument  par  une  valeur  congrue.  Des  expressions  de  ce  genre  repré- 
sentent des  fondions  nommées  invariantes.  Parmi  ces  fonctions  invariantes  il 
est  toujours  possible  de  choisir,  d'après  des  méthodes  variées,  deux  fonctions/? 
et  q  (jui  sont  liées  par  une  équation  algébrique  du  rang  ou  du  genre  p.  Les 
fonctions  intégrales  coïncident  avec  les  intégrales  des  fonctions  rationnelles  de  p 
et  q. 

Envisageons  x  et  E(:r,  \)  comme  fonctions  de/?  :  elles  satisferont  à  certaines 
équations  difrérenticlles  que  l'auteur  établit  dans  le  dernier  paragraphe  de  son 
Mémoire.  On  trouve  en  particulier  que  x  est  le  quotient  de  deux  solutions  par- 
ticulières de  l'équation  différentielle 

dp'        H   dp   dp  "^  L4  U   dp  )  ~  2\\   'd^~  ''  '^'  +  J  llj  c  _  o, 

où  H,  R,  R,  dénotent  des  fonctions  rationnelles  de  p  et  q.  L'auteur  enseigne  à 
déterminer  les  fonctions  H  et  R  quand  on  se  donne  l'équation  entre  p  et  q;  mais 
il  n'a  pas  entamé  le  problème  de  déterminer  la  fonction  R,.  Si  cela  pouvait  se 
faire,  il  serait  possible  de  faire  l'inversion  du  chemin  pris  par  l'auteur,  c'est-à- 
dire  de  partir  d'une  équation  algébrique  de  rang  p  pour  parvenir  aux  fonctions 
étudiées  par  lui. 

Frobenius  (G.).  —  Sur  la  congruence  suivant  un  module  double 
lormé  de  deux  groupes  finis.  (273-299). 

Deux  éléments  A,  B  s'appellent  équivalents  (mod©)  si  l'élément  AB~'  est  con- 
tenu dans  le  groupe  (6,  et  équivalents  (modcîJji^)  si  A  =  GBH,  où  G,  H  sont 
des  éléments  appartenant  à  <ù  respectivement  à  j^.  Soit  S  un  groupe  donné,  alors 
l'ensemble  de  tous  les  éléments  de  S  qui  sont  congrus  à  un  élément  déterminé 
d'entre  eux  {mod<ê,  i)),  s'appelle  une  classe  d'éléments  congrus.  De  là  découle 
la  proposition  :  Soient  6  et  t]  deux  sous-groupes  de  3;  faisons  parcourir  à  l'é- 
lément S  tous  les  éléments  de  S,  à  G  ceux  de  6,  à  H  ceux  de  ij,  alors  le  nombre 
des  solutions  de  l'équation  GSH  =  S  sera  ghm,  où  g,  h  sont  les  ordres  de  (6 
respectivement  de  £],  et  m  le  nombre  des  éléments  incongrus  de  S  (  modoï^  t]  ).Ce 
résultat  entraîne  une  suite  de  théorèmes  très  importants,  notamment  ceux  de 
Sylcnv.  Une  autre  réflexion  mène  aux  beaux  théorèmes  que  vcici  :  «  Si  un 
Uull.  des  Sciences  niathcni.,  2'  série,  t.  XVIL  (Février   iSq.S.)  R.j 
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groupe  de  substilulions  d'ordre  h  est  décornposabic  en  m  groupes  transitifs,  la 
somme  du  nombre  des  symboles  qui  restent  inaittrcs  dans  les  substitutions  in- 
dividuelles du  groupe  sera  égale  à  hm.  Afin  qu'un  groupe  soit  transitif,  il  est 
nécessaire  et  suffisant  que  la  somme  du  nombre  des  symboles  qui  ne  se  changent 
pas  dans  les  substitutions  individuelles  du  groupe,  soit  égale  à  l'ordre  du  groupe. 
Le  nombre  h-^  des  substitutions  de  €]  qui  laissent  précisément  \  symboles  inal- 
térés a  été  aussi  déterminé.  Dans  cette  recherche  le  concept  de  systèmes  con- 
jugués d'éléments  se  présente  à  l'esprit.  Ainsi  les  triples  d'éléments  {x^,Xa^,  x.^), 
{x^,  x^,  x^)  appartiennent  à  un  système  conjugué,  si  les  trois  éléments  du  pre- 
mier triple  se  changent  simultanément,  par  une  substitution  de  ij,  en  ceux  du 
second. 

Pour  ne  pas  entrer  trop  en  détail,  bornons-nous  à  citer  seulement  quelques- 
uns  des  autres  résultats.  Le  nombre  des  substitutions  de  degré  n  qui  ne  laissent 


n 


e 


aucun  symbole  inaltéré  est  égal  au  nombre  entier  qui  diiïère  le  moins  de 

Si  les  substitutions  d'un  groupe  doublement  transitif  qui  n'altèrent  pas  un  sym- 
bole fixé  forment  un  groupe  primitif,  et  si  ce  sous-groupe  n'est  pas  formé  des 
puissances  d'une  substitution  cyclique  dont  l'ordre  est  2  ou  un  nombre  premier 
de  la  forme  2" — i,  alors  nul  groupe  distmct  de  £j  ne  peut  convenir  avec  I9  dans 
toutes  les  substitutions  qui  déplacent  tout  symbole. 

Stahl  [Wilhebn).  —  Sur  la  cotirbe  plane  rationnelle  de   qua- 
trième ordre.  (3oo-325). 

Pour  étudier  la  courbe  plane  rationnelle  de  quatrième  ordre  R^,  M.  Stahl  se 
sert  dans  ce  Mémoire  de  la  méthode  analytique;  mais  en  général  ses  opérations 
ont  au  fond  une  origine  qui  se  ramène  à  des  réflexions  synthétiques.  Les  pro- 
priétés de  R^  se  déduisent  de  la  théorie  de  la  courbe  gauche  rationnelle  de 
quatrième  ordre  p^  dont  on  peut  envisager  R^  comme  l'image  perspective.  En 
particulier,  on  tire  profit  de  la  série  des  00'  courbes  gauches  cubiques  pj,  appelées 
osculantes  par  M.  Jolies,  qui  sont  situées  sur  la  surface  des  tangentes  de  p^  et 
dont  les  plans  osculateurs  enveloppent  une  surface  steinérienne.  Les  images  de 
ces  pj  dans  le  plan  de  R^  sont  les  osculantes  R3  de  cette  dernière  courbe. 

Après  avoir  représenté  les  coordonnées  de  R^  comme  fonctions  d'un  para- 
mètre >v,  M.  Stahl  en  tire  l'équation  pour  les  valeurs  paramétriques  des  points 
d'inflexion  de  R^  et  l'équation  de  la  courbe  P\,  enveloppe  des  tangentes  d'in- 
flexion de  toutes  les  R,.  Les  valeurs  paramétriques  X  de  quatre  points  de  R^  qui 
forment  un  quadruple  de  l'involution  fondamentale  biquadratique  I^,  suffisent  à 
une  équation  de  quatrième  degré  en  >.  dont  les  coefficients  dépendent  linéaire- 
ment d'une  grandeur  variable.  L'involution  sert  à  arranger  les  osculantes  R,  en 
groupes,  chacun  de  quatre.  Trois  R3  d'un  groupe  possèdent  trois  tangentes  d'in- 
flexion communes  à  chacun  des  trois  couples  qu'on  en  peut  former,  et  qui  se 
rencontrent  dans  un  même  point  H.  Le  lieu  de  H  est  une  section  conique  K  qui 
se  trouve  en  correspondance  univoque  avec  R^.  Le  théorème  de  Rrill  et  de 
Grassmann  qui  dit  que  les  six  points  d'inflexion  de  R^  sont  sur  une  même  co- 
nique w  se  démontre  par  un  raisonnement  de  Géométrie  pure,  mais  les  points 
de  w  se  déterminent  par  une  représentation  paramétrique.  Les  quatre  tangentes 
doubles  de  R^  sont  les  tangentes  fondamentales  d'une  série  de  sections  coniques. 
Toute  courbe  de  cette  série  a,  outre  les  tangentes  doubles,  quatre  tangentes  en 
commun    avec  R^  et  de  même  avec  K  :   les  points  de  contact  de  ces  tangentes 
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lurmciil  des  (|ii.i(liii|il('s  coricspoïKlaïUs  de  l'iii\ oliit iott  I^.  Ayant  encore  indiqué 
une  nirtiiodc  pour  (Miciilcr  les  valeurs  paraiiM-l riqucs  pour  les  points  doubles 
de  H,,  l'auleui-  élaltlil  r(''<|ual  ion  de  la  eouilie  eul)i(|iic  (1^  (pii  passe  par  les  points 
(l(uil)les  cl  (riiidcxion  de  15^.  Soil  o  la  secli<in  cotiiciiic  (|iii  touche  C,  aux  points 
douldes  de  W^  :  réi|ualion  de  |{^  pouira  èlr(;  mise  sous  la  forme  C,^  =  tv5,  où  l 
iK'uole  iiuv.  certaine  li^ne  droite.  Iy'invf)lulion  l>i(juadrali(|U(!  située  sur  p^  nnène 
à  une  iiiliiiité  simple  de  surfaces  de  second  ordre  dont  le  contour  apparent  dans 
le  plan  de  H,  est  fornu'  par  \rs  sections  coni(|uos  f^  d'une  série  (|ui  appartient 
à  un  tissu  linéaire  de  deuxième  espèce,  (^e  tissu  se  compose  des  premières  po- 
laires de  toutes  les  droites,  par  rapport  à  une  courbe  déterminée  4'j  de  troisième 
classe.  Les  premières  polaires  des  lanf^'cnlcs  de  K  sont  les/^,  liMirs  secondes  po- 
laires sont  des  faisceaux  de  rayons  dont  les  centres  sont  sur  H^.  A  toute  droite 
correspond,  par  rapport  à  «l*,»  ""^  seconde  polaire  dont  le  centre  est  l'image 
perspective  d'un  point  de  la  surface  steinérienne,  mentionnée  ci-dessus,  qui  est 
donc  représentée  d'une  manière  univoque  sur  le  champ  des  droites  du  plan  de  K^. 
En  vertu  de  cette  représentation,  la  section  conique  w  correspond,  dans  le  môme 
plan,  ù  un  faisceau  de  rayons  dont  le  centre  se  trouve  comme  le  centre  d'une 
involution  sur  K  de  second  degré  qui  est  homographique  à  l'involution  fonda- 
mentale. Deux  quadruples  de  l'involution  fondamentale  suffisent  complètement 
pour  déterminer  la  courbe  H,,  abstraction  faite  de  transformations  collinéaix'cs. 
Pour  éclairer  cette  circonstance  par  l'analyse,  l'auteur  déduit,  des  coefficients 
des  deux  formes  de  quatrième  degré  qui  déterminent  les  deux  quadruples,  les 
équations  de  toutes  les  courbes  H^  qui,  étant  collinéaires  entre  elles,  portent  les 
involulions. 

Thomae  (/.).  —  Sur  les  intégrales  de  seconde  espèce.  (326-336). 

Dans  un  Mémoire  antérieur  [même  Journal,  t.  XCIII,  Bulletin  (2),  t.  IX^, 
p.  43],  M.  Thomae  a  achevé  de  représenter  l'expression 

par  des  intégrales  de  seconde  espèce  et  par  des  fonctions  algébriques  aussi  bien 
par  rapport  aux  variables  s,  z  que  par  rapport  au  couple  de  valeurs  paramé- 
triques a,  X^.  La  partie  algébrique  contient  une  fonction  q  dont  la  racine  carrée 
a  deux  valeurs  dans  l'aire  T,  mais  une  seule  dans  l'aire  T',  et  qui  devient  zéro 
de  second  ordre  en  certains  points  dépendant  de  a,  X^.  Dans  le  cas  d'une  surface  T 
à  deux  feuillets  ou  d'une  surface  T  à  trois  feuillets  et  qui  ne  possède  que  des 
points  doubles  de  ramification,  il  était  facile  d'établir  cette  fonction  algébrique. 
Mais  dans  le  cas  général  il  restait  encore  à  en  faire  la  construction. 

Plus  tard  \Mème  journal,  t.  XCIV,  Bulletin  (  2),  t.  IX,  p.  200]  l'auteur  s'est 
appliqué  à  délivrer  le  résultat  de  cette  fonction  q  dans  le  cas  de  /?  =  3.  Mais  à 
cet  efiet  il  avait  choisi  une  forme  de  l'équation  fondamentale  représentant  la 
ramification  de  la  surface  T,  où  les  points  de  ramification  ne  sont  pas  indépen- 
dants les  uns  des  autres,  tandis  que  d'autre  part  la  supposition  de  cette  indé- 
pendance servait  de  fondement  à  l'investigation.  Ce  défaut  a  engagé  l'auteur  à 
revenir  à  son  sujet.  Ayant  encore  réussi  depuis  à  effectuer  quelques  simplifica- 
tions dans  le  cas  général,  il  reprend  maintenant  de  nouveau  l'étude  tout  entière 
et  l'expose  dans  une  forme  qu'il  préfère  lui  donner  d'après  les  nouveaux  aspects 
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qu'il  a  gagnés.  Les  résulLaLs  ne  difTcrcnl  guère  de  ceux  (obtenus  dans  les  travaux 
antérieurs. 

Kronecker{L.).  —  Sur  la  notion  de  nombre.  (337-355). 

M.  Kronecker  part  d'une  série  d'objets  différents  et  distinguables  pour  nous, 
auxquels  on  peut  attribuer  certaines  désignations  ordonnées  d'après  une  suite 
fixée,  les  nombres  ordinaux.  L'ensemble  des  désignations  appliquées  à  une 
série  donnée  se  comprend  par  la  notion  de  nombre  des  objets  qui  l'attache 
d'une  manière  univocjue  à  la  dernière  des  désignations  que  l'on  vient  d'employer. 
C'est  ce  qui  conduit  à  la  notion  de  nombre  cardinal  ou  simplement  de  nombre. 
A  une  même  série  d'objets  on  peut  attribuer  la  suite  des  nombres  ordinaux 
selon  différentes  méthodes  en  fixant  de  nouveau  l'ordre  des  désignations  :  ce- 
pendant l'ensemble  des  désignations  et  par  conséquent  le  nombre  des  objets  reste 
invariable,  il  subsiste  comme  le  seul  invariant.  De  là  découlent  des  démonstra- 
tions simples  pour  la  permulabilité  des  termes  d'une  somme  et  des  facteurs  d'un 
produit,  parce  que  les  résultats  obtenus  de  différentes  manières  se  trouvent 
être  des  expressions  différentes  pour  le  nombre  des  mêmes  objets,  seulement  dans 
des  ordres  divers.  Puis  l'auteur  montre  qu'il  suffit  d'introduire,  par  principe,  les 
indéterminées  àd^ns  les  opérations  de  l'Algèbre  sans  que  l'on  ait  besoin  d'y  intro- 
duire les  nombres  négatifs,  fractionnaires,  réels  et  imaginaires.  Certains  modules 
algébriques  ou  systèmes  de  modules  nous  mettent  à  même  de  renoncer  à  ces 
quantités-là.  Dans  le  Mémoire  :  Un  théorème  fondamental  de  l'Arithmétique 
générale  [Bulletin  (2),  t.  XVI^,  p.  3o],  l'auteur  avait  déjà  montré  qu'on  peut 
se  passer  d'introduire  et  d'employer  les  nombres  algébriques  à  moins  qu'il  ne 
s'agisse  d'isoler  les  quantités  conjuguées  :  à  présent  cet  isolement  s'achève  sans 
l'introduction  d'aucun  nouveau  concept.  C'est  que  l'on  détermine  des  intervalles 
d'une  petitesse  arbitraire  dans  lesquels  la  valeur  absolue  de  la  fonction  ne  sur- 
passe pas  une  grandeur  aussi  petite  que  l'on  voudra,  et  pour  lesquels  elle 
possède  des  valeurs  de  signe  opposé  aux  extrémités. 

La  première  partie  de  ce  Mémoire  fait  part  de  la  Festschrift  publiée  par  les 
amis  de  M.  Zeller,  philosophe  de  l'Université  et  de  l'Académie  de  Berlin,  en 
l'honneur  du  cinquantième  anniversaire  de  son  doctorat. 

E.  Lampe. 
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sous   LES   AUSPICES   DU  MiNISTRE    DE   l'LxSTRUCTIOX    PUBLIQUE,  PAR  U.\  COMITÉ 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MAÎTRES  DE  CONFERENCES  DE  l'ÉcOLE. 

Troisième  série,  t.  VIII,  1891  ('). 

Painlevé.  —  Mémoire  sur  les  équations  différentielles  du  premier 
ordre.  (9-58,   io3-i4o,  201-226,267-284). 


(')  Voir  Bulletin,  XVI,,  p.  182. 
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L'auteur  (^onsidôrc;  nue  (•(|uali<»n  (|uelc()iif|iic  du  preniicr  ordre 

(')  i''Lr,.>''.(-ï')l  =^'N 

où  \n  fonrliou  ol  sa  dcnvci-  li;;urenl  alp;(^hriqucmcnl.,  et  il  fait  une  importante 
distiiution  cuire  les  points  eriti(|u(;s  (ixes  des  intc'-grales  (;t  les  points  crilir|ues 
mobiles,  c'est-à-dire  susceptibles  de  se  déplacer  avec  la  constante  d'intégration, 
(les  derniers  ne  peuvent  «>trc  pour  les  inté;;rales  des  points  d'indétermination, 
tandis  (jue  les  sini;ularilés  des  écjualions  d'oidre  supérieur  au  premier  peuvent 
être  (>ss(MilitIlciii(Mil   mobiles. 

L'auteur  trace  ensuite  dans  le  plan  de  la  variable  indépendante  un  syslcirie  de 
coupures  (|ui  empèelient  cette  variable  de  tourner  auL(Mir  des  points  critiques 
fixes. 

Si  j'o  désigne  la  valeur  en  .r„  d'une  intéfj;rale  particulière  y{x)  et  si,  faisant 
varier  x  à  partir  de  Xo,  on  suit  les  variations  correspondantes  de  y  à  partir  de  y^, 
il  peut  arriver  que  y  acquière  un  nombre  limité  ou  illimité  de  valeurs  en  un 
même  point  x.  Si  c'est  le  premier  cas  qui  se  trouve  réalisé  (quel  que  soit  jk„), 
on  dira  que  l'intégrale  générale  ne  prend  que  n  valeurs  autour  des  points  cri- 
tiques mobiles. 

Deux  problèmes  se  posent  alors  : 

1°  Etudier  les  pi'opriétés  de  l'intégrale  quand  elle  est  de  cette  nature; 
2°  Reconnaître  si  l'intégrale  d'une  équation  donnée  (i)  ne  prend  qu'un  nombre 
limité  de  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles. 

Pour  traiter  ces  deux  problèmes,  M.  Painlevé  conçoit  l'intégrale  générale 
mise  sous  une  forme  qui  met  en  évidence  une  classe  de  courbes  associées  à  l'é- 
quation proposée  et  dont  chacune  est  une  transformée  rationnelle  de  la  courbe 
représentée  par  l'équation  (i),  quand,  pour  une  valeur  fixe  de  la  variable,  on 
regarde  y  et  y'  comme  des  coordonnées. 

En  effet,  cette  intégrale  vérifie  une  équation  telle  que 

y  désignant  une  constante,  p  une  fonction  rationnelle  de  y,  y',  et  y'  la  fonction 
de  {y,  x)  que  détermine  l'équation  (i). 

Plus  généralement,  l'intégrale  vérifie  une  infinité  de  relations  de  la  forme 

R[r,rS(^)]  =  A(x,  c), 

où  A  est  une  fonction  de  x  dont  les  points  critiques  sont  indépendants  de  la 
constante  C. 

Deux  constantes  intégrales  y,  y,  sont  liées  par  une  relation  algébrique.  Deux 
fonctions  intégrales  A,  A,  sont  liées  par  une  relation  où  x  entre  d'une  façon 
quelconque,  mais  où  A,  A,  figurent  algébriquement. 

On  peut  toujours  choisir  deux  fonctions  (ou,  si  l'on  veut,  deux  constantes) 

intégrales 

r  =  a,        i\=a^, 
liées  par  l'équation 

h[r,  /-,,  (x)]  =0, 

de  telle  sorte  que  toute  autre  fonction  intégrale  R  =  a  s'exprime  rationnellement 
à  l'aitle  de  r,  /•, 
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Cette  relation  k  —  o,  dont  les  modules  sont  indépendants  de  x,  n'est  déter- 
minée qu'à  une  transformation  biralionnelle  près  :  c'est  la  relation  entre  les 
fonctions  {ou  constantes)  intégrales. 

Les  égalités 

y  =  p[r,y,(^)],      T,  =  p,[r»rS(-^)]. 

définissent  une  correspondance  rationnelle  entre  la  courbe 
et  la  courbe 

(?)  'i(r'T,)  =  "» 

que  représente  la  relation  entre  les  constantes  intégrales. 

Si  le  genre  TT  de  la  courbe  (a)  est  égal  à  zéro,  il  existe  une  correspondance 
birationnelle  entre  la  courbe  (i)  et  les  courbes  représentées  par  la  relation 

(3)  G[y,  T,  (^)]  =0, 

relations  que  vérifient  les  intégrales,  et  dont  le  degré  en  y  est  le  même  que 
celui  de  l'équation  (i)  en  jk'. 

Dans  tous  les  autres  cas,  il  existe  entre  (i)  et  (3)  une  correspondance  ration- 
nelle. 

On  voit  comment  les  transformations  rationnelles  des  courbes  algébriques 
s'introduisent  d'elles-mêmes  dans  l'étude  des  intégrales  des  équations  différen- 
tielles. 

L'étude  de  ces  transformations  conduit  M.  Painlevé  aux  résultats  suivants, 
essentiels  pour  l'intégration  de  l'équation  (i)  : 

Soient 

(a)  /iy,z)  =  o, 

(P)  F(y„2,)  =  o 

les  deux  équations  de  deux  courbes  de  degrés  m,  m,,  et 

deux  fonctions  rationnelles  de  (jK,,^,  )  qui  permettent  de  passer  de  (a)  à  (P). 

Si  le  genre  p  de  (a)  est  zéro,  on  peut  toujours  passer  de  (a)  à  (J3)  par  une 
infinité  de  substitutions  (y)  qui  dépendent  d'une  fonction  rationnelle  arbitraire 
du  point  analj'^tique  (jK,,-z,  )  de  (P). 

Quand  p  =  i,on  ne  peut  en  général  passer  rationnellement  de  (a)  à  ([â). 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  qu'une  intégrale  abélienne  de  première  espèce 
de  la  courbe  (P)  se  ramène  aux  intégrales  elliptiques  de  module  égal  au  mo- 
dule de  (a).  Une  telle  transformation,  quand  elle  existe,  dépend  toujours  d'une 
constante  et  au  moins  d'un  entier  arbitraires,  mais  ne  dépend  jamais  d'un  se- 
cond paramètre  continu. 

Quand  p  est  plus  grand  que  i,  il  n'existe  qu'un  nombre  fini  de  substitutions 
(y)  transformant  (a)  en  (P),  et  toutes  ces  substitutions  se  calculent  algébri- 
quement. 

Mais    la    question    vraiment     intéressante    consiste    à   délcrminer    toutes    les 
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courbes  (a)  (lislinclcs  (jiii  concspoïKlciil  rationiicllciiiciil  à  une  coiirhe  (p) 
ilonnt'c  ((Ml  »Miltii{|;iiii  par  courlxis  distinctes  deux  courbes  qui  ne  se  corres- 
poiuh'nl  pas  bii  al  ioimcllcineiil  ).  I/auleur  montre  qu'on  peut  calculer  algébri- 
(juenKMil  un  l\pi>  (Ir  toutes  U^s  classes  de  courbes  (de  genre /?>i)  qui  se  trans- 
forment ralionnellem(;nt,  d'apn'S  les  formules  (y),  en  la  courbe  (  |i  )  donn(';e.  Ces 
types  (ou  ces  classes)  sont  en  nombres  liniité. 

I/applicalion  de  ces  théorèmes  ù  l'étude  des  écjuations  didéiiMilielles  est  immé- 
diate; car,  ('laul  donm'-e  une  t'(|uati<>ii 

(I)  ■  F|r,r',(x)l=o, 

dont  rinléi,MaIe  prend  /?  valeurs  autour  d(;s  points  critiques  mobiles,  il  existe 
une  correspondance  rationnelle  entre  la  courbe  (i)  et  une  certaine  courbe 

H(c,  c,  )  ^  o, 

(|ui  dt'finit  la  relation  entre  les  constantes  intégrales,  et  cette  correspondance 

détermine  l'intégrale  générale  de  (i). 

On  est  donc  en  état  de  décider  s'il  existe  une  telle  courbe  H  de  genre  r  supé- 
rieur à  I. 

On  sait  par  suite  reconnaître  algébriquement  si  l'intégrale  de  l'équation  pro- 
posée ne  prend  qu'un  nombre  fini  de  valeurs  autour  des  points  critiques  mo- 
biles, la  valeur  correspondante  de  ir  étant  supposée  supérieure  à  i.  S'il  en  est 
ainsi,  l'intégrale  s'obtient  elle-même  algébriquement. 

Quand  le  genre  tt  est  égal  à  i,  il  peut  être  nécessaire,  pour  obtenir  l'intégrale, 
de  trouver  une  solution  d'une  équation  linéaire  et  de  reconnaître  si  une  certaine 
intégrale  abélienne  n'a  que  deux  périodes. 

Seul,  le  cas  où  le  genre  tt  est  égal  à  zéro  échappe  à  la  méthode;  cette  cir- 
constance se  présentera  d'ailleurs  nécessairement  quand  l'équation  sera  du  pre- 
mier degré  par  rapport  à  la  dérivée.  Quoi  qu'il  en  soit,  on  pourra  toujours  dé- 
cider par  un  calcul  régulier  si  l'on  ne  se  trouve  pas  dans  le  cas  spécial  où  la 
méthode  échoue. 

Dans  les  problèmes  de  cette  nature,  la  plus  grande  difficulté  vient  fréquem- 
ment de  l'impossibilité  où  l'on  se  trouve  de  fixer  la  limite  d'un  entier  arbi- 
traire :  cet  entier  est  ici  le  nombre  n  des  valeurs  de  l'intégrale  autour  des  points 
critiques  mobiles.  La  méthode  de  M.  Painlevé  permet  de  reconnaître  dans  un 
cas  étendu  si  l'intégrale  a  un  nombre  limité  de  valeurs,  ce  nombre  n'étant  pas 
fixé  à  Tavance.  Ce  cas  est  celui  où  cette  intégrale  est  algébrique  dans  tout  le 
plan.  Des  calculs  purement  algébriques  permettent  de  décider  s'il  en  est  ainsi 
dans  l'hypothèse  où  le  genre  tz  est  plus  grand  que  i. 

Dans  l'hypothèse  t:  =  i,  on  ramène  l'équation  à  une  équation  de  la  forme 

9 (  r )  dy  —  ^{x)  dx, 

dont  l'intégrale  doit  être  algébrique. 

Mais  la  méthode  ne  fournit  aucun  renseignement  sur  le  cas  de  tt  =  o. 

Quand  on  s'est  donné  le  nombre  des  valeurs  que  doit  prendre  la  fonction 
aulonr  des  points  critiques  mobiles,  il  est  possible  de  résoudre  dans  tous  les 
cas  le  problème  que  s'est  posé  l'auteur;  on  est  ramené  à  une  équation  diiïéren- 
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tielle  possédant  des  points  critiques  fixes;  par  suite  l'intégration  se  fera  soit 
par  des  calculs  algébriques,  soit  par  des  quadratures,  ou  enfin  on  aura  ù  inté- 
grer une  équation  de  Riccati. 

M.  Painlevé  fait  ensuite  connaître  une  seconde  méthode  plus  pratique,  qu'il 
applique  aux  équations  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  et  donne  des 
exemples  intéressants  de  cette  forme  où  il  met  en  évidence  les  invariants  relatifs 
à  une  substitution  linéaire  quelconque  faite  sur  la  fonction. 

La  conclusion  générale  à  laquelle  l'auteur  est  conduit  est  identique  à  celle  de 
M.  Poincaré  dans  son  étude  générale  des  équations  de  M.  Fuchs  :  les  intégrales 
générales  à  n  valeurs  des  équations  du  premier  ordre  sont  des  transcendantes 
qui  ne  diffèrent  pas  de  celles  que  définissent  les  quadratures  ou  les  équations 
linéaires.  C'est  là  une  distinction  essentielle  entre  les  équations  de  premier  ordre 
et  celles  du  second. 

Riquier.  —  Sur  les  principes  de  la  théorie  générale  des  fonctions. 

(59-86,  141-173). 

L'auteur  se  propose  de  donner  un  fondement  solide  à  la  théorie  générale  des 
fonctions  en  la  faisant  reposer  sur  les  propriétés  des  séries  entières. 

Il  développe,  en  la  perfectionnant  sur  quelques  points,  la  méthode  succincte- 
ment exposée  par  M.  Méray  dans  son  Nouveau  précis  d'Analyse  infinitésimale 
publié  en  1872. 

Klein  {F.).  —  Considérations  comparatives  sur  les  recherches 
géométriques  modernes.  (87-102,   i^S-igg). 

Brioschi.  —  Sur  la  rédtiction  de  l'intégrale  hyperelliptique  à 
l'elliptiqtie  par  une  transformation  du  troisième  degré.  (227- 
23o). 

Sauvage.  —  Théorie  des  diviseurs  élémentaires  et  applications. 
(285-340). 

La  théorie  des  diviseurs  élémentaires  {Elementartheiler)  est  due,  comme  on 
sait,  à  M.  Weierstrass. 

Soient  [P],  [Q]  les  deux  déterminants  : 


A„      . 

••     A.„ 

B..      • 

..     B 

A„.     . 

• .     A.„. 

7 

P,.,     • 

..    n 

et  [P,  Q]  le  déterminant 


/?A,.,+  7B,„ 


/^A„„+^B,.,. 


[P,  Q]  est  égal  à  un  produit  de  n  facteurs  linéaires  ap  -\-  bq,  distincts  ou  non. 

Soient  l^  l'exposant   du  facteur  ap -^  bq  dans  [P,  Q]  et  /_  l'exposant  de  ce 

même  facteur  dans  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  mineurs  d'ordre  ■;:. 
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On  (h'inoiilrc  ([uc  les  cxposaiils  /,,,  /,,  /^,  ...  vont  nécessairement,  (;ii  (liiiiiiiiiariL. 
Si  donc  on  pose 

(/^  rtanl  le  dornicr  exposant  /  (|ni  ne;  soil  pas  nul  ),  on  aura 

'o^c„+c,H-...-he,_,-t-e„ 
et  pour  l'exposant  /„  du  facteur  ci-p  -+-  O^q  dans  |  P,  Q  | 

/;  =  e;-f-e;-l-...+  e|;.  (i  =  r,2,  ...,m). 

Il  résulte  de  là  que  le  déterminant  [P,  Q]  pourra  être  représenté  par  le  pro- 
duit 

U{a-p-hb^qy'i  (ï  =  1,  2,  ..-,  rn;  j  =  o,  i,  ...,  ;•.). 

Chacun  des  facteurs  de  ce  produit  est  un  diviseur  élémentaire  du  détermi- 
nant [P,  Q]. 

La  théorie  des  diviseurs  élémentaires  est  intimement  liée  à  celle  des  formes 
bilinéaires. 

Soient  les  deux  formes  bilinéaires 

aux  mêmes  a/i  variables  a?,,  jk,>  •••■>Xn^  Yn'  ^^s  déterminants  de  ces  formes 
sont  par  définition  les  déterminants  [P]  et  [Q]. 
Si  l'on  fait  les  substitutions 

les  formes  P  et  Q  deviendront  P'  et  Q'. 
Or  les  déterminants  des  deux  formes 

pP-hqQ     et    pP'-hqq' 

admettent  les  mêmes  diviseurs  élémentaires. 
La  réciproque  de  cette  proposition  s'énonce  ainsi  : 
Etant  donnés  deux  couples  de  formes  bilinéaires 

p{x\y),   q{x\r) 

et 

P'i^'ly'),    Q'(^'lr'), 

si  les  deux  déterminants  [P,  Q]  et  [P',  Q']  ont  les  mêmes  diviseurs  élémentaires 
on  peut  déterminer  2  n^  constantes  h  et  A  telles  que  les  substitutions  ( S  )  changent 
P  en  P',  Q  en  Q'. 

Une  première  solution  de  ce  problème  considérable  a  été  donnée  par  M.  Weier- 
strass.  M.  Sauvage  en  fait  connaître  une  autre  qui  n'est  qu'une  extension  de 
celle  qu'a  donnée  M.  Darboux  pour  les  formes  biquadratiques. 

L'auteur  fait,  en  terminant,  l'application  de  cette  théorie  à  l'étude  des  équa- 
tions différentielles  linéaires. 
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Cels.    —   Sur    les    équations  difTérenlielles  linéaires    ordinaires. 

(34i-/îi5). 

L'objet  principal  de  ce  Mémoire,  divisé  en  trois  Parties,  est  l'étude  de  certaines 
équations  adjointes  à  une  équation  diflérentielle  linéaire  et  analogues  à  l'ad- 
jointe de  Lagrange. 

L'auteur  considère  une  équation  (E)  d'ordre  n  admettant  les  n  solutions  fon- 
damentales JK,,  jKj  . . . ,  ^„,  avec  lesquelles  il  forme,  d'après  Jacobi,  le  déter- 
minant 

y  \      y  2     '  '  '     j  II 
y  \     y*     •  •  '    y  n 


A  = 


yn-,       yn-,        ...       yn-^ 


Il  prend  ensuite  les  quotients  des  mineurs  correspondant  aux  éléments  d'une 
ligne  quelconque  par  le  déterminant  A.  Ces  quotients,  au  nombre  de  n,  sont 
solutions  d'une  équation  linéaire  (E,)  d'ordre  n,  dont  les  coefficients  sont  des 
fonctions  des  coefficients  de   l'équation  (  E  )  et  des  dérivées  de  ces  coefficients. 

Cette  équation  adjointe  (E, )  est  réciproque  avec  l'équation  (E),  c'est-à-dire 
qu'en  prenant  l'adjointe  de  l'adjointe  on  retrouve  l'équation  proposée. 

Il  existe  donc,  pour  une  équation  d'ordre  n,  n  adjointes  correspondant  aux  n 
lignes  du  déterminant  fondamental  relatif  à  l'équation  (E).  La  dernière,  celle 
qui  correspond  à  la  dernière  ligne,  est  l'adjointe  de  Lagrange,  comme  l'a  montré 
Jacobi. 

Si  l'on  connaît  l'intégrale  générale  d'une  des  adjointes,  on  saura  intégrer  l'é- 
quation donnée.  Quand  on  connaît  plusieurs  solutions  particulières  de  l'une  d'elles, 
il  est  facile  d'avoir  les  solutions  particulières  de  l'adjointe  de  Lagrange  et  par 
suite  de  simplifier  l'intégration  de  la  proposée. 

Reste  à  former  les  adjointes.  Il  suffit  de  remarquer  qu'une  équation  d'ordre 
n  —  I,  admettant  n  —  i  solutions  communes  avec  l'équation  (  E),  aura  précisément 
pour  coefficients  les  solutions  des  adjointes  correspondant  aux  différentes  lignes 
du  déterminant  fondamental  de  l'équation  (E).  Il  suffira  donc  d'écrire  que  cette 
équation  a  n  —  i  solutions  communes  avec  l'équation  (E)  pour  avoir  n  relations 
desquelles  il  suffira  d'éliminer  n  —  i  des  quantités  pour  avoir  l'équation  que  l'on 
veut  obtenir. 

Tel  est  l'objet  de  la  première  partie  du  Mémoire;  l'auteur  la  complète  par  une 
théorie  de  l'élimination  relative  aux  équations  différentielles  linéaires. 

Dans  la  seconde  Partie  il  imagine  pour  les  équations  différentielles  linéaires 
ordinaires  une  méthode  de  correspondance  doublement  infinie,  analogue  à  celle 
que  Laplace  a  inventée  pour  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du 
deuxième  ordre. 

Partant  d'une  équation  (E)  il  prend  son  adjointe  de  Lagrange  (  E,  )  ;  pour 
l'équation  (  E,  )  il  prend  l'adjointe  de  la  première  ligne  (  E  J  ;  pour  celle-ci  l'ad- 
jointe de  Lagrange,  etc. 

Enfin  il  forme  une  autre  suite  en  prenant  d'abord  pour  rè(|uation  (E)  l'ad- 
jointe de  la  première  ligne,  pour  celle-ci  l'adjointe  de  Lagrange,  etc. 

Cette  suite  doublement  infinie  est  telle  que,  si  l'on  a  l'intégrale  générale  d'une 
équation  de  la  suite,  on  a,  sans  nouvelle  intégration,  l'intégrale  générale  de  (E). 
Si  l'on  a  une  solution  particulière  d'une  équation  paire,  par  exemple,  on  a  sans 
nouvelle  intégration  les  solutions  corresponiiantes  de  toutes  les  équations  paires. 
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M.  (lois  applitiue  sa  mclliodc  à  di'S  classes  parLiciilièics  <l'('-(|iial  iuiis. 

Il  prend  d'abord  les  équations  qui  généralisciil  l'équation  hypergéométriquc. 
Dans  ce  ras,  toutes  les  é(|uatioiis  de  la  suite  ont  la  niéni(*  forme.  L'applieation  du 
procrdi-  conduit  h  ce  résultat  :  lors(jue  toutes  les  raein(!S  de  l'équation  détermi- 
nanlc  du  poiiil  >?  sont  entières  et  néjçativcs,  il  faut  et  il  suffit  que  les  logarithmes 
dispaiaisscnl  dans  les  d(''velo|)peMi('nls  des  intégrales  autour  du  point  critique  <x> 
pour  (|ue  rinlc'grali^  gi-iu-ralt^  soit  un  (jolynônu;. 

Qu'arrive-t-il  lorsciuiinc  des  é(|uations  de  la  suit(!  a  pour  itilégrale  générale 
un  polynôme?  l/e(|uation  proposée  s'intègriî  alors  sous  forirn^  finie,  ou  par  des 
(juadratures  Iors(|ue  les  raeiniîs  de  ré(juation  déterminante  du  point  ce  sont  en- 
tières et  que  certaines  conditions  algébriques  sont  réalisées.  ICn  particulier, 
lorsque  toutes  les  racines  de  cette  é([uation  déterminant(;  sont  entières  et  posi- 
tives, pour  que  l'intégrale  générale  soit  une  fraction  rationnelle,  il  faut  et  il 
suffit  (jue  les  logarithmes  disparaissent  dans  les  développements  des  intégrales 
autour  du  point  oc.  F'infin  l'application  de  ces  résultats  à  une  équation  déjà  con- 
sidérée par  1\I.  Goursat  conduit  à  une  proposition  très  simple  qui  décide  des  cas 
où  l'intégration  se  fait  par  la  méthode  de  M.  Gels. 

Appliquée  ;\  l'équation  du  deuxième  ordre,  cette  méthode  fournit  une  formule 
contenant  des  dérivées  à  indice  quelconque  qui  exprime  l'intégrale  générale  de 
cette  équation. 

L'auteur  aborde  ensuite  l'étude  de  l'équation 

rf"c  d^-'z  ,  dz 

x"-^ 1-  aa;"-'  ~ h. .  .H-  /i  -7-  +  x"-^z  +  o, 

dx"  dx"-''  dx 

qui  généralise  dans  les  ordres  supérieurs  l'équation  de  Bessel  et  distingue  spé- 
cialement deux  cas  : 

1°  Quand  les  racines  de  l'équation  déterminante  du  point  o  sont 

o,     \-^pn,     2 -\- pn,     ...,     {n  —  \)  +  pn^ 

p  étant  un  entier  positif  ou  négatif; 
2°  Lorsque  ces  racines  sont 

i-t- /?/?-,     2 -{- pn,     ...,     {n  —  2)-\- pn,     {n  —  \)-hgn 
ou 

{n  —  \)-{- pn,     (/?  —  2)-{-pn,     ...,     2 -f-/?/j,     i-hqn, 

p  et  q  étant  deux  entiers  positifs  ou  négatifs. 

Cette  étude  conduit  à  l'intégration  des  équations  du  deuxième  et  du  troi- 
sième ordre  dans  tous  les  cas  où  l'intégrale  générale  est  uniforme  autour  du  point 
zéro;  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  équations  d'ordre  supérieur,  parce  que, 
dans  une  équation  d'ordre  n,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
l'intégrale  générale  soit  uniforme  autour  du  point  critique  zéro  sont  que  les  ra- 
cines de  l'équation  déterminante  du  point  zéro  soient  respectivement  i,  2, . . .,  (/i  —  i) 
à  un  multiple  de  n  près,  qui  n'est  pas  le  même  pour  toutes  les  intégrales. 

Dans  la  troisième  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Gels  étudie  le  cas  où,  dans  la 
suite  des  équations  correspondant  à  l'équation  (E),  il  se  trouve  une  équation 
identique  à  la  proposée.  Le  cas  le  plus  intéressant  est  celui  où  la  suite  est  pé- 
riodique, c'est-à-dire  où  (E)  =  (Ej,,).  Dans  ce  cas,  l'intégration  est  possible.  Les 
équations  appartiennent  à  la  classe  de  celles  que  l'on  peut  ramener  aux  équations 
linéaires  à  coefficients  constants  par  un  changement  de  fonction  suivi  d'un 
changement  de  variable. 


28  SECONDR  PARTIE. 

L'auteur  montre  ensuite  qu'il  existe  autant  de  méthodes  de  correspondance 
doublement  infinie  qu'il  y  a  de  combinaisons  de  lignes  deux  à  deux  dans  le 
déterminant  fondamental. 

Il  existe  des  correspondances  plus  que  doublement  infinies;  on  les  obtient  en 
considérant,  par  exemple,  trois  lignes  du  déterminant  fondamental;  on  a  alors 
une  correspondance  sextuplement  infinie. 

Ces  correspondances  permettent  de  généraliser  de  plus  en  plus  les  caractères 
d'intégrabilité  d'une  équation. 


Supplément. 

Bourlet.  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  simultanées 
qui  contiennent  plusieurs  fonctions  inconnues.  (3-63). 

Ce  travail  est  divisé  en  trois  Parties. 

Dans  la  première,  M.  Bourlet  établit  la  condition  nécessaire  pour  qu'un  sys- 
tème d'équations  aux  dérivées  partielles  simultanées  admette  comme  système 
d'intégrales  le  plus  général  un  système  dépendant  d'un  nombre  yZ/zt  de  constantes 
arbitraires.  Cette  condition  avait  déjà  été  énoncée  et  démontrée  d'une  autre 
manière  par  M.  Sophus  Lie. 

On  sait  ce  que  l'on  entend  par  système  complètement  intégrable  de  mn  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  à  m  fonctions  w,,  w^, . . . ,  w^  et  à  /i 
variables  a;,,  x.^,  . . . ,  x^. 

(i)  —  =/.^.         (i  =  i,  2,  ...,m;  A- =  1,  2,  ...,/i). 

C'est  un  système  où  les  fonctions  /-j.  satisfont  aux  relations 


{i  =  i,  2,  . . .,  m  ;  k,  h  =  j,  -2,  . . . ,  n), 


à'  U: 


qui  expriment  que  les  deux  valeurs  des  dérivées  secondes  ^ , —  que  l'on  peut 

aXf.âXf^ 

calculer  au  moyen  des  équations  (i)  sont  identiques. 

Voici,  sur  ces  systèmes,  la  proposition  préliminaire  que  démontre  M.  Bourlet 
pour  l'appliquer  à  la  solution  du  problème  proposé. 

Etant  donné  le  système  de  mn  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre 

(i)  ■^=zf.^         (t  =  I,,  2,  ...,  m;  A'=i,2,  ...,  ;i)» 

oîi  f-j.  désigne  une  fonction  de  u^,  u.^,  . . . ,  m,„,  x^,  x^,  . . . ,  a?,,,  et  les  p  relations 
distinctes 

(2)  'i,,{U^,U^,...,H„„X„X^,...,Xj=0,  (/i  =  I,  2,  ...,/?), 

s'il  existe  des  fonctions  m,,  u^,  . . . ,  m„,  de  x^,  . . .,  x„  vérifiant  à  la  fois  les  équa- 
tions (i)  et  (2  ),  ces  fonctions  satisferont  à  un  système  complètement  intégrable 
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(If   la  tormc 


(3)  T-^  ■"'"'.  A  ii--i,.> /•;  /,    -^  1,2,  ...,  //) 

cl  à  ///     - /•  r(Mali<»iis  de  la  Ioiiih' 


'■  -  ,  /", 


(4) 


-  -  ,1 


'^...-ri^ir  ".'  ...,  w,;^.,  ...,  jcj, 


et,  rc^ciproqucmonl,  touLcs  les  solutions  des  systèmes  (3)  et  ( /i  )  satisfont  aux 
systèmes  (i)  et  (  .>  ). 

Le  système  (3)  étant  complètement  intégrabic,  un  llièorème  connu  montre 
que  le  système  d'intégrales  le  plus  général  dépend  de  /•  constantes  arbitraires, 
et  fournit  même  le  moyen  de  trouver  ces  intégrales. 

Le  théorème  préliminaire  qui  vient  d'être  énoncé  conduit  enfin  ù  la  propo- 
sition suivante  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  système  (A)  d'équations  aux 
dérivées  partielles  simultanées  entre  p  fonctions  -z,,  z^,  ...,z^,etn  variables 
x^,x^,  ...,^„  admette  comme  système  le  plus  général  d'intégrales  un  système 
dépendant  d'un  nombre  yi/ii  de  constantes  arbitraires  ou  soit  incompatible,  est 
qu'en  adjoignant  aux  équations  de  ce  système  certaines  des  équations  que  l'on 
peut  en  déduire  en  les  dérivant  une  ou  plusieurs  fois  par  rapportât;,,  x^,  ..., 
07,,,  on  puisse  former  un  second  système  (B)  équivalent  au  système  (A),  tel 
qu'on  puisse  tirer  de  ce  système  toutes  les  dérivées  des  fonctions  s,,  z^^  . . .,  z^,, 
respectivement  d'ordres  5,,  s^,  . . .,  s  en  fonction  de  x,,  x^,  . . . ,  x  ,  z^,  -c^,  , . . , 
z    et  de  leurs  dérivées  d'ordres  respectivement  inférieurs  à  s^,  s^,   ...,  s  . 

Lorsque  cette  condition  est  remplie,  on  peut  ramener  l'intégration  du  sys- 
tème (A)  à  l'intégration  d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires  du 
premier  ordre. 

Ce  dernier  résultat  semble  avoir  été  aperçu  antérieurement  par  M.  R.  Liou- 
ville. 

M.  Bourlet  consacre  la  deuxième  Partie  de  son  Mémoire  à  l'étude  spéciale  des 
systèmes  linéaires  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Voici  comment  il  définit  les  systèmes  canoniques  : 

Étant  donné  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

linéaire,  entre  m   fonctions    a,,  u^,  ,..,  m„,  et  n  variables   indépendantes  x^, 

,     ,  ,  .  ,        ,      , .  .    ,      au, 

x^,  ...,x,^,  résolu  par  rapport  a  un  certain  nombre  de  dérivées 


dx 


au- 

dF,  =  ^'^' 

ee  système  sera  dit  mis  sous  forme  canonique  si  les  fonctions  ^J^-^  de  x^,  x,,  .  .. 
^ni  ^^it  "j»  •  •  •  1  "m  ^^  ^^^  dérivées  de  w,,  u^,  . . .,  a„,  (qui  y  sont  contenues  linéai- 
rement) satisfont  aux  conditions  suivantes  : 

1°  ^|/.j  ne  renferme  que  des  dérivées  par  rapport  aux  variables  x    dont  l'in- 
dice h  est  égal  ou  supérieur  à  k: 

du 
2"  Si  une  dérivée  ~-    d'une  fonction  u-  par  rapport  à  la    variable  Xf^  figure 
Ox^. 

dans  t{^,j,  l'indice  ./  de  celle  fonction  est  supérieur  à  /. 
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L'auteur  rnonlre  que  tout  système  linéaire  du  premier  ordre  peut  être  mis 
sous  forme  canonique. 

Il  définit  les  systèmes  canoniques  complètement  intégrables  et  fait  voir  qu'un 
pareil  système  admet  toujours  un  système  d'intégrales  générales  dont  le  degré 
de  généralité  est  parfaitement  défini. 

La  troisième  Partie  du  travail  sert  de  lien  entre  les  deux  premières  et  contient 
les  conclusions  que  voici  : 

La  convergence  des  développements  des  intégrales  d'un  système  quelconque, 
calculés  au  moyen  des  équations  mômes  de  ce  système,  est  établie. 

Le  degré  de  généralité  du  système  le  plus  général  d'intégrales  n'est  précisé  en 
toute  rigueur  que  dans  deux  cas  : 

1°  Quand  le  système  ne  dépend  que  d'un  nombre  fini  de  constantes  arbi- 
traires; 

2°  Quand  le  système  proposé  peut  être  ramené  à  un  système  du  premier  ordre 
complètement  intégrable. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 

TomeCXII;  1891  (i). 

Brioschi.  —  Sur  une  classe  d'équations  modulaires.  (aS-Sa). 

Appell.  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  transfor- 
mables en  elles-mêmes  par  un  changement  de  fonction  et  de 
variable.  (34-37). 

Soit  une  équation  du  second  ordre 

(On  peut  toujours  supposer  une  équation  du  second  ordre  privée  de  second 
terme  par  un  changement  de  fonction.)  Si  l'on  fait 

_1 

cette  équation  se  transforme  en  une  autre  de  même  forme,  où  u  est  remplacé 
par  ç  et  z  par  t,  pourvu  que  l'on  ait 

où 

,      ,  3'f"'—2Z>'o"' 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XVI,.  p.  119. 
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L()rs(|iir  f{z)  est.  (loiiiii'c,  hi  (|('l('rtiiiii;il  ion  (riitic  sululiori  'f  (  «  )  est  dans  la 
|)lii|>arl  (les  cas  iiiipossihic. 

Si,  au  CDiilraii'c,  on  se  donne  9(0),  on  aura  une  fonclion  j»arli(:tilicrc  y  {z) 
véiiliaiil  la  cundil  iDii  ci-dcssiis  en   loiiiianl,  la  scrio 


A(-)-  V  |'y(c)'f'(.-,)...'y(cji^z(cj. 

On  suppose  «pic  la  funclicm  '-?(-,)  csl  holoinorplic  dans  loni,   le  plan,  (\\\c  les 
points 

sont  tous  dans  celle  région  cl  convergent  légulièrcinenL  vers  un  point  limiter 
qui  n'est  pas  un  point  essentiel  de  ©(  s).  Alors  le  module  de  9' (a;)  est  moindre 
que  l'unilé  et  la  lonction  f,{z)  est  liolomorplie  au  point  a:. 

D'après  un  lliéorcme  de  M.  Kœnigs,  la  fonction /(  ^  )  la  plus  générale,  holo- 
iMorplic  ou  méromorphe  au  point  x  et  vérifiant  la  relation  ci-dessus,  est 


/<^'=/.<=)-[^M 


a  désignant  une  constante  arbitraire. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  du  second  ordre  est  régulière  dans  le 
domaine  du  point  limite  x.  Les  racines  de  l'équation  fondamentale  détermi- 
nante étant  /•,  et  r^,  on  trouve  que  récjuation  admet  les  deux  intégrales  par- 
ticulières 

Ii'-'(^)LB'(c)]"i         B-(2)[B'(^)]-2. 

Ce  résultat  montre  que  les  coefficients  de  l'équation  deviennent  constants 
par  la  substitution 

<=logB(^),        u  =  v[B'iz)]~K 

Lorsque  o{z)  =  ~ -,  B{z)  est  de  même  forme  (équations  intégrées  par 

M.  Besge  et  par  Halphen). 

Léauté.  —  Note  sur  les  poulies-volants.  (75-77)- 

Vicaire.  —  Sur  les  petites  oscillations  d'un  système  soumis  à  des 
forces  perturbatrices  périodiques.  (82-87). 

On  suppose  qu'aux  forces  constitutives  d'un  système,  considéré  dans  une  po- 
sition stable,  viennent  s'ajouter  des  forces  perturbatrices  très  petites,  fonctions 
périodiques  du  temps.  On  pourra  les  développer  en  séries  trigonométriques. 
Mais,  à  cause  de  la  forme  linéaire  des  équations  des  petits  mouvements,  on  sera 
ramené  au  cas  où  toutes  les  forces  perturbatrices,  ayant  même  période  et  même 
phase,  n'amèneraient  dans  chaque  équation  qu'une  seule  fonction  circulaire 
ayant  partout  le  même  argument.  C'est  ce  que  I\L  Vicaire  appelle  une  force 
perturbatrice  simple. 

Chaque  force  perturbatrice  simple  introduit  dans  le  système  une  oscillation 
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siinplc  dont  la  période  est  celle  de  la  force  cl  dont  r;iiiiplitude  est  déterminée 
pour  clia((ue  point,  indépendarnrrienl  des  conditions  initiales  du  nriouvenient. 

Si  la  période  de  la  force  perturbatrice  tend  vers  celle  de  l'une  des  oscillations 
simples  propres  au  système,  l'amplitude  de  la  perturbation  devient  de  plus  en 
plus  grande.  A  la  limite,  la  perturbation  se  C(Hifond  avec  l'oscillation  simple 
correspondante  dont  l'amplitude  augmcMitc  indéfiniment  avec  le  temps. 

Ce  dernier  théorème  fournit  l'explication  d'un  grand  nombre  de  phénomènes  : 
mise  en  vibration  d'une  corde  sonore  (juand  l'air  ambiant  vibre  à  l'unisson  et 
non  autrement;  absorption  des  rayons  de  lumière  et  de  clialeur  par  un  milieu 
capable  d'engendrer  des  rayons  de  même  longueur  d'onde,  etc. 

Sire.  —  Nouvel  appareil  gyraloire,  le  gyroscope  alternatif.  (i55- 

i56). 

«  L'appareil  se  compose  d'une  poulie  très  légère  dans  la  gorge  de  laquelle 
s'enroule,  en  plusieurs  spires  superposées,  un  (il  dont  l'extrémité  est  fixée  à  la 
gorge.  La  poulie  porte  diamétralement  les  crapaudines  de  l'arbre  d'un  tore 
auquel  on  imprime,  à  l'aide  d'un  fil  spécial,  un  mouvement  rapide  de  rotation. 
hln  tenant  l'extrémité  libre  du  (il  de  la  poulie,  on  observe  d'abord  que  la  poulie 
descend  lentement,  en  même  temps  qu'elle  tourne  autour  du  fil.  Lorsque  l'axe 
du  tore  devient  à  peu  près  parallèle  au  fil,  il  se  produit  un  déroulement  brusque, 
mais  peu  étendu,  puis  les  choses  se  passent  comme  ci-dessus,  à  cette  différence 
près  que  la  rotation  autour  du  fil  a  cliangé  de  sens.  » 

Phillips.  —  Pendule  isochrone.  (i^'j-iSi). 

Picard.  —  Sur  la  représentation  approchée  des  fonctions.  (i85- 
i86). 

Étant  donnée  une  fonction  /(c?),  continue  et  de  période  27:,  on  peut  trouver 
une  suite  finie  de  Fouricr  F  (9)  telle  que  /('-?)  puisse  être  représentée  par  1"'(9) 
avec  une  approximation  donnée  à  l'avance. 

C'est  ce  que  montre  très  simplement  M.  Picard  en  parlant  du  développement 
de  la  célèbre  intégrale  de  Poisson 

'      r'""  '  +  '•'  f>,  ,  -r 

—      /  ; —    /  (  y  )  try. 

2T.J^  I--i/-C0S(^-9)-+-/--^'^'        ' 

De  ce  résultat  INL  Picard  tire  immédiatement  la  démonstration  d'un  théorème 
auquel  M.  Weierstrass  était  parvenu  récemment  par  une  voie  très  compliquée  : 

«  On  peut  représenter  la  fonction  /(cp)  continue  dans  l'intervalle  (a,  ,3)  par  un 
polynôme  P(9),  avec  une  approximation  au  moins  égale  k  1\b,  s  étant  donné 
à  l'avance.  » 

De  ce  théorème  M.  ^Ycierslrass  a  déduit  la  possibilité  de  développer  toute 
fonction  continue /(:r)  d'une  variable  réelle  entre  a  et  ^  par  une  série  de  la 
forme 

/„(^)+/,(^)-i-...-f-/„(j7)+..., 

les /étant  des  polynômes  et  la    série  étant   unil'ormcmcnl  cl   absolument  coii- 
vcrKcnte. 
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Les  coiisid»  r.iliiiiis  qui  prt'crdcnl  s'ticiMlciil  aux  luiiclioiis  d'iiii  noiiilnc  (|iicl 
<M.n(|ut'  (le  v;iiial)lt's. 

Ainsi  toiilc  finiclion  de.  <I<mi\  variaMos  /(O,-^)  ronliniic  sur  loulc  la  sjilièrc 
«le  rayon  i,osl  n'prt'scnlahlc  |»ar  une  suili;  liniih'c  (l(!  rond  ions  Y„  avec  une 
ii|i|)ro\inKil  ion  au   innius  r;;al('  à  z. 

()n  roncinl  de,  là  (|U('  loulc  fonclion  <lc  deux  variables  rc'eiles  a;  cL  y  continue 
<lans  un  rerlain  domaine  peul  (Mre  repri'-senléc  par  un  polynôme  V(x,y)  avec 
une  appi(»\imation  au  moins  éi;alc  à  une  (|uantiLé  d'ailleurs  (juelconciuc  e. 

H  en  rt'sullt>  (|ue  loule  fonction  f^x^y)  pcuL  être  dévelo])j)('e  en  une  séri<! 
absolunicnl  el  uniformémcnL  convergenlc  de  polynômes  à  deux  variables. 

Minlxowshi.  —  Throrrincs  arilliméliqucs.  (209-217.). 

Soient  \,  t,,  ÎT,  . . .  ;/  formes  linéaires  indépendantes  à  n  variables  57,  y,  z. 
Tarmi  ces  formes,  il  y  en  a  2p  qui  sont  imaf;inaires,  conjuguées  deux  ù  deux, 
et  a  =  /i  —  2^  (|ui  sont  réelles  (l'un  ou  l'autre  des  deux  nombres  a,  [3,  pouvant 
<i'ailleurs  cire  égal  à  zéro).  Soient  A  le  déterminant  des  formes  ^,  t,,  ^,  et/?  un 
nombre  quelconque  au  moins  égal  à  r. 

On  peut  toujours  assigner  h  x,y,  z  des  valeurs  entières  telles  que  la  somme 

Ul''-M-M/'+KlM-.... 

s)it  diiïérente  de  zéro,  et  en  même  temps  plus  petite  que  la  quantité 


n 

iH 

P 


2  :S 

2-7 


H 


2 

I  H 

P, 


I  ,   > 


qui  est  elle-même  inférieure  à  /«  |  A  [«. 

De  ce  tbéoréme  i\L  Minkowski  tire  divers  résultats  fondamentaux  pour  la 
théorie  des  nombres  algébriques,  entre  autres  celui-ci  : 

Le  discriminant  d'un  corps  algébrique,  faisant  partie  de  n  corps  conjugués 
dont  2  |3  sont  imaginaires,  et  /i  —  2  jâ  réels,  est  en  valeur  absolue  toujours  plus 
grand  que 

Ainsi  se  trouve  démontré  le  postulat  de  M.  Kronccker,  que  tout  discrimi- 
minant  est  dilTérent  de  +1,  c'est-à-dire  que  tout  discriminant  contient  des 
nombres  premiers  comme  facteurs.  C'est  là  un  fait  remarquable;  tout  nombre 
algébrique  irrationnel  a  ainsi  ses  nombres  premiers  critiques,  comme  toute 
fonction  algébrique  irrationnelle  a  ses  points  d'embrancliement. 

Amigucs.  —   Dcmonslralion  purement  algébrique   du  ihéorèmc 
fondamental  de  la  théorie  des  équations  algébriques.  (212-2  1 4). 

De  Saint-Germain.  —  Sur  le  mouvement  d'un  double  cône  qui 
roule  sur  deux  droites.  (21  5-2 1 G). 
Bull,  des  Sciences  mat/ieni.,  2'  série,  t.  WII.  (  Février  iSgS.)  R.3 
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Defforges.  —  Sur  la  résistance  opposée  par  l'air  au  mouvement 
à'nn  pendule.  (2  f  ^-::i  kj). 


Potier.   —  Sur  le  principe  d'IIuygens.  (220-228 


Ilolinhollz  et  Kirchlioiï  ont  donné  le  moyen,  dans  le  cas  de  mouvements  pé- 
rio(li(jucs,  de  déduire  l'état  vibratoire  d'un  point  de  celui  d'une  couche  infiniment 
mince  qui  l'entoure  coniplètement.  Ils  ont  trouvé  ainsi  une  solution  particu- 
lière du  problème  que  soulève  le  principe  d'IIuygens  :  Rechercher  comment 
doivent  être  distribuées,  sur  une  surface  enveloppant  les  centres  d'ébranlement, 
les  sources  fictives  qui  leur  sont  équivalentes  pour  les  points  extérieurs  à  cette 
surface,  ainsi  que  la  nature  du  mouvement  produit  par  chacune  de  ces  sources. 

M.  Potier  donne  de  ce  problème  une  solution  plus  générale  qui  ne  suppose 
pas  la  périoJicité  des  ébraulcuicnts.  Cette  solution  repo-e  sur  le  théorème  sui- 
vant : 

«  Soient  une  surface  quelconque  S,  deux  points  A  et  B,  /•  et  p  les  distances 
de  ces  deux  points  à  un  élément  cIq  de  la  surface,  dn  un  élément  de  la  normale 
à  cette  surface,  F  une  fonction  de  /'-l-p  ne  devenant  infinie  pour  aucune  valeur 
de  la  variable;  l'expression 


est  égale  à 


,     F(R) 


R  désignant  la  distance  AB,  suivant  que  les  deux  points  A  et  B  sont  du  même 
côté  de  la  surface  S  ou  sont  séparés  par  elle  ». 

Poincaré.  —  Sur  le  développement  approché  de  la  fonction  per- 
turbatrice. (269-278). 

Il  arrive  souvent  que,  les  moyens  mouvements  étant  presque  commensurables, 
certains  termes  de  la  foncLion  perturbatrice  acquièrent,  malgré  leur  rang  élevé, 
une  importance  considérable,  par  suite  de  la  présence  de  petits  diviseurs. 

Il  peut  èlre  nécessaire  d'en  trouver  des  valeurs  approchées  sans  connaître  les 
termes  qui  précèdent. 

M.  Flamme,  qui  s'est  occupé  du  (*alcul  de  ces  valeurs  approchées,  commence 
par  développe^"  la  fonction  perturbatrice  en  une  somme  de  termes,  dont  chacun 
est  le  produit  de  deux  facteurs,  le  premier  dépendant  seulement  de  la  longitude 
de  la  première  et  le  second  de  la  longitude  de  la  seconde  planète;  puis  à  cha- 
cun de  ces  deux  facteurs,  il  applique  la  méthode  de  M.  Darboux  sur  les  fonc- 
tions de  grands  nombres. 

Comme  il  y  a  intérêt  à  éviter  ce  développement  préliminaire,  M.  Poincaré 
applique  directement  cette  méthode  à  la  fonction  perturbatrice  elle-même,  après 
l'avoir  rendue  applicable  aux  fonctions  de  deux  variables. 

Mannheim.  —  Remarques  sur  le  déplacement  d'une  figure  de 
forme  invariable  dont  tous  les  plans  passent  par  des  points 
fixes.  (288-284). 
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Andrado,  —  Sur  lo  inonvoiiiciil  (Turi  voil(!X  rccliligiio  dans  un  li- 
(|ni(l('  conlcnti  dans  iiti  prisme  rectangle;  d(;  longueur  indélinic. 
(.i.8-4^'.i). 

Ce  prohlrmc  ;i  l'ir  irsolii  par  M.  Circnliill ,  grrico  à  l'oiriploi  Me  la  iriélliodc 
des  images. 

Si  '.\(i  el  >/>  soiU  les  dimensions  transversales  du  prisme,  coin f<  etcotnMdciix 
fondions  donhlemenL  pc'rio(li(|nos  de  modules  comj)lémcnlairos  dont  les  demi- 
périodes  12,  il'  sonL  dclinies  par  la  proportion 

il  _  il'  _     I 
a  ~  'b    ~  yj\ 

la  trajectoire  décrite  par  le  centre  d'une  section  droite  du  vortcx,  dont  les  dis- 
tances à  deux  faces  contiguës  du  prisme  sont  x^,  y^,  a  pour  équation 

cotn^  /  -^  I  H-  cotn^  (  2_5_  \  —  const. 

]\I.  Andrade  met  en  évidence  une  curieuse  propriété  du  vortex  confiné,  et  il 
étudie  ensuite  le  régime  iicrmanent  des  pressions  dans  le  cas  particulier  d'un 
vortcx  dont  l'axe  immobile  coïnciderait  avec  l'axe  indéfini  du  prisme. 

D^Ocagne.  —  Sur  la  représentation  plane  des  équations  à  quatre 
variables.  (421-428). 

Etant  donnée  une  équation  à  quatre  variables 

¥{x,  y,z,  0  =  0, 

à  chaque  valeur  de  t  correspond  une  surface.  Cette  surface  est  rcpréscntable  sur 
un  plan  par  ses  courbes  de  niveau.  Mais  on  ne  peut  songer  à  superposer  sur 
un  mémo  plan  les  divers  systèmes  de  courbes  de  niveau  correspondant  aux 
valeurs  successives  de  t.  De  là  l'impossibilité,  à  moins  d'un  artifice  particulier, 
de  l'eprésenter  sur  un  plan  les  équations  à  quatre  variables.  Toutefois  M.  d'Oca- 
gne  expose  une  méthode,  fondée  sur  l'emploi  des  coordonnées  parallèles,  qui 
permet  d'effectuer  la  représentation  plane  d'une  classe  très  étendue  d'équations 
à  quatre  variables. 

L'auteur  a  développé  antérieurement  la  théorie  de  ces  coordonnées  qui  dé- 
terminent une  droite  par  les  segments  qu'elle  détache  sur  deux  axes  parallèles 
à  partir  d'origines  fixes. 

Raffy.  —  Sur  une  classe  de  surfaces  harmoniques.  (424-426). 

Toute  surface  harmonique  dont  les  lignes  d'égale  courbure  sont  parallèles  est 
applicable  sur  une  surface  de  révolution. 

L'auteur  démontre  ce  théorème  en  s'appuyant  sur  une  règle  qui  lui  a  déjà 
permis  de  trouver  toutes  les  surfaces  harmoni(jues  résultant  de  la  déformation 
des  surfaces  réglées  : 

Pour  qu'un  élément  linéaire  donné  sous  la  forme 

ds^  —  du'  H-  G  dv^ 
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soit  i(-duclil)lc  à  la  forme  harmoni((iio,  il  faut  cl  il  suffit  qu'on  puisse,  en  choi- 
sissant convenablement  les  deux  fonctions  A  et  W  de  la  seule  variable  v,  satis- 
faire aux  c(iuations 

au  \  J     ^  / 

â    !x',— 3.\ 


=  ^^[^'^(-'-^/î')] 


Ou        G  G  v/( 

Mannlieim.  —  Transformallon  de  dcmonsLrallon.  (475-477)- 

ScJiœnJlies.  —  Sur  les  surfaces  minima  limitées  par  les  qualrc 
arêles  d'un  quadrilatère  gauche.  (478-480). 

M.  Schwarz  a  énoncé  ce  théorème  que,  parmi  les  surfaces  limitées  par  les 
quatre  arêtes  d'un  tétraèdre,  il  y  en  a  cinq  qui  sonl  périodiques,  c'est-à-dire 
telles  que,  dans  une  portion  limitée  de  l'espace,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de 
répétitions  symétriques  de  la  portion  primitive  de  la  surface.  Toutes  ces  surfaces 
possèdent  la  symétrie  de  l'octaèdrcv. 

Mais  le  résultat  obtenu  par  M.  Sclnvarz  n'est  pas  complet.  M.  Schœnflies, 
appliquant  aux  surfaces  minima  les  groupes  de  transformations  de  l'espace, 
montre  que  le  nombre  des  surfaces  minima  passant  par  les  quatre  arêtes  d'im 
tétraèdre  est  de  six  et  non  de  cinq. 

RalJy.  —  Sur  les  spirales  harmoniques.  (5i8-52i). 

L'objet  de  cette  Note  est  de  déterminer  tous  les  éléments  linéaires  qui  con- 
viennent à  la  fois  à  des  surfaces  spirales  et  à  des  surfaces  liarmonitiues.  Ces 
éléments  sont  tous  compris  dans  le  type 

ds-  —  (  ««'"  —  bv"^  )  (  diC  -\-  dv"^), 

auquel  il  faut  adjoindre  les  deux  formes 

ds''  —  (  e""  —  e'""  )  (  du''  +  dv-), 
ds^=  {\ogau  —  ïogbv)  {du'^-v-  dv''), 

qui  n'en  sont  que  des  dégénérescences  (m  =  ce  et  //i  =  0). 

Pour  le  démonti-er,  l'auteur  résout  complètement,  dans  le  cas  des  spirales, 
l'équation  différentielle  indéterminée  qui  exprime  qu'un  élément  linéaire  Xc/a^rfj^ 
est  réductible  à  la  forme  harmonique. 


Autonne.  —  Sur  une  application  des  groupes  de  M.  Lie.  (070- 

573). 

Étant  donnée  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 

où  ;,  T,  sont  regardées  comme  les  coordonnées  d'un  point  sur  un  certain  plan  E. 
on  peut,  comme  l'a  montré  M.  Autonne,  représenter  birationnellement  tout 
élément  (^,  t,,  t,')  du  plan  E  par  un  point  {x,  y,  z)  d'un  espace  R. 
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l/t''t|ii.il  ion  ilillV-iciil  iillc  -^t'  n'iircsciilc  piir  une  rcil  iiiiic  mm  raie  /  de  l'oitact!  It 
cl  les  iii(f;;r.il('s  par  des  cniirlics  inli-L^raiiIrs  lra<'('cs  sur  /"  cl  avaiil  leurs  lan- 
^ciilcs  >^iii'  un  complexe  linc.iii'i-  lonjoiiiw  le  im'iue. 

Les  inl  i-:;i'alcs  soni  di-linicN  pac  la  lelalion   inlinil  l'^iniale 

dz  — -  y  (l,r  -h  .r  dy  ---  o, 

t|ui,  (lan>  rcNpaee   15,   repiw'scnie   la   lelalion   (/r^         ','  d'.        o  (laM->   le   pi. ni    K. 

La  reclieiclie  (\r<'  i  ni  ('-^l'aies  de  li^i  ualiiui  y  :^  o  c>l  ainsi  laniencc  à  celle  des 
i  ni  l'Iran  les  sui-  la  suilacc  /'. 

l/inlroducl  ion  Ac  la  noiion  de  ;;ronpcs  c  )nlinus  de  I  lansfornial  ion  duc  à 
M.   Li(>  conduil    l'auleur   à    (|uel(pics    nxillals    nouveaux   dans  ce!   ordie  d'idt'cs. 

SoienI    I'  cl    15  deux   lonrlioiis  de  ,r,  )'.  c:.   Ii(''(;s  par  la   relalion 


15.'.   h; 


h:   |{ 


l'i   .ri';-i  il»; 


Ki\  suivanl  une  inaiclic  analogue  à  celle  (|u'a  ouvcrln  M.  IMcard  dans  son 
.Mémoire  couronné  de  iSSS.  M.  Aulonne  |)arvi(;nt  à  résoudre  le  problème  des 
inlégranles  sur  une  surface  quclcon(|ue  /  «lu  faisceau 

a  P  -+-  ji  U  i::^  o,         oi,  "^  —  consl. 

Les  ré>ullaL>  (|u"il  ohlicnL  sont  à  ra|)|)roclier  do  ce  tliéorèmc  de  .M,  Lie  : 

«  Klant  donnée  une  ('(jualion  dinerenliellc  du  premier  oidre  résolue  par  rap- 
port a  la  dérivée 

\  (  ;,  T,  )  dr,  —  Y  (  ç,  T,  )dl  =  o, 

si  l'on  connail  une  Iranslormalion  infinitésimale  (  ponctuelle  ou  de  contact)  (|ui 
transforme  l'éijuation  en  elle-même,  on  |)ourra  former  un  facteur  d'intcgrabilité. 
et  l'on  sera  ramené  aux  quadratures.  » 

Weingarten.  —  Sin^  la   iliéoiMC  des  surfaces  applleal)les.  (O07- 
Oio). 

On  peut  déterminer  la  situation  d"un  point  I*  d'une  surface  par  sa  distance  à 
l'origine  des  coordonnées  rcctilignes  x,  y,  z  et  par  la  longueur  de  la  normale 
abaissée  de  l'origine  sur  le  |)lan  tangent  en  I*.  c'est-à-dire  par  les  paramétres 


X'  +  y'  -F-  Z' 


p  =  ex  -f-  c  y  H-  c" z, 


Dès  lors,  si  la  surfac(>  ap[)artienl    à  la   famille  déterminée   par  l'équation  aux 
dérivées  parli(dles  du  second  ordre 

ri  4-  (0  -H  p  )  - — '■ h  r.r       •.  -  y 


où  -ç.  représente  une  foaction  donn.''e  d.vs  variables  p  et  y,  el  o,  o'  IC'  ravon-;  de 


/iidl.  des  Sciences  nintli'-m.,  o.'  série,  t.  W'II.  (.Mars  iS(j.3.) 
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courbure  |)rincip;ni\,  ou  aura,  pour  (chacune  (!»•  ces  surlacos, 

xa  ~  -\'  c  a  —^  -----  r/ç, 
ôq  ()p 

.  (h  ,    ,  r>f 

y  <l  -^  -\-  c  d  -ç-  —  dr 
Oq  ()p 

z  d  -^  -\-  r  d  —^  ^  d^, 
<)(/  Ofj 

dl,  dr^,  d^  élanl  des  fliiïércntielles  cxacles. 

Le  carré  de  rélémcnl  linéaire  des  surfaces  dont  les  points  sont  déterminés 
par  les  coordonnées  l,  r,,  ^  sera  donné  par  la  formule 

qui  montre  que  toutes  ces  surfaces  sont  applicables  les  unes  sur  les  autres. 
Si  Ton  prend 

et  qu'on  fasse  ensuite  la  substitution 

on  retrouve  une  forme  d'élément  linéaire 

dV-\~  dr,--\-  d^-  —  du-  -f-  2  (  a  +  Jî/>  )  dp-, 

étudiée  par  M.  Darboux  {Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  3"  Partie,  p.  sS^). 
Gomme  on  peut  trouver  explicitement  toutes  les  surfaces  définies  par  l'équa- 
tion 

on    pourra  obtenir   toutes   les  surfaces  admettant   lélément    linéaire   précédent. 
Elles  sont  applicables  sur  la  surface  de  révolution 


/•  ,-  /■ 


\  =  a/;cos->  Y  —  a/sin-»  'L  —  j v  t' —  x' — idt, 

■X  y. 

et  déterminables  par  quadratures. 

On  peut  aussi  trouver  par  des  quadratures  les  surfaces  vérifiant  rc'quation 

'^  (  p'  —  p  )  —  si nli  (  ■;>  p  -I-  '.>.  0'  ). 

VerscJiaffelt.  —  Des  déformations  qtie  présente  après  Timbibi- 
tion  un  système  formé  pa,r  la  superposition  de  deux  lames 
hy^roscopicjties,  minces  et  lioniogèncs,  à  propriétés  différentes. 

(()10-()I  i). 

La  dilatation  (|u'éprouve  une  lame  mince  liomoi^ène,  par  suite  de  rimbibitit)n, 
peut  être  la  même  dans  tontes  les  directions  (dilatation  isotrope),  ou  inégale 
dans    les  divers  sens  (dilatation  anisot  ropc  ).    M.  \"ors(lial1V  il   appelle  dilatation 
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(f/iisof/opc  si/>i/>/('  une  dil.i  I  .il  ion  (•rnlsi^l;llll  cii  cf  (|iic  loiilo  les  lignes  piUJil- 
lilcs  il  mit'  (•(•iliiinc  diitcl  ion  m-  siiliissciil  iiiiciin  all()ii.:;ciiiciil  <'l  s'i'îciirlciiL  les 
unes  dis  iiiiins  (riiiic  (iiiiiiil  ili-  |ii(t|i()il  ionindlc  ;"i  hi  disliincc  (|iii  les  stîpHre.  Il 
l'iioiice  le  t  li(''nr('iii(>  siii  viiiil   ; 

«<  Toiil  systriiu;  de  diliiUilioiis  anisoli'()|)cs  simples  cl  isf)lr()(K's  s<'  compose  en 
un  svsièmo  <le  deux  dilalalioiis  aiiisolropes  simples  pcrperidieulaices  eiiti'(; 
elles.  » 

C.e  I  li('orème  s'appii(|iie  aii\  coiilrael  i<»iis  (|iii  sont  la  e()iis(''i|iietiee  de  la  dessic- 
cation des  lames. 

Il  permel  de  lioiiver  loiiles  les  l'oriiies  ipie  peut  ad'eeler,  après  l'iinliiliil  ion 
(ou  la  (h'ssicealioii  ),  le  sysièmc  des  deux  lames  siipposéi^s.  On  peiii.  considérer 
l'une  d'elles  seulement  comme  active,  et  subissant  deux  dilatations  anisr)lroj)(;s 
simples  rcctanuj;laires.  Ces  deux  dilatations  tendeni,  à  prodnii-e  une  déformation 
cylindri({ue  du  système,  (jui  se  courbe  dans  les  deux  direclions  de  ces  dilata- 
tions en  |)résenlant  dans  chacune  dr.  ces  deux  directions  une  courbure  propor- 
tionnelle à  la  dilatation  correspondante. 

D'après  cela,  on  peut  classer  toutes  les  formes  que  peut  prendre  le  système 
en  deux  groupes  :  au  premier  se  rattaciient  toutes  les  ff)rmes  présentant  des 
courbures  principales  de  même  signe;  au  second,  toutes  les  formes  présentant 
des  courbures  principales  de  signe  contraire.  On  les  olitient  respectivement, 
lorsque  les  deux  dilatations  sont  de  même  signe  ou  de  signe  contraire.  Le 
cylindre  qui  correspond  au  cas  où  une  des  dilatations  est  nulle  peut  être  con- 
sidéré comme  une  forme  de  transition,  et  la  sphère  (deux  dilatations  égales  et 
de  même  signe)  est  un  cas  particulier  du  premier  groupe. 

I^'expériencc  vérifie  ces  conclusions  théoriques. 

Sire.  —  NoiiNcl  appareil  gvroscopique.  (638-64  i). 

PaiiiLevé.  —  Sur  la  tliéorie  de  la  représenlalion  conforme.  (653- 
657). 

INI.  Painlevé  indique  un  moyen  simple  de  lever  l'objection  de  Harnack  relative 
à  la  représentation  conforme. 

Soit  S  une  aire  du  plan  des  ^  de  contour  s  et  "^  une  fonction  analyli(|ue  de  z 
(|ui  représente  l'aire  S  sur  le  cercle  F  de  rayon  i.  Quand  z  tend  vers  un  points,, 
de  5,  t,  tend  vers  la  circonférence  y  de  T,  mais  il  n'est  pas  certain  (et  c'est  là 
l'objection  de  Harnack)  que  ^  tende  vers  un  point  déterminé  de  y. 

Or,  M.  Painlevé  montre  qu'il  en  est  toujours  ainsi  lorsque  la  tangente  le  long 
de  s  varie  axec  l'arc  d'une  manière  continue,  sauf  en  un  nombre  fini  de  points 
anguleux. 

L'auteur  démontre  même  un  théorème  qui  comprend  celui-là  et  ([u'il  énonce 
ainsi  : 

Soient  AB  un  arc  de  courbe  le  long  duquel  la  tangente  varie  d'une  manière 
continue  (sauf  en  un  nombre  fini  de  points  anguleux),  i  une  aire  que  AD  limite 
partiellement,  Z(.c)  =  \-t-/V  une  fonction  holomorphc  dans  S.  Si  \{x  y) 
prend  sur  AIÎ  une  valeur  constante,  \  prend  une  suite  continue  de  valeurs  le 
long  de  tout  fragment  A' H'  de  AH.  De  plus,  l'angle  a  de  deux  courbes  z  qui  se 
coupent  au  point  z^  de  A' B'  est  égal  à  l'angle  A  des  deux  courbes  Z  correspon- 
dantes. Si  toutefois  z^  est  un   point  anguleux  de  A'iJ',  a  désignant  l'angle  des 

a 
deux  tangentes  en  ce  point,  «m  a    \  -^  a  —■ 
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Kii/in  M.  Piiiiil('\  ('■  ('iioiict;  relie  piopusil  ion  plus  ^éiiériilc  t'iicorc  : 

Soient  \F{  iiii  air  de  roiirhc  Ici  (|iif   les  fondions  jr(.ç),  y(s)  aflniclLcnl  une 

«léiivLM;  conliiiiK;  d'ordic  /y  -t-  ■^,  cL  /(-:;)  =  X  +  /V  une  Conrl  ion  de  c  liolonioi-plie 

dans  l'aire  Z  aliénante  à   \|{. 

Si    \{x,y)    prend    snr     \H   des    valeuis   X,(.s)    qui    aditiellenl     une    dérivée 

d'ordre  r/  +  \   inléi^rahle,  VA  z  )  et  ses  dérivées  jiis(|u"à    l'ordre   //    inelnsiveriienl 

prennent,  le  lonf^  de  tout  IVai,Mnenl   A'Iî'de  M5,  des  valeurs  eonliniies  :// (h-signe 

le  plus  petit  des  nombres  p  et  r/. 

f^ica/'d.  —  Sur   un  sv.strmc  (l'écjualions   aux  d{';rivée.s   parlicllcs. 

(G85-688). 

J/aiiteiir  a  élahli  récemment  une  proposition  relative  aux  équations  linéaires 

àUi  t)-u  ^à'n  Ou        1,''^"        I.'     _ 

ôx'        "     <)x  (Jy  ()}'-  ()x  ()u  ' 

où  les  coefficients  sont  supposés  des  fonctions  analyti(jucs  des  deux  variables 
réelles  x  cl  y  :  Dans  toute  région  du  plan  où  Ton  a 

]{-'_  AC  <  o, 

toute  intégrale  de  cette  équation,  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des 
deux  premiers  ordres,  est  une  fonction  analytique  des  variables.  Ce  théorème 
fondamental  permetira  dans  des  cas  étendus  de  prendre  les  é([uations  aux  dérivées 
partielles  pour  point  de  départ  de  l'étude  de  classes  parfaitement  définies  de  fonc- 
tions; la  nature  aiial\li(|ue  des  solutions  étant  ainsi  précisée,  on  a  pour  cette 
étude  une  base  <:|ue  ne  fournissait  pas  l'idée,  vague  auparavant,  de  solution  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles. 

L'auteur  indique  un  système  particulier  où  ces  vues  générales  trouvent  leur 
application  :  c'est  le  syslème 

dv  du        .  au 

— -  =  a- \-  o  ^r-  ■> 

ifx  ôx  ôy 

()v  ()u         ,  1)1/ 

--  ^  0  —  +  r/  —  , 
<})■  ôx  ()y 

où  (7,  b,  c,  cl  sont  des  fonctions  analyti([ues  de  x  et  )'.  Dans  toute  région  du 
plan  où  CCS  coefficients  sont  continus  et  satisfont  à  l'inégalilé 

{(i  —  d)-+  l\bc  <o, 

la  fonction  11  (ou  v)  sera  déterminée  par  les  valeurs  qu'elle  prend  sur  un  con- 
tour fermé  (principe  de  Dirichlet),  et  l'on  pourra  exprimer  par  une  intégrale 
définie  le  nombre  des  racines  communes  aux  deux  équations 

u{x,  y)  ~  u^„         ç{x,  y)  =  v., 

(théorème  de  Cauchy). 

L'ensemble  des  deux  fonctions  it  et  v  pourra  èlre  appelé  la  fonction  (  ii,  v). 
Les  points  singuliers  ( x^,  y^)  qui  jouent  y\i\  rôle  analogue  à  un  pôle  simple  sont 
ceux  dans  le  voisinage  desquels  u  et  ç  sont  de  la  forme 

I > (2^     y) 

■     '  '  •       H- ()(J7,  j)-)  !oyIU.r,  r), 
\i{x,y)         vv     »^  /      , 


iu:\i;k  dks  puhijca  iions.  u 

I',  (>,   15  (l.iiil    I  i(ii>  liiiK  I  i(»iis  ;iiiiil  vl  i(HU'S  de  ,/•  cl    \    (liiii>  le  vdisiriii^c  ilc  X^,  y.. 

l'iiiir  cliulicr  lo  loin  lidii^  .1  l'iiiliiii,  011  sii|)|nisti;i  (|iir  a,  h.  (\  d  rc.sleiiL  finis 
«'I    Inulciil   vers  do  valiMiis  il('lcriiiiiit'M'>   t|ii;in(l   le  poiiil   {.r,  )')  s"(''i<»i;^iic  iiidcd 
iiinii'iil. 

()ri  |iiiiiir;i  cliidirr  l,i   iMliirc  dts  iiili'-;;riil(-s  iiiiluiir  du   |i(iiiil  a  lidfiiii  en  iiitrir 
II, ml    h'  |uiiiil   à  i'(ii'i;4iii<-  |)iir  une  ctiliiiiii-  I  riiiisioriiiiitiiiii  i|  iiiidi  jI  ii|ii<' 

^_  mx'-^ny'  _  px'-hr/y' 


Ctx''-\-  ?.  Il,/'  »  '1-  K.)  '  Ctx''  h  ^.llx'y'h  Ky'^ 

{W^  (;k  <()). 

l  lie  riassc  int('i'oss;mlt'  de  fondions  (  a,  i' )  csl  forin(;c  des  fonriions  iiriiforfrics 
i|ui  n'onl  dans  tout  \r  plan  t\{\c  des  pôles,  même  à  l'infini  :  ce  sonl  les  arialofjucs 
des  fondions  rationnelles. 

Si  l'on  considère  den\  de  ces  fondions  pseudo-rationnelles  (u,  v)  el  (  w,,  v^  ), 
à  une  valeur  de  la  fonrlion  (  u,  v)  corres|)ondra  un  norïihre  limilt-  de  \aiciiis 
de  la  l'oiiclioii  (//,,  ej.  cl   invcrseincnl . 

]]'rinfi(irl('n .  —  Siii"  lu  llicoric  des  surfaces  ri|)|)licaljIos  sur  une 
surface  doniK-e.  (70^>-7<>7)- 

Si  Ton  prend 

(voir  pour  les  nulalioiis  l'analyse  de  la  prcci'denlc  Coinmunicalion  de  M.  Wcin- 
^arlen  ),  P  désignant  une  fonction  de  la  seule;  variaMe  /?,  on  aura 

rfç'+  rfr.'H-  d'I-  :^".  du-—  2  (  —  u  H    P'-4-  p-  )  dp-. 

Si  l'on  cherche  quelle  doit  être  l'expression  de  P'  pour  (|iie  cet  élénncnl  li- 
néaire soit  réduclilde  à  la  forme  de  Liouville 

[f{o^)-f{{t)][doi^-^d[:^'^l 
on  trouve 


b  étant  une  conslante. 
Mai?  alors  réquation 


P'--y>'-|/>+  |;(e"''-0. 


p  +  p'+  P"—  0 


s'intègre  aisément,  el  de  là  résulte  l'existence  dune  nouvelle  classe  de  surfaces 
applicables  les  unes  sur  les  autres  dont  l'cdément  linéaire  prend  la  forme  de 
Liouville 

ds^=.  (X  -  ?)  1^^  (a  -  o;  _  £i^  (  ?  -  2)|. 

Toutes  ces  surfaces  peuvent  être  obtenues  par  de  simples  quadratures. 
Cnu/'sat.  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  applicables.  (707-7  lo). 

M.  Cioursat  généralise  le  r(''«;nllal  [iréc('demmenl  oblenu  f  p.  608)  par  M.  \\ein- 
garlen.  en  pi'cnanl 


4'2  SHCONDI-:    rAKTIK. 

Alors  récjuiilioii  à  lii(|u».llc  'f  doit  siilisfairc 

>     -  H-  (  P  +  P  )  ^       >-    +  '^?        ~ 
se  icduil  à 

el  rélciiiciil  linéaire,  après  (ju'oii  a  posé 


o 


prend  la  forme 


a  —  I  3 


^2 

l.a  (léLerniination  des  surfaces  ([ni  afirneLlenl  cet  éléni(;nl  linéaire  se  ramène 
donc  (puisque  l'on  peut,  sans  din)inu(>r  la  fi;énéralilé,  supposer  ^  =  o)  à  l'inté- 
gralion  de  ré([ualion  aux  dérivées  partielles 

p  +  p'=  3  a/>, 

c'est-à-dire  à  la  recherche  des  surfaces  pour  lesquelles  la  somme  des  rayons  de 
courbure  principaux  est  proportionnelle  à  la  dislance  d'un  point  i\\^  au  plan 
tangent. 

Or,  !M.  Goursat  a  montré  {American  Journal  of  Math.,  t.  \)  que  la 
recherche  de  ces  surfaces  se  ramène  à  l'intégration  d'une  équation  dont  l'inté- 
grale générale  peut  être  obtenue  sous  forme  finie  pour  une  infinité  de  valeurs 
de  la  constante  a. 

On  conclut  de  là  qu'il  exisle  une  infinité  de  valeurs  de  la  constante  k  pour 
lesquelles  on  peut  déterminer,  par  des  quadratures,  toutes  les  surfaces  qui 
admettent  l'élément  linéaire  donné  par  la  formule 

ds'  =  du'  +  (  «  +  kv^  +  /v  )  dv^. 

Liouville  (/?•)•  —  Sur  un  problème  d' Analyse  qui  se  rattache  aux 
équations  de  la  Dynamique.  (710-^12). 

Soit  un  système  matériel  dont  le  mouvement  dépend  de  trois  paramètres. 
Kn   profitant  d'une  remarque  due   à   M.  Darboux,  on  peut  supposer  que   la 
fonction  des  forces  est  réduite  à  une  constante;  soit  alors 

la  force  vive  du  système  rapporté  à  des  coordonnées  convenables.  M.  \\.  Liou- 

ville  cherche  à  choisir  pour  les  fonctions  a,  Jj,  y  des  expressions  telles  que  les 

équations    dillèrentielles    du    mouvement    puissent    être    déduites,   soit    de    la 

doc 
forme  a  T,  soit  d'une  seconde  forme  où  entrent  en   général   les  produits—-, 

Il  existe  des  cas  où,  les  équations  des  Irajccloircs  étant  données,  il  ne  suffit 
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pas  (le  ((nmailtc  le;  (Icicniiiiiaiii  de  l.i  luriiM.'  >.'\'  \)(mv  en  roiicliiic  celle  (orrnc 
elle  int'iiif.  l'.ii  d'aiilrcs  Iciiiics,  il  cxislc  des  cas  où  l'on  |iciil  clioisir  2,  jiJ,  y  do 
Iclh'  iiianicn'  (in'iiiii'  seconde  lornie,  de  même  di>ei  i  mina  ni  .  eoitcspondi-  aii\ 
nu-nics  lorinos. 

'I'(»us  les  ca?4  de  celle  espèce  sont  donnc-s   pai"  les  relations 

jointes  à  l'une  des  snivanLes 

<)x  <)y. 

p  t^^j  T  Ox^ 

sin  -i  ~ cosc?  — , —  --  o. 

•  'p  Ox,  ^  Y  Ox^ 

Alors,  par   un   clioix    convenahie  de  variables,  on  peul  donner  à  T  la   forme 
■>.'V  dr-  «I»f^-,,  V{\^)-f(\^)]dx\-^d\^d\^. 

Il  n'y  a  aucune   dilTicullé  à  calculer  la  seconde   forme  quadrali<iue  T,  asso- 
ciée à  T,  cl  il  est  clair  (juc  r«';quation 

T, 

-,   =  consl. 

est  toujours  une  inléi^ralc  des  cqualions  diirérenlielles  des  Irajccloires. 
Padé.  —  Sur  les  fractions  conliniies   régulières  relatives  à  e^ . 

(7. ■.,-7,4). 

Poincaré.  —  Sur  l'intégration  algébrique  des  équations  difFéren- 
tielles.  (■-62-'j64). 

M.  Poincaré  écrit  l'équation  dillérenlielle  sous  la  forme 

i  dx    dy     dz  1 

\    X        y        ;     I    :^^  o, 
I    L       M       Ni 

L,  .M,  \  étant  trois  polynômes,  homogènes  et  de  degré  m  en  x,  y,  z. 
Si  rinlégrale  générale  est  algébrique,  elle  sera  de  la  forme 

(I)  /+C9=o, 

C  étant  une  constanlc  arbitraire,  /  et  9  deux  polynômes  homogènes  de  degré  p 

enx,^',  z.  Le  problème  de  rinlégration  algébrique  des  équations  différentielles 

serait  résolu  si  l'on  avait  une  limite  supérieure  du  nombre  p. 

Soit  j:^,  y^,  z^   un   des  points  singuliers  de  l'équation,  donnés   par  les  rcla- 

I  ions 

I.        M  _  N 

X        }'  ~  ^ 
et  supposés  ton>  di-tincls. 
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I);ins  h;  voisinage  de  ce  poiiil  l'iuLtl-gralc  iiéuci  aie  |i(:iit.  se  iiicLUf  sons  la 
forme 

\;'X!,=  const., 

s  élaiU  une   eonsLanle,  el   X,,  \^  deux  séries  s'annulatil   au    point    sin^'ulier  et 

ordonnées  suivant  l(;s  nuissancçs  de  —  —  —  »  — 

Supposant  .v  réel  et  eonunensurable  (ear,  dans  le  eus  eonlraire,  r('-(|uation  ne 
serait  pas  intéj^rablc  alf4él)ri(|ueinent ),  M.  l^oincaré  apj)ellc  nœuds  les  points 
pour  lescjuels  A'  est  posilif,  cols  eeux  [)our  les<|uels  il  est  néfjatir. 

l'osant  s  —  '    (  ;j.  et  v  étant  d(Mi\   nombres  premiers  entre  eux)  et  supposant 

(jue  la  e(nirbe  (i)  ait  en  un  po;ud  )>  branches  distinctes,  l'auteur   monlre  que 

Ton  a 

/?'  =  S  A=  ;xv,         (  m  -i-  ■?.  )  p  —  }i:  A  (  ;x  -f-  V  j , 

les  sommations  devant  être  étendues  à  tous  les  nœuds. 

D'ailleurs  le  genre  r/  de  la  courbe  (i)  est  donné  parla  formule 


1  [  771  -h  i  "1 

•.i    L     '  //i  -t-  2  J 


Cette  formule  permet,  toutes  les  fois  que  ni  est  plus  grand  que  -\,  de  recon- 
naître si  l'intégrale  générale  de  l'équation  didérentielle  est  une  courbe  algé- 
brique de  genre  donné. 

JM.  Poincaré  montre  encore  que  le  nombre  des  valeurs  l'eniarquables  de  C 
(valeurs  pour  lesquelles  le  polynôme  /+  Cep  n'est  pas  irréductible)  ne  peut 
dépasser  le  nombre  des  cols  de  deux  unités.  Pour  toutes  les  valeurs  remar- 
quables de  C,  la  courbe  (i)  va  passer  par  y\n  col  : 

1                1                I              II                I                       .       (  m  ^  -2)- 
bi  pour  tous  les  nœutls.'î  =  i,  le  nombre  des  nœuds  est  au  moins ; 

» 
Si  5^  +  1  pour  tous  les  nœuds  et  .9  —  —  i  pour  tous  les  cols,  le  nombre  des 

,     .     ,  (  /?J  H-  2  )^ 

nœuds  est  précisément ^ ; 

Si  pour  tous  les  cols  5  =  1,  on  a 

a,a,  (//?  -}--2)  —  p{y.^-h  a,). 

a,,  a^  étant  deux  entiers  premiers  entre  eux.  Cette  formule  limite  le  nondjre  p 
et,  par  conséquent,  résout  le  prol)lcmc  de  l'inlégralion  algébri(|uc  dans  ce  cas 
particulier. 

J^essiot.  —  Siit^  Il's  cquallons  différentielles  linéaires.  (77^-'"8o). 

L'auteur    énonce    deux    théorèmes   analogues   au   théorème    fondamental  de 
Galois  sur  les  équations  algébriques. 

«    Thénrcme  I.         \  toute  équation  linéaire 


d"x  d"-'x 

777^  "^  ^'  dv 


^    '  ,it><         '  '  fit*'   1  ^  i  II 


correspond  un  groupe  P  de  lr;in-;(V)riiinl  ions  infînitesimaJes.  lint'aircî  el  liomo- 
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m'iu-,    li'l    (HIC  :    I'   I  iMitc  Idik  I  mil    W,  <|iii   -^Cv  |iriiiii-    ;il;;riiii(|ii(Miiriil    iiii   inuwn 

(II-   f ,  /> /t^   cl    (le    Iciii-^   (l(ri\  CCS.   iidiiicl     le    ^i(iii|)e    1';    ■/"  Idiilc   loin  lion    It 

(|iii   .kIimcI   {■<'   i;i(»ii|ic    s'c\  |niiiic   cil  i^chrif/iicmciil  (  ii   Idiicl  ion  des  m»"'mcs   ('l»-- 

IIICIlls.      •> 

<(    Tluiucnic  II.         \   loiilc  ('•(|ii,il  KHI   liiH'iiii'c  (i)  (  di  i(-<|i(iii(l   un   ;;r(in|)c  (»   de 
tiMUsloniuil  ioiix    liiiifs    liiiéiiires   et    lmiii<t;;èiies.    Ici    (|iie  :   i"  lonle   loiielioii   l> 
(|iii  >"c\|iii  nie  i((  t  ioiiiicllcincnl  (lonjours    iiii   iii(iy<ii  des   élémcnls  précéderiLs) 
iidinel    le  ;;r()ii|)e  d  ;    >"  luiile  t'(»nclion    M  ;idiiiell;inl    je  ^roiijje  (\  s'ex|)riiiic  /y/ 
tioftnc/lcnicnf  en  fond  ion  dos  mêmes  éh'menls.  <> 

M.   l'iciird    .iv.iil    dcjii   dciiionlr»''    lii    |irennei-e    pailie  de  ce  second    lli(':oicme. 

Les  lliéorèmcs  sur  lii  rcduelion  du  groupe  V  ou  (1  pjir  i'iidjonel  ion  d'iiité- 
ijrales  d'e(|u. liions  aiixiJiiiires  sont  anaiofrues  aux  liiéorèmcs  connus  (h;  la 
llK'orie  de  dalois;  ils  eondiiisenl.  aux  i-c'sulLals  sni\aiils  : 

Pour  (|ui>  ré(|iiation  (i)  soit  inliî^ralil»!  par  (|iiadralurcs,  il  (aiil  cl  il  suflil. 
(|ue  le  i;ronpe  V  soiL  un  i;roupe  iiilégrahlo,  e'csL-à-dire  conlienne  un  sous- 
;;roupc  invariant  à  un   parami-lre  de  moins,  celui-ci  de  mùme,  cL  ainsi  de  suite. 

Une  équation  linéaire  d'ordie  supérieur  au  premier  n'est  pas  en  généial 
intégralile  par  (juadraturcs. 

Ce  résultat  peut  encore  être  énoncé  sous  la  Corme  (jue  voici  :  il  étant  un 
invariant  rationnel  du  ^'ron|)e 


Of 

or 

of 

')/- 

'>/ 

<\f 

X,  \-—  " 

X.  -  —  ■. 

X,  —  f 

X,     .      -  ï 

X,  — —  » 

•  •  1        TC,-- 

'Ox, 

'  rJx, 

'Ox, 

ax. 

'  Ox, 

"  dx, 

pour  (|ue  ré(Hialion  (t)  soit  intégrabic  par  (|uadi'atures,  il  faut  et  il  suflit  (juc 

...                   , .      ,       n  (  n  —  I  )    ,  ,  ,         ,  ,  , , 

I  c(|uation  d  ordre  dont  dépend  il  ait  une  intégrale  rationnelle. 

Plus  généralement,  la  connaissance  du  groupe  G  ou  V  permet  de  ramener 
rinlégralion  de  l'équation  (i)  à  celle  d'une  suite  d'é(|uations  plus  simples. 

La  théorie  ci-dessus  s'élcnd  à  toutes  les  équations  dilTérentielles  non  li- 
néaires dontj'intégrale  générale  s'exprime  par  une  formule  connue  en  fonction 
d'un  certain  nombre  d'intégrales  particulières. 

MarkoJ]\  —  Sur  une  classe  de  nombres  complexes.  (-So-'B^.). 

Raffy.  —  Sur  la  déformation  des  surfaces   spirales.  (85o-852). 

Étant  donné  un  élément  linéaire,  exprimé  au  moyen  de  variables  quel- 
concfues,  reconnaître  s'il  existe  des  spirales  admettant  cet  élément  linéaire. 

Pour  résoudre  ce  problème,  on  calculera  la  courbure  totale  —  ie^  et  l'on 
formera  l'invariant  c'^AO.  {]'oli\  pour  les  notations,  Daiuîoux,  Théorie  des 
surfaces,  Liv.  VI,  Cli.  L) 

S'il  ne  se  réduit  pas  à  une  constante,  on  formera  les  deux  invariants 

eÇe-O  AQ,  0)       A J e- ^  AO ) 
A(r'  'J  AO)    '     "a  (  e^"  AO  )  ' 

cl   l'on  devra   V('rilier  (|ue  cliacun  d'eux  est  une  fonction  de  e  **  AO. 

Si  r'  A'j  est  une  constante,  on  calculera  l'invariant  c  **  A,0.  Si  ce  dernier  est 
roiis|;iiil   an<si ,  [■(■•|('-menl    liiKair*"  doiiiu'  convi(Mil  à  des  spirales  en   même  temps 
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({ii'à  lies  smfaccs  de  rcv()Iiili(»ii.  Si  «  ''  \,J>  ii'csl  pas  une  conslanl»',  on  (ortiicra 

(-)(e  ''  A/),  0) 
A(e-0  A^6) 

cL  ce  nouvel  invariant  devra  être  niu;  fonction  de  r^'^AO. 

L'emploi  des  conditions  précédentes  permet  d'établir  les  lliéorènies  suivants 
(qui  pourraient  d'ailleurs  être  établis  direcleinent ). 

IjCS  éléments  linéaires  qui  conviennent  ii  la  fois  à  des  s[)irales  el  à  des  sur- 
faces moulures  sont  Ions  comi)ris  dans  les  forninles 

(  -'"     \ 

ds^  —  du'  -h  a'  V  W"  —  v'  -  '"  /  (fv', 

ds^  —-  du-  -f-  (i-  (  log  /<  —  \o'^v  )'  dv, 

où  (i  et  ni  sont  des  constantes  arbitraires. 

Les  éléments  linéaires  (|ui  conviennent  à  la  f(jis  à  des  spirales  et  à  des  sur- 
faces réglées  sont  Ions  compris  dans  la  formule 

ds''  —  du--+-  (a h  0   -  H-  c)  dv\ 

\     t-  ^  ) 

où  a,  b,  c  sont  trois  constantes  arbitraires. 

On  peut,  en  s'aidant  d'un  résultat  récemment  acquis  |)ar  M.  Weingarten, 
obtenir  toutes  les  surfaces  ayant  l'élément  linéaire  précédent  dans  le  cas  par- 
ticulier «  =  0. 

ResaL  —  Sur  les  expressions  des  pressions  dans  un  corps  élastique 
homogène.  (91  1-914)- 

En  i852,  Lamé  est  parvenu,  en  introduisant  une  notion  prématurée  sur  la 
traction  et  la  torsion  et  à  l'aide  d'une  transformation  de  coordonnées,  à  ré- 
duire de  36  à  2  le  nombre  des  coeflicients  qui  (igurent  dans  les  expressions 
dont  il  s'agit. 

l'^n  i85f),  de  Saint-Venant  est  arrivé  au  même  résultat  d'une  manière  p!us 
simple,  par  la  considération  des  plans  et  des  axes  d'élasticité. 

Aces  deux  méthodes,  i\l.  Hesal  propose  d'en  sul)^liluer  une  troisième  qui  lui 
paraît  plus  courte  et  plus  satisfaisante. 

Poincaré.  —  Sur  la  théorie  de  l'élasticité.  (914-915). 

Dans  sa  Théorie  matJiématique  de  la  lumière,  M.  l'oincaré  a  écrit  la  fonc- 
tion fondamentale  qui  définit  l'élasticité  d'un  corps  avec  27  coeflicients  arbi- 
traires au  lieu  de  21.  I\L  Brillouin,  en  rendant  compte  de  cet  Ouvrage  dans  le 
t.  \III  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  a  contesté  la  légitimité  de 
cette  expression,  parce  que  la  pression  P,  ,  ne  serait  plus  égale  à  la  pression  P  ., 
ce  qui  rendrait  impossible  l'équilibre  du  corps  élastique. 

i\L  Poincaré  montre  que  cette  objection  n'est  pas  fondée. 

Ledleu.  —  Sur  le  rendement  des  machines  marines  et  celui  des 
iiélices.  Méthode  géométrique  j)Our  calculer  le  |ii'eniier  de  ces 
rendemenls  sans  dynamomètre.  (90.6-930). 
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Hdhui  tic  lit  (i(>iii>illirrr.       -  Sur  la  (liii(''c  de   Ti-s  apoial  ion  dans 
les  i;(''ii(''ral  (Ml  r>.  (^  ()~~-()S.»  ). 

I/iinc  (les  causes  les  plus  {graves  cl.  les  plus  rir(|U(ul('s  d'cxpiosicMi  [)<)ur  les 
i^riuiiitcurs  cousislc  diins  l'ahaissctiimt  du  phiii  d'eau  au-d(!Ssous  de  la  li^'ne 
des  earneaux,  si  le  cliiiulliiir  cesse  d'alinieiiler  eu  temps  ulil('.  Il  est  utile  de 
dt'lermiiitM-  i.i  plus  un   uioiiis   L;raude  lapidih-  de  eel   altaisscrneul . 

L'e(|uali(»u  de  la  suilaee  du  ^i-iii  raU'ur  esl  rappoilee  à  (rois  axes  reclarigu- 
laires  .r.  )  ,  c.  \  une  allilude  fixe  c,,  se  trouve  le  plan  lioii/.outal  de  la  lif^ne 
des  ciuiieaiix.  au  dessous  dii(|ii('l  s('-|cnd  la  ^ul^a(•e  tnlulc  d(-  cliaud'c  S„.  <)iiaiid 
le  ui\eau  s'ahaisse  à  une  hauteur  z,  celle  supeiliei<!  se  r(''duiL  à  S. 

I-a  condiirlihilitc  directe  s'opère  à  travers  la  surface  S  avec  l'aclivilé  v;  une 
comliivtihililc  imiircrtc  s"upère  erilre  le  nuiai  loii^e  cl  la  /ouc  adjacenU;  de 
l("do  mouillée;  doù  un  >uppléuieul  d'acUvilc  iv  par  mèlre  courartl  du  jtéri- 
M)èlrc  T  du  plan  d'eau.  Kiiliu  la  surface  écliaulVée  exerce  par  son  rayonncirienl 
sur  le  hain  li(|ui(le  \  une  action  spi-ciale  il.  Les  (|uanl  ib'-s  v,  tv,  a  sont  des  mètres 
cuhes  d'i-au  vaporisés  en  une  seconde  |)ar  le  mètre  carré  de  surfac(;  melal- 
licjue. 

Cela  Jiosé,  la  dur(''e  de.  l'évaporalion  (|nand  leau  passe  au-dessous  de  la 
lii;ne  des  carneaux  est  donnée  par  la  formule 

r'"  sdz 


{V  —  M  )  s  4-  iV  J  H-  M  Ï5ç, 


On   |)cut   renverser  ce   problème  et    clicrclier   le   profil   <|ue   doit  présenter  la 
méridienne  pour  réaliser  une  loi  d  abaissement  assij^ne  a  priori  —  — -  =:z  h  [x). 


di 


On  trouve 


fdx  \, 


XV  {X)  H-  2  K  (  JT  ) 


L'auteur  applique  cette  formule  à  divers  cas  particuliers. 

Tarry.  —  Théorème  de  Géométrie.  (98 4-9^5). 

Si  deux  points  A  et  1>  dune  figure  de  simililude  constante  parcourent  deux 
droites  fixes  qui  se  coupent  en  un  point  P  : 

1°  Il  existe  sur  la  figure  seml)lablement  variable  un  cercle  dont  clia([ue  point 
décrit  une  ligne  droite  passant  par  le  point  P;  ce  cercle  passe  constamment  par 
le  point  P; 

2"  Tous  les  autres  points  de  la  figure  décrivent  des  courbes  du   même  ordre; 

.>  Le  nombre  de  ces  courbes  est  égal  à  la  classe  de  la  courbe  inverse  par 
rapport  à  l'origine  P  de  l'enveloppe  des  cercles  PAB. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  point  O  est  à  l'infini,  l'ordre  des  courbes  est 
égal  à  la  classe  de  l'enveloppe  de  la  droite  Ali. 

Ceh.  —  Sur  une  classe  d'écpiallons  dinVrentielles  linéaires.  (9^4- 
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L'aulcui'  iii(Ii((ii('  (livors  c;is  où   Ton  pciil   iiil(''p;r('r  r(;(|ii;ilioii 

,^,  cl"  z  d"-' z       ,  d"   -z  ,      dz 

dx"  dx"-'  dx"-'  dx  ' 

nii  a,  />.  ...,//  sont  des  ronslaiitcs. 

Quand  les  racines  de  ré([ii;ili(m  di-teniiinaiile  du   [toiiil   (rili(|iie  /l'io  pour  une 
(''(|ualion  (  1^  )  sont 

o,     i  —  pn,     r>.  —  pn,     ...,     {n  —  \)—pn: 

i"  Si  p  esl   un  noiultre  positif,  les  solutions  de  (K)  sont 

I        c/         1  c/ 


^"-'    r/j:  X""'  t/u-- 


e" 


le  nombi'C  des  dérivations  étant  p,  et  a  étant  racine  de  r"  -\-  i  =  o. 
2"  Si  p  est  un  nonibn^  néijatif,  les  sf)lulions  sont 


/  X"-'  dx  I X"  '  dx  . . .  i  e''-'  dx, 


le  nombre  des  intégrations  étant  p. 

Appli((uant    ensuite   à   l'équation   (K)   la    méthode    qu'il   a    indiquée  dans  les 
Comptes  rendus  (\\i  i3  judiet   li^oo,  M.  Cels  forme  la  suite 

''"—2^»  ■•■1  ''-I?  ^'^J  ^l'  •••1  '""o/^'  '■•) 

et  montre  facilement  que  l'équation  (K)  s'intègre  immédiatement  si  celte  suite 
comprend  une  ('quation  du  type 


d"  z  d"-'  z 

h  np  - — 

dx"  dx' 


X h  np  -, 1   .r^  —  o, 


P  étant  un  nombre  entier. 

Or,  pour  cela,  il  faut  et  il  suflit  que  les  racines  de  l'équation  déterminante 
du  point  o  soient 

o.     i  —  pn,     1  ~  pn,     .  . . ,     (  n  —  -i)  —  pn,     {n       i  )  —  qn 
ou 

o,     (n  ~i)  —pn,     {n  —  'i)—pn,     ...,     -i  —  pn,     i  -  qn, 

p  et  q  étant  des  entiers. 

Ces  résultats  permettent  d'intégrer  l'équation  du  troisième  ordre  dans  tous 
les  cas  où  l'intégrale  générale  est  uniforme  autour  du  point  zéi'o. 

11  n'en  est  pas  de  même  quand  il  s'agit  d'une  équation  d'ordre  n.  Comme  le 
montre  l'auteur,  |)our  que  l'équation  (E)  ait  son  intégrale  générale  uniforme 
dans  tout  le  plan,  il  faut  et  il  suffit  (|ue  les  racines  de  ré([ualion  déterminante 
du  point  critique  o  (excepté  la  racine  o)  soient  respectivement  i,  2,  ...,  (//  —  i) 
à  un  multiple  de  n  près  qui  n'est  pas  le  même  pour  toutes  ces  racines. 

Padé.  —  Sur  la  (^onverf^oncr  des  fractions  continues  simples.  (988- 
Les  fractions  qui  ont  pour  numérateurs  des  monôme^  en    r  à  cc^eflicients  et 


ui:\  i  i;  i)i:s  pi  ulica  i  ions.  î<j 

«,'\j»(»>aiil^  (lillV-it'iils  (le  y.(';i()  cl  pour  (Iriioiiiiiialciirs  part  ic|>  de.-,  {jol)  iiônics  en  jj 
à  Icnin'  conslaiil  (lillV-i'cnt  de  /.(''l'i».  joiiciil ,  dans  l'('Lude  des  (i  ad  ions  cotil  iniifs, 
II'  mriiit*  ii'dc  (|ii(' les  Stries  ciil  irf('>  dans  r<l  iidf  dos  séries:  M.  l'adc  les  iiotiinic 
J'rttctions  vontiniifs  \i/ti/>/rs. 


Soit 


a  -I-  -  i  H-  _?   -f- .  . . 


une  telle  fraction:  ses  r('diiil<'s  — '  >  —S  — '  »  •••  sont  des  fractions  ralionncllcs 
irrcdnciiiilcs.  cl  l'on   a.  pour  (/       />, 

r  l  (    -  I  V  '  '  a  a   .  .  .  X  f       I  )7  a  a   .  .  .  :z 

\  ^      -r-  ^.  -t- .  .  .  -t-  V       V 

•1  V  P     /'-•■«  '/  ->     '/ 

(iellc  fornnile  ramène  rt-ludc  de  la  fracLion  conlinuc  à  celle  de  la  séiie  illi- 
niilce 

(  S  )  ^. 4- ^-  -  Y '-  -h.  .  .  . 

/'        /»  +  !  /»4-l    '  D  +  1 

Soil  (C)  !c  cercle  de  convergence  de  la  série  entière 

(S')  a^—  a^a^+  a^a,a,  — ...  +  (—  i)"a^a,.'.  .  a,, +  . . . 

et  soit  lin  cnsend)lc  (  10)  de  points  du  plan  tels  (|iie,  poni'  chacun  d'eux  et  pour 
les  valeurs  de  l'entier  i  supi'rieurcs  à  un   nombre  positif  li\e  N,  on  ait 

«<|V,|<A, 

(i  et  A  désignant  deux  nombres  positifs  (ixes.  I^our  chacun  d(;s  points  de  l'en- 
semble (E),  la  série  (S),  où  l'on  suppose  /;  plus  grand  (juc  \  et  la  série  (S') 
sont  convergentes  et  divergentes  en  inème  temps. 

Si  tous  les  points  d'une  partie  (y)  du  plan  intérieur  au  cercle  (C)  apparlienneni 
à  rcnscmble  (K),  dans  le  champ  (y),  la  fraction  continue  définit  une  fonction 
analytique  continue  uniforme  de  x. 

La  princi  udc  difliculté  de  l'étude  de  U»  convergence  se  trouve  dans  la  déter- 
mination (le  l'ensemble  (  E  ).  M.  l*adé  examine  divers  cas  où  il  est  relativement 
facile  de  (b'-terminer  quels  sont  ceux  des  points  d'une  partie  donnée  du  |)lan 
qui  appartiennent  à  cet  ensemble. 

Lcauli'.  —  Kssai  de  Dvnajiiique  giaplilciiic  pour  rélude  des  périodes 
de  lroid)le  dans  les  irioleiirs  liydi-aiilicpies.  (i()33-i()3G). 

L'étude  du  mouvement  des  machines,  dans  la  période  de  trouble  comprise 
entre  une  perturbation  brusque  et  le  régime  reconstitué,  présente  une  haute 
importance.  C'est  dans  cette  période  (jue  se  produisent  les  accélérations  dan- 
gereuses, les  ralentissements  trop  considérables,  et  les  oscillations  de  la  vitesse 
auxquelles  il  est  souvent  si  difficile  de  remédier. 

La  loi  d'après  laquelle  le  rendement  est  modifié  suivant  la  vitesse,  celle  qui 
le  fait  dépendrez  de  la  (juantité  de  fluide  consommé,  la  manière  dont  varie 
cette  (luantité  avec  l'ouverture  d'admission,  sont  autant  de  conditions  dont  il 
faut  tenir  compte;  or,  ces  conditions  ne    sont   pres(juc   toujours  données   que 


DO 
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sous  une  loiiMc  enipiihiuc.  Une  solulion  |Mii'ciiienL  aiiiilyLi(|ue  csL  iinpos>ilWe  eL 
la  question,  eomri)C  toutes  celles  que  la  Statique  prati(jue  a  résolues,  ne  peut 
être  uliienien!  Iiailéo  (|u(;  par  une  iiKiliodc  riii\lc  cl  pai-  des  procédés  gra- 
phiques. 

La  rnétliodc  dont  iM.  Léaub;  in(li(|uc  le  principe  poni-  les  rnoLcnrs  hydrauliques 
est  un  essai  de  Dynamique  jir;i|)hi(|ue  :  elle  donne  aux  mécaniciens  le  moyen 
de  calculer,  en  toutes  circonstances,  le  mouvement  i\uc  prendi'ont  leurs  ma- 
chines après  une  perturbation,  absolument  comme  la  Statique  graphique  donne 
aux  constructeurs  le  moyen  de  prévoir  les  edorls  que  subiront  Icuis  construc- 
tions sous  l'aclion  de  toute  charge  accidentelle. 

Laisant.   —  Sur  l(3S  [)ormiilallons  liinllécs.  (1047- icjc))- 

Étant  donnés //  objets  «,  b,  c,  ...,/,  on  suppose  (|iic  l'on  ail  foiiné  le  Tableau 
de  toutes  les  permulations,  telles  que  le  premier  rang,  le  deuxième,  etc.,  ne 
puisse  être  occupé  dans  chacune  d'elles  que  par  certains  de  ces  objets,  et  l'on  se 
propose  de  déterminer  le  nombre  X  des  permutations. 

Si,  parmi  les  objets  en  question,  on  désigne  par  <-/,,  />.,  c,,  . . .  ceux  qui  peuvent 
occuper  le  premier  rang,  par  «^,  b^,  c^,  ...  ceux  (|ui  peuvent  occuper  le 
second,  etc.,  et  que  l'on  pose 

V{a,b,c,  ...,/)--:(r^,-H^,  +  c.+...)(a^^-6,+c,^-...)...(r/„+^„^c„  +  ...), 

on  aura 


X  = 


d^Via,  b.c / 


da  db  de  . . .  di 
Markoff.  —  Sur  une  classe  de  nombres  complexes.  (1049-1000). 

Lacas  (A.)-  —  Expression  du  nond)re  7:  pai-  une  série  très  conver- 
gente. (io5o-io5i). 

Cette  expi^ession  est  la  suivante 


,6   V 


/«^o 


{'\m  -i-i)-(4/>i  +  3)^(4^-1-5)^ 


L'emploi  des  quatre  premiers  termes  seulement  donne 

Brllloiiin.  —  Théorie  élasli(jue  de  la  plaslicilé  el   de  la  rrai;ilité 
des  corps  solides.  (io54-io5G). 

Jioussincsq.    —  Sur  l'explication    physique  de  la  lluidilé.  (1099- 
I  loi). 

Goursat.  —   Sur  les  intégrales  intermédiaires  des  écpia lions  aux 
dérivées  parlielles  du  second  or(lr(\  ([  m--i  120). 

lOlanl    donnée    niU'    é(|ualion   (|U('lron(|Uc   aux    dérivées   partielles   du    second 
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orilrc 

(i)  l'i.r,  y,  z,  />,  r..s,  /  )       (., 

les  coiidilioim  pinic  i\uc  celle  *''(|u:ili()ii  arlniclic  imc  iiil(' -i;ilf  du   pirniier  ordre 
dt'pi'ndiinl  de  deux  cun^iiiinlps  ;ii'l)il  liiircs 

\  (.r,  y,  z,  /),  7,  a,  h)  o 
siiiil    de  deux  soilcs. 

Il  liinl  d'iilKird   i|in'  ri''(|ii;il  ion  (1),  011  .r,  y,  z,  /),  f/  sont  Irailécs  comme  des 

coiisUiiiles  el  /•,  .v,  /  cominc  des  coordonnées  coiiriinles,  repri'seiilc  une  surface 

n'f;lée  ayant  ses  i;én(''raliMces  |iaiallèl('s  à  C(dle  du  cône 

x'  —  rf  =  o. 

Celli'  ((Hidilidii  l'iaiil    l'cinplie,  les  pararnèircs  nt,  ;j.,  v  d'une  f;énéraLfice 

/•  ■—  m. s  H-  ;x, 
.V  ~  mt  -{-  V 

devront  vérilier  deux  é((ualions  fie  condition  (|ui   d('-j)cndent  de  la  surface  con- 
sidéiff 

Si  dans  ces  relations  on  pose 

âa  r)x       ^  dz  ôy        ^  7)z 

m  =-- T. ,  ,  u  — r- ,  V  — ^ — , 

ô\  fJ\  <)\ 

dp  <)p  Op 


on  aura,  pour  délerminer  la  fonction  inconnue  V,  deux  équations  du  premier 
ordre,  qui  devront  admettre  une  intégrale  commune  avec  deux  constantes  ar- 
bitraires. S'il  en  est  ainsi,  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  permettra 
d'ohtenir  une  intégrale  du  premier  ordre  dépendant  dune  fonction  aihitraire; 
mais  la  présence  de  cette  fonction  arbitraire  ne  permettra  pas,  en  général, 
d'achever  l'intégration. 

M.  Goursat  signale  cependant  un  cas  où,  malgré  la  présence  de  cette  fonction 
arbitraire,  l'intégration  pourra  être  achevée. 

Caspary.  —  Sur  une  méthode  élémentaire  pour  établir  les  équa- 
tions diflerentielles  dont  les  (onctions  tJiéta  forment  les  inté- 
grales, (i  1  20-1  I  9.3). 

L'auteur  a  montré  précédemment  que  les  éléments  d'un  système  orthogonal 
s'expriment  par  les  fonctions  thêta  d'un  nombre  ([uelconque  d'arguments,  et 
(jue  les  identités  algébriques  et  diUerentielles  qui  ont  lieu  entre  ces  éléments 
peuvent  servir  de  base  à  la  théorie  des  fonctions  thêta. 

Actuellement,  il  donne  ufie  nouvelle  application  de  la  liaison  qui  existe  entre 
les  éléments  d'un  système  orthogonal  et  les  fonctions  thêta  en  en  déduisant  une 
méthode  élémentaire  pour  établir  les  é(|ualions  dilTérenlielles  dont  les  fonctions 
llirla   foi'Micnl   les  iiit('gralcs. 


j>.  siicoNDi-:  l'A  in  II-:. 

l]J<irL(>IJ.      -  Sur  une  cl;iss(?  de  ii(jml)i(.'.s  complcxiîs.  (i  \'/^-\  \à\). 

Pdinlc^'é.  Sin-  rinh-^riil  ion  ;ili;(''I)ri(jii('  des  ('(jii;il  ions  (lidc'icii- 

liollcs  (lu  |)i('im(M-  oidrc.  (  i  i()o-i  J()i). 

h^lunl  (loiiiirc  une  ('■(ni;il  ioii  <!<•  premier  ordre  et  (l'iiii  (Ie^r(-  (juelcotKjiic 

!''(  j-',  1',  X)  ---  <>. 

dont  le  premier  membre  esl  un  polvnùmc  ii  rédiicliblc  en  y.  y,  x  du  degré  (j 
en  y ,  (|u;ind  son  inlt'grale  ^éni'rale  est  algc'hrique.  le  genre  (o  de  la  relation 
entre  les  constantes  inlt''gr;des  (!st  nul,  égal  à   i   ou  plus  grand  (|uc  i. 

Ouand  <•*  est  plus  grand  (|ue  \,  on  a  une  limite  supérieure  du  degré  de  l'in- 
légralc. 

Ouand  o)  est  égal  à  i.  on  est  ramené  au  problème  de  la  ré-duction  des  inté- 
grales abéliennes  aux  intégrales  elli|)t  i(|ucs. 

Ouand  o)  est  nul,  on  peut,  comme  le  montre  M.  Painicvé,  reconnaître  si  l'in- 
légrale  est  algébrique  dans  les  cas  suivants  : 

I"  (^uand   ré(|uation  diderentiellc  n'admet   pas  de  points  d'indétermination; 

•1°  Quand  elle  n'admet  pas  de  cols  par  lesquels  passent  plusieurs  brandies 
isolées; 

3"  Lorsqu'il   existe   de   tels    cols,   mais   que   certains    nombres  I ,,  I. (|ui 

figurent  en  exposants  dans  les  facteurs  de  l'intégrale  générale,  sont,  pour  cbacun 
de  ces  points,  ou  égaux  à  l'unité  ou  plus  grands  que  5. 

Au  cas  où  il  existe  des  nœuds,  le  théorème  suppose  essentiellement  ([uc  l'é- 
quation n'admet  pas  d'intégrale  singulière  multiple. 

Si  l'équation  n'admet  ni  cols  ni  intégrales  singulières  multiples  et  si  l'inté- 
grale générale  n'est  pas  algébrique,  on  ramène  l'éciuation  à  une  (juadraturc 
(sauf  dans  ((uelques  cas  exceptionnels). 

Voici  maintenant  d'autres  résultats  relatifs  à  une  ([ueslion  dinérenle  : 

Soit  F  ==  o  uno  équation  irréductible  entre  y'  et  r,  de  degré  q  en  y' ,  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  quelconques  de  x,  et  soit  ïii  le  plus  grand  des 
nombres  m--i-  i,  jh^  étant  le  degré  en  y  du  coefficient  de  y''.  On  reconnaît  al- 
gébriquement si  l'intégrale  de  cette  équation  ne  prend  qu'un  nombre  donné  n 
de  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles,  et  l'équation  s'intègre  alors  par 

,    m  —  (j  H-  /■ 


quadrature,  à  moins  ((uc  //    ne  soit  précisément  égal   à  — 


)  /•   étant  le 


degré  en  y  tie  l'intégrale  singulière.  Dans  ce  dernier  cas.  il  peut  rester  à  in- 
tégrer une  équation  de  Kiccati. 

Collet.  —  Sur  la  délerminalion  dos  intégrales  des  (''(jualions  aux 
déi'ivées  |):irLiell(\s  du  premier  ordre.  (  i  ic)3-i  if)^))- 

Jetant  doiHK'e  une  é(iualion  aux  dérivées  partielles 

(t)  V{Z.,X^,p^)r^O  (/,/.r^  1,0,   ...,„), 

les  éléments  initiaux  {z",x%pl)  définissant  les  (■ara(léristi(iues  (|ui  engendrent 
une  des  intégrales  devront  former  une  nii(l/i/)licif('  infc^rale  (  ^f„^,  )"  d'ordre 
/i  — I,    c'est-à-dire   qu'il   devront  dépen  Ire  de  /?  —  i   variables   indépendantes  et 
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salislairo  aux  t''(|iiali()iis 

(•1)  \' (  z\  x: , /Jt  )    -  o, 

(3)  f/c,      /'"'f-r",       p\dx\  —  ...-p'!,djrl      o. 

Uno    pnroillr    mulHpIirilr   renferme    loiijniirs    une    niultiplirité  ponctuelle 
(  I\,_a)"  d'ordre  //  —  7(1  "^  7  '^  n  ),  délinic  par 

9,.(  c",  xî,a:î,  ...,  x,",  )   -  o,         (/i     -0,  I,  :^.  .  ..,7  j. 

Les  autres  rchuions  délerminanl   (INI,,.,)"  sont  l'équalioii  (i)  jointe  aux  sui- 
vantes 


(4 


Pour  rluuiue  point  de  (  P/,._  )",  dont /i  — 7  coordonnées  sont  arbitraires,  on 
pourra  elioisir  à  volonté  7  —  1  des  quantités  y>", /?",  ...,/>,",  les  autres  étant 
définies  pour  chaque  point  par  les  équations  (1)  et  (4). 

L'ensemble  de  toutes  les  caractéristiques  que  l'on  peut  ainsi  définir  constitue 
une  multiplicité  intégrale  d'ordre  n,  c'est-à-dire  une  intégrale  dont  M.  Collet 
enseigne  à  former  l'équation. 

Pellel.  —  Sur  les  équations  abéliennes.  (i  196-1  197,  i  249-1250). 

Casparv.  —  Sur  deux  systèmes  d'équations  difTérentielles  dont, 
les  fonctions  hjperelliptiques  de  première  espèce  forment  les 
intégrales.  (i3o5-i3o8). 

Boussinesq.  —  Sur  les  déformations  et  l'extinction  des  ondes 
aériennes  isolées  ou  périodiques,  propagées  à  l'intérieur  de 
tuyaux  de  conduite  sans  eau,  de  longueur  indéfinie,  (i  33^-1 343). 

Caspary.  —  Sur  les  deux  formes  sous  lesquelles  s'expriment,  au 
moyen  des  fonctions  thêta  de  deux  arguments,  les  coordonnées 
de  la  surface  du  quatrième  degré,  décrite  par  les  sommets  des 
cônes  du  second  ordre,  qui  passent  par  six  points  donnés.  (i356~ 
1359). 

Picard.  —  Sur  une  généralisation  des  équations  de  la  théorie  des 
fonctions  d'une  variable  complexe,  (i  399-1403). 

L'étude  d'une  fonction  analytique  d'une  varial)lc  complexe  revient  à  l'étude 
des  fonctions  réelles  P  et  Q  des  deux  variables  réelles  x  et  y  satisfaisant  aux 
deux  équations 

r;P  _  ^  ^''  _  _  ^Q 

Ox       ôy  Oy  Ox 
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Deux  couples  quelconques,  I*,  ()  cl  \\,  O,   de   solutions  jouissent,  comme  on 
sait,  (le  la  propiicK-  fondamctiLale  ('X()iirrH'C  i)ar  les  relations 


àP,  _  dQ, 


()P 


C'est  cette  propriété  qui  sert  à  M.  Picard  de  point  de  départ  pour  étudier,  au 
cas  de  plusieurs  fondions  et  de  plusieurs  variables,  la  notion  de  variable  com- 
plexe. 

Il  considère,  pour  fixer  les  idées,  trois  fonctions,  P,  Q,  H,  de  trois  variables, 
et  un  système  de  trois   équations 


c^    âP    àV_    âq    dq    dQ    m     dR    àn\_^ 
'''^ôx^   ôy^   ôz'   ()x^   ây^    r)z^   ôx^  r)y^    Oz  J 


(î  =  1,  2,  3  ), 


telles  que  P,  Q,  R  et  P„  Q,,  R,  désignant  deux  systèmes  quelconques  de  solu- 
tions, on  ait,  en  considérant  P,,  O,,  R,  comme  fonctions  de  P,  Q,  R, 


,dP,     ()\\     àj\     ôq,     dQ,     âq_,     r)R,     ^R^     (9R, 
'^''  dP  '  dq  '    OU  '    OP'  "âq  '  7)H  '    âP  '   âq  '    âlî 


{i  =  i,  2,3). 


On  peut  efTectuer  la  recherche  de  toutes  les  équations  jouissant  de  la  propriété 
précédente.  Kn  edet,  soient 

/r' =:  ax  H-  by  -f  cz, 
y'r=  a^x  +  b^y-^-c^z, 
z'  —  a^x  -\-  b.,y  +  c^z 

des  équations  définissant  un  groupe  continu  à  six  paramètres  dont  les  a,  6,  c 
sont  des  fonctions.  On  posera 


=:  c, 


àp 

dP 

Oy 

^.b, 

dP 

ôz 

oq 
ày 

-^^ 

âq 
àz 

r)R 

ôy 

-^^ 

dz 

c,. 


En  éliminant  les  six  paramètres  entre  les  neuf  équations,  on  obtiendra  un 
système  de  trois  équations  différentielles  entre  P,  Q,  R,  jouissant,  comme  le 
montre  l'auteur,  de  la  propriété  demandée. 

Les  méthodes  de  M.  Lie  permettent  de  trouver  les  groupes  à  deux  variables 
et  à  deux  paramètres.  La  question  proposée  est  donc  résolue. 

M.  Picard  fait  voir  que  le  mode  de  généralisation  s'étend  au  cas  où  les  équa- 
tions différentielles  sont  en  nombre  plus  grand  que  les  fonctions.  Si  l'on  a  n 
fonctions  de  n  variables  et  n -h  p  relations  distinctes  entre  les  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  on  aura  à  considérer  les  groupes  linéaires  n' — n  —  p  para- 
mètres. 

Raffy.  —  Sur  la  dtHci'iînnallon  des  surfaces  spirales  tl'après  leur 
élémeiil  linéaire.  (  i  4-^- i-i4-^-4)- 
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Toiilt'  spirale  csl   ii'|iri'S('iil(''c  en  roordoiiiu't's  s(Miii-|)<»laiics  par  les  formules 

où  c,,  /•^,,  (i)^  soiil  (les  l'oïK'l ions  (l'iiii  paramètre  v  eL  /.   iuk;  (;f)iistai»le,  (;l,  ['(dément 
linéaire  de  spiralt;  peut  s'éerinî,  comnK!  on  sail, 

V'  élanL  une  roiuliun  do  v. 

M.  lladV  montre  (|iie  la  délerminalion  des  spirales  d'après  leur  élèmcnl  li- 
nt'aire  (N'-pend  d'une  ('"(iiialion  1res  simple 

On  ne  sail  pas  inlégrcr  celle  équation  en  général;  mais,  roinirie  elle  esl  du 
genre  zéro  par  rapporl  à  -„  et  z'^,  on  peut  la  ramener  à  un  type  étudié  par  di- 
vers auteurs,  savoir 


Celle-ci  est  visihienicnt  intégrable  par  une  ciuadraturc  quand   —,  —  est  con- 

slant.  D'où  cette  conséquence  : 

Quelle  (jue  soit  la  constante  m,  on  peut  obtenir,  par  des  quadratures,  toutes 
les  spirales  d'élément  linéaire 

ds''  '-=  e^"  e""""  (  du'  -\-  dv'). 

Uautcur  montre,  en  terminant,  que  l'on  peut  trouver  explicitement  une  in- 
finité de  spirales  applicables  sur  la  surface  engendrée  par  la  développée  d'une 
cliaînette  tournant  autour  de  sa  base. 

Guichard.  —  Sur  une  classe  particulière  de  droites.  (i424-i4^^)- 

Soit  D  une  droite  de  la  congruence;  1",  F'  les  foyers;  C  le  milieu  de  FF';  r.  le 
plan  mené  par  C  perpendiculairement  à  D.  Si  l'on  appelle  surface  médiane  le 
lieu  du  point  G  et  surface  centrale  l'enveloppe  du  plan  -n,  les  congruences 
considérées  par  M.  Guichard  jouissent  de  la  double  propriété  qu'aux  dévelop- 
pables  de  la  congruence  correspondent  des  courbes  conjuguées  sur  la  surface 
médiane  et  sur  la  surface  centrale. 

Désignant  par  ^,  t),  X^  des  quantités  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs 
de  D;  par  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  G;  par  x^,  y^,  ^,,  x^,  y^,  z^  celles 
de  F  et  F',  on  a 

X^=  X  -\-  a;,  X^—  X  —  A;. 

L'auteur  montre  que  le  problème  revient  à  trouver  quatre  solutions  ;,  f„  ^,  a 
d'une  équation  de  Laplace  à  invariants  égaux 

-   Ou  Ov 

et  telles   que  \  soit   une  fonction  de  |'H- t,=  + ^^(  a  =  const.,  i^  =  const.   repré- 
sentent les  développables  de  la  congruence). 
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Voici  des  solulions  paiLiculii'rcs  : 

1°  X  —  const.;  les  surfaces  focales  se  réduiscnl  à  des  courbes; 

•2"  p  =  const.;  les  développables  de  la  congruence  louchent  les  surfaces  focales 
suivant  leurs  lignes  de  courbure;  les  courbes  conjuguées  que  l'on  trouve  sur  la 
surface  centrale  sont  des  géo(l(''si(iues; 

3°  X  =  p  ;  l(;s  surfaces  médiane  et  centrale  sont  confondues;  la  surface  com- 
nuinc  est  niininia,  et  la  congruence  est  composée  de  normales  à  cette  surface. 

Petot.  —  Sur  certains  systèmes  de  coordonnées  sphériqiies  el  sur 
Jes  systèmes  Iripics  orthogonaux  correspondants.  ( 1 426-1 4'^9)- 

L'auteur  niontre  (|ue  la  détermination  des  surfaces  qui  forment  une  famille 
de  Lamé  lorsqu'on  les  soumet  à  une  translation  rectiligne  convenable  revient  à 
celle  des  systèmes  sphcriques  pour  lescjucls  les  paramètres  différentiels  q^  et  p\ 
de  l'élément  linéaire  de  la  sphère  vérifient  la  relation 

àq'  _  àp- 
Ov  au 


Maiigeot.  —  Des  surfaces  qui  possèdent  la  symétrie  courbe  des 
systèmes  de  plans,  (i  497-1 5oo). 

Les  surfaces  S  qui  admettent  toutes  ces  surfaces  de  symétrie  des  surfaces  po- 
lyédrales  sont  représentées  par  l'équation 


(S) 


fi^ 


X- 
111 


X' 

m 


n 


où  /  désigne  une  fonction  arbitraire.  Les  surfaces  de  symétrie  S  sont  définies 
par  l'équation 


(2:) 


X"'  y'' 


const. 


lillles  peuvent  être  regardées  comme  des  formes  limites  des  surfaces  dites 
télraédrales. 

La  symétrie  qui  se  présente  ici  est  toute  semblable  à  la  symétrie  plane;  car, 
si  l'on  mène  une  normale  à  une  surface  S,  tous  ses  points  de  rencontre  iN  avec 
une  même  surface  S  sont  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  au  point  d'in- 
cidence de  la  normale.  Lorsque  l'on  fait  mouvoir  la  normale  de  façon  que  le 
point  d'incidence  se  déplace  sur  une  ligne  asymptotique  de  S,  deux  points  N,  se 
coiTCspondant  symétriquement,  décrivent  deux  arcs  égaux,  et  les  segments  de 
la  normale  compris  entre  ces  deux  points  et  le  point  d'incidence  engendrent  des 
aires  équivalentes. 

Si  met  71  sont  égaux,  l'équation  (S)  représente  toutes  les  surfaces  qui  ont  la 
symétrie  courbe  des  angles  tétraèdres  réguliers. 

On  peut  démontrer  ces  propositions  : 

Les  surfaces  réglées  ou  les  surfaces  de  révolution  qui  admettent  toutes  les 
surfaces  de  symétrie  des  surfaces  polyédrales  sont  des  surfaces  du  second  ordre. 

Les  surfaces  possédant  à  la  fois  la  symétrie  plane  du  cube  et  la  symétrie 
courbe  du  système  de  ses  six    plans  diagonaux  sont  celles  que  définit  une  rela- 
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liiiri  tic  lormi-  .irhil  lairc  ciilif  les  dcdx  csiircssioiis 

{y*-\-  z*—  ■j.x')(z'~\-  a:-—  2y'){a:'-\~  y^—  ■.>c')=  o. 

Ih'illoutn .  —  l)(''r()riii;ili()ii>  liomogèncs  (inics.  Vaw.v^^hi  (\\\\\  corps 
isoirojx'.  (  i  .M)0-i  5().^-). 


ATTI  i>i:lla  Ukaliî  Acc.vdiî.miv  i>ki  Lincki.  lii-S",  série  4",  Koiidiconli. 

Vol.  V.  1889;  I'""  semestre  (>). 

PiiicJierle  (S.).  —   Les  svstùines  récurrents  de  premier  ordre  et 
de  deuxième  degré.  (H- 12). 

L'auleur  étudie  les  systèmes  de  fonctions  rationnelles  définis  par  la  relation 

et  trouve  que  les  champs  de  convergence  des  séries  de  fonctions  p„{x)  sont 
limités  par  un  système  de  cassinoïdes  liomofocales.  Dans  ces  champs  elles  sont 
uniformément  convergentes.  Une  fonction  f{x)  régulière  dans  une  cassinoïde 
convexe  ou  dans  une  des  ovales  d'une  cassinoïde  non  convexe  peut  être  déve- 
loppée de  la  manière  suivante 

f{x)  =  :ù(c,^-^xc'a)p,,{x), 
étant 

c„  =  ^-.  /(«„+-)  (./„  {z)f{z)dz, 

où,  ayant  posé  {x  —  3t,J(j7 — [i„)  =  j;--|- a^j?  h- />„,  on  a  défini  un  nouveau 
système  de  fonctions  q^iz)  par  la  relation 

Si  le  champ  donné  est  une  des  ovales  d'une  cassinoïde  non  convexe,  il  peut 
arriver  que  la  série  donnée  ci-dessus  ne  représente  pas  la  même  fonction  dans 
l'autre  ovale,  tout  en  y  étant  aussi  convergente.  En  outre,  le  développement 
n'est  pas  unicjue. 

MlUosevicJi  {I^')-  —  Sur  les  dernières  comètes  découvertes.  (16- 

>7)- 


(')  Voir  HuUelin,  i.  \IV_,,  p.  210. 
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Guccia  ((i.-ZL).  —  Sur  la  classe  cl  le  iioinhre  des  inflexions  d'une 
courbe  algébrique  douée  de  singularités  quelconcjues.  (i8-25). 

La  classe  d'une  coiii'l)c  algébrique  qu(;Ic<)iiqiic  csléfialeau  genre  de  la  eourlie 
composée  par  la  courbe  donnée  el  une  première  [joiairc,  moins  la  somme  des 
genres  de  ces  courbes,  plus  l'unilé. 

Le  noml)re  des  poinls  (rinne.\if)n  d'une  courbe  algéi)ri(|ue  quelconque  est 
égal  au  genre  de  la  courbe  composéi;  par  la  courbe  donnée  el  sa  bessienne, 
moins  la  somme  des  genres  de  ces  deux  courbes,  plus  lunilc-. 

Chlstoni  (C).  —  Valeurs  absolues  des  élémenls  de  magnétisme 
terrestre  déterminées  en  (|uelques  lieux  d'Jlalie  en  188-.  (32). 

Garibaldl  (^P.-M.).  —  Amplitude  de  l'oscillation  moyenne  men- 
suelle de  l'aiguille  de  déclinaison  à  Gènes  pour  1888,  el  époque 
probable  de  la  congruence  d'un  minimum  de  taches  solaires 
et  de  variations  déclinométriques  avant  eu  lieu  dans  la  même 
année. 

Govl  (G.).  —  Sur  l'emploi  des  plans  centraux  et  des  plans  cen- 
triques,  des  points  polaires  et  des  points  poliques  et  des  plans 
correspondants  pour  déterminer  les  foyers  conjugués,  le  lieu, 
la  situation  et  la  grandeur  des  images  dans  les  systèmes  optiques. 

(k)3-i  10). 

RiccL  (G.).  —  Sur  certains  systèmes  de  fonctions,  (i  12-1  18). 

Dans  celle  Noie,  l'auleur  s'occupe  des  syslèmes  de  fondions  à  n  variables, 
dont  la  composition  varie  avec  le  système  de  variables  indépendantes  suivant 
l'une  ou  l'autre  de  deux  certaines  lois.  En  général,  si  l'on  indique  par  m  un 
nombre  entier  :^(),  il  considère  des  syslèmes  qu'il  appelle  /?i"p''"^  ou  d'ordre  m, 
dont  les  éléments  sont  en  nombre  de  n'"  cl  peuvent  par  conséquent  être  repré- 
sentés par  un  symbole  général  lJ\.  ,.  ^  ,  cbaque  /•,■  pouvant  prendre  toutes 
les  valeurs  de  i  à  n.  Or,  lorsqu'on  fait  un  cbangement  de  variables  indépen- 
dantes, il  ne  suffit  pas  de  substituer  dans  chaque  élément  du  système  aux  an- 
ciennes variables  leurs  expressions  par  les  nouvelles  variables,  mais  on  doit 
aussi  faire  une  certaine  substitution  sur  les  éléments  du  système.  L'auleur  con- 
sidère deux  cas  : 

1°  Ou  la  substitution  est  de  la  nature  de  celle  au  moyen  de  la(|uclle  on  passe 
des  dérivées  d'une  fonction  par  rapport  aux  anciennes  variables  aux  dérivées 
par  rapport  aux  nouvelles  variables; 

2°  Ou  bien  de  celle  au  nioyen  de  laquelle  on  passe  des  ditrèrenliellcs  des  unes 
à  celles  des  autres  variables. 

Dans  le  premier  cas,  le  système  est  appelé  par  l'auteur  covdiicint  et  dans  le 
second  contrevariant.  L'n  système  d'ordre  o  est  constitué  par  une  seule  fonc- 
tion, et  par  suite  ne  donne  lieu  à  aucune  substitution  sur  les  éléments;  l'auteur 
l'ajipelle  inK'arianl.  Il  étudie  tous  ces  syslèmes  en   les  rattachant  à   une  forme 
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diUcrciil  icilc  (|iiiiiliMl  i(|iii-  iiii'iIim'I  iiilc  f,  dniii  los  cfx-llicicnls  crinslitiiciil  un 
système  doulilc  cox  .iriiinl  ;  ceux  tic  lu  litiiiic  i(''(',i|»r()(|ii('  loiinciil  un  sysIcnMr 
(loiihic  (iint  I  )-\  ,11'ianl . 

A  r.iidi'  (if  la  lurinc '^  ri  snivanl  nnc  cciliiiiic  hti,  on  pcnl.  passer  d'iin  syslcinc 
covarianl  à  un  aulic  ((inlrcvariaiil  dVjrdnî  (''j,'al,  cL  rcciprfxjiKMrKuiL  lùilre  deux 
lois  SNstèmcs,  (|ur  l'aiilcur  a|>[)cll('  rccipnx/ucs,  il  y  a  une  loi  de  dualité  pai- 
laquelle  une  propriéli'i  de  l'un  en  donne  ininiédialeincnt  une  de  Tanlre  [)ar  \v. 
simple  (^elianj;(^  des  mots  covariant  et  contrevariant. 

Chrislod'el  a  dt-monlré  qn'i'i  l'aide  d'une  forme  9  on  jieut  déduire  d'un  système 
covariant  d'ordre  ///  un  antre  système  eovariant  d'ordre  m-\-\.  M.  Hieei  étudie 
les  propriiUés  de  eelte  opération  (|u"il  ap[)elle  dérivation  covariante,  et  d'une 
autre,  (jue  l'on  peut  rcf^arder  eomme  sa  réeipro(|ue,  et  appelée  par  lui  dériva- 
tion contrcvariante,  au  moyen  de  hKjuelle  de  tout  systèuie  contrevariant 
d'ordre///  on  en  déduit  un  d'ordre  m -\-  i;  il  établit  aussi  les  propositions  et  les 
formules  fondamentales  relatives  à  ces  opérations,  qui  outre  leur  haute  impor- 
tance analytique  en  ont  une  assez  remarquable  pour  leurs  applications  géomé- 
triques, mécaniques  et  physiques,  que  les  lecteurs  du  Bulletin  connaissent  déjà 
Dar  le  résume'"  (jue  l'auteur  même  a  rédigé  pour  ce   recueil   (XVI,,,  p.  1G7-189). 

Volterra  {V.).  —  Sur  les  variables  complexes  clans    les  hyper- 
espaces.  (i58-i65). 

La  notion  de  fonctions  d'Jiyperespaces  est  analogue  à  celle  de  fonctions  de 
lignes  et  de  fonctions  de  surfaces  ([ue  l'auteur  a  données  et  emplo3xes  dans 
des  recherches  précédentes  (voir  Lincei^  Uendiconti,  t.  III  et  IV).  Une  va- 
riable 9  est  appelée  une  fonction  des  hyperespaccs  S^  plongés  dans  un  hyper- 
espace  S„  et  indiquée  par  9l[S,.]|  lorsqu'à  tout  hyperespacc  S^renfermé  en  S„ 
et  ayant  une  certaine  direction  correspond  une  valeur  de  cp.  L'auteur  donne 
pour  ces  fonctions  les  notions  de  continuité  et  de  dérivation  et  les  conditions 
d'intégrabilité  des  dérivées  d'une  fonction  9  du  premier  degré,  c'est-à-dire  telle 
qu'on  ait 

?i[s.j!  =  9i[s;-]i  +  ?i[s;']i, 

s,,  et  s',',  étant  deux  hyperespaccs  qui  ont  en  commun  nnc  poilion  S  ayant 
direction  différente  suivant  qu'on  l'envisage  comme  appartenant  à  l'un  ou  à 
l'autre  des  deux  h3^perespaces,  et  S'"  étant  l'hyperespacc  qu'on  obtient  en  sup- 
primant S  dans  l'ensemble  de  S',.  et  S"..  Il  donne  aussi  l'extension  de  la  notion 
de  monogénéité  :  il  dit  que  deux  fonctions  _/  et  cp  sont  liées  isogéniqucment 
lorsqu'en  un  point  quelconque  P  de  l'hyperespace  le  rapport 

d'i     .     df 
0 
ne  dépend  que  de  P. 


t/S,^,  ■  f/S,^, 


Padova  {E.).  —  Sur  les  déformations  infinitésimales,  (i -4-1  78). 

Imaginons  une  déformation  de  l'espace,  telle  que  des  points  infiniment  voisins 
restent  indéfiniment  voisins.  La  dilatation  linéaire  d'un  élément  quelconque  A 
peut  être  représentée  par  une  forme  quadratique  des  quantités  qui  déterminent 
la  direction  de  l'élément,  et  les  coefficients  de  cette  forme  seront  des  fonctions 
des    coordonnées    de  \.    Dans   un   espace   de   trois   dimensions    ces  coefficienisi 


6o  SKCONDK   PAUTIK. 

appelés  par  l'aulciir  les  coejjicienls  de  la  déformation,  sont  six.  On  peiil 
alors  se  proposer  les  deux  problèmes  suivants,  que  i'auleur  résout  riaiis  cette 
Note  : 

1°  Trouver  les  conditions  (|ui  doivent  être  satisfaites  dans  un  espace  donné  par 
six  fonctions  continues  des  coordoniu;es  pour  qu'elles  puissent  être  les  coeffi- 
cicnls  d'une  déformation. 

2°  Trouver  les  conditions  qui  doivent  être  satisfaites  par  les  coefficients  du 
carré  de  rélément  linéaire  de  l'espace  pour  (|ue  les  coeflicienls  d'une  déforma- 
tion la  déterminent  à  moins  de  six  constantes  arbitraires. 

Tonelli  {A.).  —  Sur  une  classe  d'équalions  clifTcrenlielIes   aux 
dérivées  partielles  d'ordre  m.  (i-8-i85). 

L'intégration  de  ré(|uation 


E 


1    /*;  — 


dx^  , . . . ,  (Jx„  À^         (}x„  , . . . ,  Ox^ 

a,,...,a„,  a,,  ...,a,„_, 


peut,  sous  certaines  conditions,  être  ramenée   à  celle  d'une  équation  de   même 
forme  et  d'ordre  inférieur  d'une  unités 

PizzettiiP .).  —  Sur  une  généralisation  du  principe  de  la  moyenne 

arithmétique.  (186-191).  ^ 

Pizzetti  (^P.).  —  Sur  une  certaine  formule  exprimant  la  probabi- 
lité des  erreurs  d'observation.  (191-190)). 

Cesaro  (/i.).  —  Sur  les  formules  de  Maxwell.  (199-204). 

Soient  P,  Q,  R  les  composantes  de  la  force  électromotrice,  /,  g^  h  celles  du 
déplacement  électrique.  A,  B,  G  celles  de  l'action  totale  exercée  sur  une  portion  S 
du  champ  électrique  par  les  autres  parties  du  même  champ. 

Alors,  ayant  posé 

l'auteur  trouve  pour   le   cas   que  S  ne  renferme    pas  des  surfaces  ou  des  lignes 
électrisécs 

/.  niy  n  elaiil  les  cosinus  i\ç   direclion  de  j.t    normale  externe   à   la  surface  f  de 
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l'csparc  S;  et.  les  composuiiles  de  la  leii.sioii  en  ds  soiiL 

«  =  Ip..-^  "%:-^-  "/>,.-  ''Dv-  '  (  l*/-t-  <v>é'  -^-  '^/O- 

^  =  '/>xy  -^  "'Pyy-^  "Ay-^  Q^v-  ^  (  "*/-^-  QS'  +  li/O, 

c  ==  ip^^  H-  ''W.  +  "/V.  ^  '^^v-  ^'  Cy  +  Q^  ^-  '</i  )< 

où  13,^  est  la  eoniposaiitc  du  déplaecrneiiL  éleclrifiut;  t)  suivant  la  noirnale. 

Après  avoir  e\auiin(''  le  cas  où  dans  l'espace  S  il  y  a  des  surfaces  électrisées, 
l'aulcur  démontre  que  la  variation  d'éneri^ie  produite  par  une  déformation  quel- 
conciue  du  champ  éW^etricpie  peut  prendre  la  forme  d'un  travail  de  forces  in- 
ternes, et  trouve  pour  c(îlt(;  variation  oW  l'expression 

!>ïAr        /y        ^  5x  â  By  ô  ôz  à  ôz  à  ùy  \   ,^ 

5VV  =  /  (/>„  ^  +  p„  -^  +  />„  —+/,,.  -^  -H  /,^^  _+.,  .j  rfS. 

Enfin  il  montre  que  les  formules  (i)  subsistent  pour  tout  espace,  même  non 
euclidien. 

Crescini  {E .).  —  Sur  le  mouvement  d'une  sphère  roulant  sur  un 
plan  fixe.  (204-209). 

Volterra  (  T.).   —  Sur  les  variables  complexes  dans  les  hjper- 
espaces.  (291-299). 

M.  Volterra  reprend  ici  en   examen   la  notion   de  liaison  isogénique  entre 
deux  fonctions  complexes  F,  <I>  d'hyperespaces. 
En  posant 

d¥  _  cl^ 

d{x-.^,  . . .,  ^.v+,)  "'  ^''"•••'''-^>'  d{x,^,  . . .,  ^,^^j 


la  liaison  isogénique  est  exprimée  par 


i|,...,  (r+i 


■'    '!>•••>  'r+1 


A 


/  étant  une  fonction  des  points  de  l'iiyperespace  total,  indépendante  des  indices 
it,  •  ••>  ir+r  On  en  conclut  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
fonction  F  soit  susceptible  d'être  liée  isogéniquement  à  une  autre,  est  qu'il 
existe  une  intégrale  commune  au  système  d'équations  différentielles  linéaires 
simultanées 

/•-t-2 

àf 


L'auteur  étudie  ce  système,  et  démontre  que,  si  les  conditions  d'intégrabilité 


/•  +  2 


i:(-) 


ÔX; 


62  SECONDE   PARTIE. 

cl  les  au  1res 


^^  '    ^    'ç, ''d  •••) ''r-'    'd  •••j ''  —  Il ''  +  !>•••> 'V+J 


1 


sont  satisfaites,  le  système  est  complet.  La  fonction  1^'  est  alors  appelée  une 
fonction  élémentaire.  Api-ès  d'autres  résultats,  l'auteur  donne  une  extension  du 
théorème  de  Caucliy  en  démontrant  (|ue  si/  et  F  sont  liées  isogéniquement  on 
a,  pour  le  cas  d'un  seul  liyperespace  fermé  S^^,  dans  lequel  /  et  F  n'ont  pas  des 


singularités 


J. 


^r+ 1 

et,  pour  le  cas  de  plusieurs  liyperespaces 


2,/: 


o(') 
1  O/'-t-l 

Govi  (G.).  —  Sur  les  points  correspondants  dans  les  plans  cenlral 
et  centriqiie,  pour  deux  milieux  réfringents  divers,  séparés  par 
une  seule  surface  sphérique.  Signification  d'une  construction 
proposée  par  Newton  pour  trouver  les  foyers  des  lentilles.  (So^- 
3ii). 

Blanchi  {L.).  —  Sur  les  systèmes  d'équations  linéaires  aux  diffé- 
rentielles totales.  (3 12-323). 

PincJierle  {S.).  —  Nouvelles  observations  sur  les  systèmes  récur- 
rents du  premier  ordre  et  de  second  degré.  (323-327). 

Tacchini(P.\  —  Sur  la  distribution  en  latitude  des  protubérances 
hydrogéniques  solaires  observées  à  l'observatoire  royal  du 
collège  romain  pendant  le  troisième  et  le  quatrième  trimestre 

de  i888.  (33o-33i). 

Arzela  {€.).  —  Sur  les  fonctions  de  lignes.  (342-348). 

Ce  travail  se  rattache  à  ceux  de  .AI.  Volterra,  et  contient  la  démonstration 
de  ces  propriétés  : 

Une  fonction  continue  de  lignes  prend  effectivement  une  valeur  maximum, 
une  valeur  minimum,  et  toute  autre  valeur  comprise  cnlre  ces  deux. 

Giiccia  [G.-B.).  —  Sur  une  propriété  des  surfaces  algébriques 
douées  de  singularités  quelconques.  (349-353). 

Soient 

cl>  =  0,         ^r  —  o,         X  =  o 
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les  ('(|UiiLi(iiis  il  rédiicLihlcs  do  Lrois  surfaces  alf;cl)ii(Hies  dont  les  premiers 
membres  dé|)en(lciil  linéairement  des  paramètres  arbitraires  X.,  [x.,  v.  respective- 
menl.  Soient 

/A|i»r  '«^^  i;enre  de  la  courbe  mobil(%  inters(M",tion  ri'sidnelle  de;  «I>  et  W, 

/>,|,X  celui  de  l'intersection  niobilc  de  <l>  et  \, 

y^i'ï  '•î  genre  de  l'intersection  niol)ile  de  <|>  av(;c  la  surface 

n  élanl  une  constante  arbitraire,  et  les  W^,  ^r\,  X,,  X,j  deux  coui)ies  de  poly- 
nômes U*,  X  détermines  par  des  systèmes  quelconques  de  valeurs  attribuées 
aux  paramètres  ijl,  v, 
Q  le  nouïbre  des  points  m(d)iles  d'intersection  de  <I>,  M*,  X. 

Cela  posé,  sous  une  certaine  condition  imposée  au  système  «1>,  on  a 

En  supposant  que  le  système  *!*  soit  le  système  oo'  des  plans  de  l'espace,  cette 
relation  donne 

N  H-  TTiir  H-  Tx  —  1Î£  =  I  , 

N  étant  l'ordre  de  la  courbe  mobile  d'intersection  résiduelle  de  W,  X, 
TZyy,  xx  les  genres  de  sections  planes  de  W,  X, 
TTr  le  genre  de  la  section  plane  de  la  surface 

JE  =  ^\.Xj+aW,X„r^o. 

Riccb  {A  .).  —  Sur  la  fréquence  des  jours  à  Soleil  sans  taches  ni 
trous  pendant  le  minimum  actuel  de  l'activité  solaire.  (353-356). 

Mlllosevich  {E.).  —  Sur  la  comète  découverte  par  l'astronome 
Barnard  le  2  septembre  1888.  (356-357). 

VeJituri  [A.).  —  Sur  l'influence  exercée  par  la  réfraction  astro- 
nomico-géodésiqtie  sur  la  formation  de  l'image  du  Soleil  nais- 
sant réfléchi  sur  la  mer.  (35^-361). 

Beltrami  [E .).  —  Un  précurseur  italien  de  Legendre  et  de  Lobat- 
chewskj.  (44 1-448)- 

Compte  rendu  d'un  Ouvrage  du  père  Gérôme  Saccheri,  jésuite,  intitulé  : 
Euclides  ah  omni  nœvo  vindicatus,  sive  conatus  geonietj'icus  cjuo  stabl- 
liuntur  prima  ipsa  universœ  Geometriœ  principia.  Milan,  1733.  La  question 
principale  traitée  dans  ce  livre  est  l'établissement  de  la  théorie  des  parallèles, 
et  M.  Beltrami  fait  ressortir  toute  l'importance  historique  de  ce  travail  en 
montrant  comment  l'auteur  était  parvenu  rigoureusement  aux  propositions  prin- 
cipales de  la  théorie  moderne  des  parallèles  et  à  la  distinction  des  trois 
Géométries. 
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Reiiia  (  F.).  —  Sur  les  oricycles  des  surfaces  pseudosphériques. 
(.-i -18-456). 

Guccia  (G.-B.).  —  Sur  l'inlcrseclion  de  trois  surfaces  algé- 
briques en  un  point  singulier  et  sur  une  question  relative  aux 
transformations  rationnelles  dans  l'espace.  (456-461). 

L'auteur  donne  la  solution  de  ce  problème  : 

Trois  surfaces  <I>  —  o,  M"  _^  o,  X  —  o  étant  données,  qui  passent  d'une  ma- 
nière quelconque  par  un  point  P,  quel  est  le  nombre  I  d'intersections  absorbées 
j)ar  ce  point? 

Indiquons  par  [f/|  les  singularités  de  4>  en  P,  et  considérons  toutes  les  sur- 
faces F,,  Fj,  ...,  d'ordre  quelconque,  chacune  desquelles  ait  les  propriétés  sui- 
vantes : 

1°  Qu'elle  substitue  identiquement  la  surface  4>  autour  de  P,  soit  pour  les 
singularités  [p]  soit  pour  la  manière  de  se  comporter  par  rapport  à  ^*  et  X; 

2°  Que  si  elle  a  d'autres  points  singuliers  et  même  des  courbes  singulières, 
ces  dernières  ne  passent  point  par  P,  et  les  points  singuliers  soient  à  distance 
(inie  de  P. 

Cela  posé,  on  suppose  que  pour  la  surface  *!>  soit  satisfaite  la  condition  sui- 
vante :  que  parmi  les  surfaces  Fj,  F^,  ...,  il  y  en  ail  une  au  moins  qui  soit 
homaloïdique. 

Sous  cette  condition  l'auteur  trouve  que  : 

Le  nombre  des  intersections  absorbées  par  P  est  égal  à  l'abaissement  du  genre 
que  la  courbe 

*  =  o,         W<.'«' Xi«'  +  aW'^/"^  Xif  '  =  o 

doit  à  ce  même  point,  moins  la  somme  des  abaissements  du  genre  des  courbes 

4>  =  o,        W  -  o, 
cj)  =  o,         X  =:  o. 

{a  est  une  constante  arbitraire,  et  W[."'^\  ^I*l-'"\  Xf''',  X^,"^  sont  deux  couples 
de  surfaces  pris  arbitrairement  dans  les  systèmes  linéaires 

v,X,-H  v^X^  +...=  0.) 

Relativement  aux  transformations  rationnelles,  l'auteur  démontre  le  théorème 
suivant  : 

Etant  donné  un  système  homaloïdique  [*!>]=  o  (doué  de  singularités  bases 

quelconques)  qui  détermine  une  transformation  rationnelle  de  l'espace,  le  degré 

de  la  transformation  inverse  est  égal  au  genre  de  la  section  plane  arbitraire  de 

la  surface 

<I>^4>,+  «4>jtl>,,  -  o. 

moins  le  double  du  genre  de  la  section  plane  de  *I>  —  o  plus  lunilé  {a  est  une 
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ciiii^liiiilt"  iirliilr.iirr  «1   «I»,.  'l\.  'I',,  <l'„  ^oiit  (|ii,ilic  Miiriicc-.  du  systrinc  liin'iiiic- 

llICIlt      lll(l('|H'll(lilllIC>  ). 

'r<tcclilni  {/*.).  —  Sur  hi  |)li()l()i;r;i|)liic  de  l^'clipsc  lohili-  de 
Soleil   (In    I  '  ■   j;m\i<'i-  iS<S(),   l'iiilc  à  ToSsci-n  îiloirr  de  Li(  U.  (/\y'->- 

T(tcrln'n{  (/^).  -  -  Siii-  Kîs  ohscîrvalloiis  de;  lacluîs,  raciilcs  (.-l,  pro- 
liibcranccs  solaires,  faites  à  l'observatoire  royal  du  eollèj,^^ 
romain  dans  le  premier  liimesire  d.î  icSHç).  (/i74-47'*>  )• 

(hiccia  [Ci.-H.).  —  Nouveaux  théorèmes  sur  les  surCaef's  al^é- 
l)il([ues  douées  de  siiii;ularilés  f|ueleon(|ues.  (/Î90-/Î97). 

V.u  appIi(|uanL  les  propositions  établies  dans  une  Noie  précédenUî,  l'auteur 
donne  d'importantes  relations  entre  des  nombres  relatifs  aux  systèmes  linéaires 
à  base  quelconque,  ainsi  (|ue  l'ordre  de  la  courbe  parabolique  dune  surface  à 
singularités  quelconipies. 

Monlcsaiio  (D.).  —  Sur  la  transformalioii  involutive  de  l'espace, 
(pii  détermine  un  complexe  tétraédral.  (497-^0  i). 

Pucci  (E.).  —  Sur  l'angle  caractéristique  el  sur  les  li<;ncs  carac- 
téristiques d'une  surface  (joi-So--). 

Deux  familles  de  lignes  sur  une  surface  sont  appelées  par  l'auteur  langen- 
tiellenient  conjuguées  lorsque  les  directions  des  lignes  de  l'une  sont  conjuguées 
à  celles  des  lignes  de  l'autre.  En  supposant  la  surface  rapportée  à  ses  lignes  de 
courbure,  dont  c,  t  soient  les  paramètres  et  H^,  l{_  les  rayons  f)rincipaux, 
l'angle  Q.  déterminé  par 


i\^ 


\\. 


est  ce  ([u'il  appelle  angle  cavactévisllque,  el  les  lignes  caractéristiques  sont 
les  lignes  tangentiellemcnt  conjuguées  se  coupant  sous  cet  angle.  Les  é(|uatioiis 
didérentielles  de  ces  lignes  sont 

\/l)',  drs  +  Vl>3  di  —  o, 
Sj  \)\  ch  —  y/Oâ  c/t  =  o, 

D',,  D',  étant  les  valeurs  (|ue  prcnnenl  les  expressions 


rT'  X 

()■  .T 

D 

r=SX              , 

'> 

X\ 

1 

<)U^ 

<)V' 

lorsque,  comme  on  l'a  supposé,  on  rapporte  la  surface  à  ses  lignes  de  courbure 
(X,  Y,  Z  sont  les  cosinus  de  direction  de  la  normale)- 

Tonelli  {A.).  —  Quelques  forjiiules   relatives  à  eerlaines  é(pia- 
Bull.  des  Sciences  mathéni.,  2'  série,  l.  \\  II.  (Mai    i<S()').)  ll.ti 
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lions  (JifrërciiLielles  aux  dérivées  partielles  de  l'ordic  di .  (5o8- 

L'auteur    donne    ici    une    Irunsfornialion    ci(;s    eondilions    d'intégrabililé    de 
l'équalion 

')"«  -  ---,  Am  —  t  - 


^Ara,,  . . . ,  àxa,„  '        ^        rlr«,,  . . . ,  dr«„._., 

*i.  •  •••«/Il  «1. .-  ■,<^„i-i 

ôz 


'        '       Zd  OXa.  " 


MilloscvicJi  (/-'.).   —  Sur  la  planète    '2Ô?    Libussa  en   troisième 
opposition.  (5i4-5  i^^)- 

Wolyiiski  {A.).  —  Galilée  à  Rome  en  \ihJ\.  (5-8-58o). 

Bianclii  (/>.).  —  Sur  les  formes  quadratiques  à  eoefficients  et  à 
indéterminées  complexes.  (589-599). 

Une  forme  complexe  primitive 

ax- -^  nb xy  +  cy'^ 

est  appelée  de  première,  deuxième  ou  troisième  espèce  respectivement  suivant 
que  son  diviseur  a,  c'est-à-dire  le  plus  grand  diviseur  commun  de  a,  ib,c  est  i, 
I  +  i  ou  2. 

Le  nombre  h  des  classes  de  première  espèce  à  déterminant  donné  D  a  été 
déterminé  par  Dirichlet.  L'auteur  détermine  le  nombre  li^  des  classes  de 
deuxième  espèce,  et  le  nombre  h^  de  celles  de  troisième,  en  appliquant  une 
extimsion  de  la  métbode  suivie  par  («auss  pour  les  formes  réelles.  11  trouve  : 

1"  Que  le  nombre  Ji^  est  égal  au  nombre  A  ou  à  sa  moitié  suivant  que  l'équa- 
lion de  Peli 

^-  —  I)  w-  =  (  i  -h  i  Y 

est  résoluble  ou  non  en  nombres  impairs  t,  u\ 

2"  Le  nombre  A,  pour  D=;±i(mod4)  est  la  moitié  du  nombre  h  pour 
D  :=±:i  [mod(n-i)  1j  o»  bi(;n  lorsqu'on  a  I)  — ±5  [mod(iH-0']  et  l'équation 

de  PeJl  t- —  !)«-—  !\  a  des  solutions  impaires.  I^n  tout  autre  cas  h.—-   -h. 

u 

Vollerra  (  V.).  —  Sur  les  fonctions  conjuguées.  (599-61  i). 

L'auteur  étend  au  cas  de  n  variables  la  notion  de  fonctions  conjuguées  qui 
se' présente  dans  la  théorie  des  varial)lt;s  complexes,  en  donnant  la  définition 
suivante  : 

Dans  un  espace  de  n  diinensions  on  dit  que  deux  fonctions  de  prentier  degré 
I"|[S,._,](,  •!>  lis,, .,._  Jl  sont  conjuguées  lors((u'on   a 

d(^X.^,    ...:X,J    ~    d{^X.^_^^,   •••^'^.n  >' 
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/,...,/',,  t'iiiiil  une  |KMiinilalioii  paiit"  dos  indices  i,  j,  ...,  /<.  Il  fail  prércidcr 
son  lindc  sur  les  l'onclions  conju^Miécs  par  (|ii(d(|U(!s  prf)|)ri<;l(-s  do  ccrLains 
syslrnit's  d'i-(|nal  ions  aux  dérivées  partielles,  l'ai-  exein|(li'.  il  ili'inoni  ic  (|iu'  : 
la   condilion   n(''ccs>,ii  rc  cl    >uf(i>anle  poiii-  (|ue  le  syslrnie 


/•  I  1 


\^      /   _      y  '|.  ....  if      I'  <t  '!>•••>'>•  M     __ 


I 

soit  iiUégrabie  est  (ju'on  ait 


'  'l)  'a,  •••■  'r+1 


y  (-.)■- 


,      '    '1  ,•••)'« -1.  <«  +  i, ..., 'r-f-j 


()J7; 


en  supposant  que  les  x-  soient  en  nombre  de  n,  que  le  système  soit  obtenu  en 
prenant  les  combinaisons  des  n  indices  /' +  i  à  /'  +  i,  et  que  les/?,  F  changent 
de  signe  par  une  transposition  d'indices.  Il  en  déduit  que  toute  fonction  de 
premier  degré  d'hypercspaccs  S^  peut  être  exprimée  par  une  intégrale  multiple 
étendue  aux  hyperespaces  S^.  En  venant  ensuite  à  la  construction  des  fonctions 
conjuguées  il  démontre  que  : 

Si  les  fonctions  M  satisfont  à  l'éciuation 

'  1  •  •  •  1  '  r  • 


et  si  l'on  pose 


A=M.  ,.    rrr   O, 


âx. 


\7  'H---1  h-  -n  't    __  p 


t 


et  puis 


Zd}        '  ôx.  /■'m,....'.' 


1  ' 

on  pourra  poser 

Pi,,....ir-  d{x.^,  ...,x^y     '//,,...,,•„..,-  d(,x^^,...,x^^_y 

et  les  deux  fonctions  F,  «I»  seront  conjuguées.  Après  avoir  démontré  quelques 
propriétés  des  fonctions  conjuguées,  il  démontre  aussi  le  réciproque  du  théorème 
précédent. 

Morera  [G).  —  Sur  le  mouvement  hélicoïdal  des  fluides.  (6ii- 

r>,;). 

F.c  monvemenl  du   fluide  est  déterminé  an    moyen  de  trois  fonctions  ),,  '^,  '^, 
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salisfaisanL  aux  deux  c(|iiaLioiis  aux  dérivées  parlielles 

A('f,'})    I         aA'I  .  o, 

A(X,  9;    f-  A  A(X,  ^)  --.  o, 
é  I  a  n  l 


^4^-^ 


Après  avoir  établi  ces  écjiialions  el  ajouté  (juclqucs  observations  s<'ii*^'''ales, 
lautcur  donne,  comme  application  des  mêmes  équations,  et  en  faisant  usage 
d'un  système  de  coordonnées  c}  liiidri(|ues  p,  0,  z,  un  e\em|)le  de  mouvement 
lu'licoïdal  défini  par  les  é(|uations 

u  =  v^K  (yr+e  (  0  j  cosO, 
V  =  sJR{  p  )  +  0  (  0  )  si  n  0, 

M,   i^,  (V  étant   les  composantes  de   la   vitesse,   cl  H,  0,  Z  des  fonctions  arbi- 
traires. 

Siacci  {F.).  —  Sur  les  forces  capables  de  produire  des  déplace- 
menis  égaux.  (626-63o),  Note  11  (856-86o). 

On  dit  que  deux  systèmes  sont  Jiomologues  lorsque  leurs  positions  sont  dé- 
terminées par  le  même  nombre  de  coordonnées  indépendantes,  et  leurs  forces 
vives  ont  même  expression.  On  appelle  trajectoire  du  système  l'ensemble  des 
positions  compatibles  avec  n  —  1  équations  entre  les  ?i  coordonnées,  et  direc- 
tion, l'ensemble  des  n  accroissements  de  ces  coordonnées  dans  le  passage  du 
système  à  une  position  infiniment  rapprocliée.  Cela  posé,  on  a  le  tliéorème 
suivant  : 

Soient  5,,  5^,  . ..,  5„,  des  systèmes  homologues  qui  partent  d'une  même  posi- 
tion initiale,  et  suivent  la  même  trajectoire,  et  lorsqu'ils  passent  par  une  po- 
sition commune  quelconque,  les  expressions  de  leurs  forces  vives  soient  T,, 
T^i  •••?  l'mî  Jes  moments  virtuels  des  forces  soient  6U,,  61j\,  ...,  oU,„.  Un 
autre  système  homologue  S   soit  soumis  à  l'acticm  du  moment  virtuel 

>.,  oU,+  \oU^  +  ...+ A,„cU„.; 

alors  il  suivra  la  irième  trajectoire  sous  les  conditions  suivantes  : 
1"  Que  les  forces  soient  indépendantes  du  temps; 
'1"  Qu'on  ait 

T,  o).,  4- 1\,  Z\ -f- . . .  +  T,„  0),,,^  r=  0  ; 

.3°  Que  dans  la  position  initiale,  la  direction  de  S  étant  t'gale  à  celle  des 
autres  systèmes,  la  force  vive  soit 

Dans  la  seconde  Note  en  partant  de  ce  théorème  (énoncé  sous  une  autre 
forme)  l'auteur  établit  la  proposition  *ui\ante 
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l.;i  ((iiidilnMi  lu-ccssairc;  cL  siiriisiiiili;  pour  (\ur  plii^'iciiis  piobli-iiK-s  (l(;  Mi'-ca- 
nicliic  aient  .>//  —  •>  iiil('p;ralcs  roiiiiimncs  indépendantes  du  Icinps  fsL  qne 
los  //  loiccs  \\,  salisfasscnl   aux  //  — i  conditions 

XV ''"•4:"'"  '/'/„  )• 

cl  alois  les  iiit<''^ialcs  (iMumuncs  sont  les  intégrales  des  équations 


n 


7.1  ••.,  7,.'' 


- ,  . . ., 


Voltcrid  (^  r.).  —  Sur  I(\s  fonclions  d'hyperespaces  cL  sur  leurs 
paramètres  difTi-rculiatix.  (G3o-64o). 

Les  théorèmes  suivants  sont  des  extensions  du  théorème  de  Green   au   cas 
des  hyperespaces. 

1.  Si  les  p  ,  Pi         i  satisfont  aux  conditions 


r-l-1 


!(-)■ 


"/^'i . .. . ,  iV-1 ,  «.+1  )  •  •  • . 'V+i 


dx 
1   ■ 

;•  +  !  , 

^ ,  OX: 


=  o, 


on  pourra  poser 

Pi 


.  =  y  (_,),^-.^.-.^. ,^... 


I 


I /c_,./,^, /,-u, 


et  si  dans  l'hyperespace  S„  les  P,  P',  p,  p'  sont  monodrômes.  finies  et  continues 
ainsi  que  leurs  dérivées,  on  aura 


S;i  -   1 


r  y  p'      !  y 
/  ^ .  '"  •••''-1  )  /  i 


S;t—  1 

/     l|,  ...  ,  ««  —  I,  'l 


S,.  '  11' 


rfS. 


/y////,  c/cs  Scie/irc's  /ndthcni .,   i' série,  t.  WIl.  (Mai   iS()'K)  K.6. 
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2.  Si  Ici5  p  ■  ,  p'i         i    satisfont  aux  conditions 


nous  pouvons  poser 


_     y^        '^Q.|,...,lr,tt 


1 


et  si  en  S„  les  Q,  Q',  /?,  p'  sont  monodrômes  finies  et  continues  ainsi  que  leurs 
dérivées,  on  a 


=    f      y  Q-  y  (  — O'A         /       /  /      cos{vx^)\  d?>„_ 

-X2,.<5 -...Il'-)-''- 'X- '"'i'^^- 

=  r  y  0/    /    y  (-ov>-    •  •     ,-  cos(('x, )  rfs„_, 

'     S/»  — t  '  '       1      * 


Après  l'auteur  déduit  de  ces  théorèmes  que,  les  équations  différentielles  si- 
multanées 


OX: 


ÔX; 


étant  satisfaites,  les  p  sont  déterminées  en  S„  lorsqu'on  connaît  au  contour  les 
valeurs  des  quantités 

n 

a-        ;      =  y  /?•         •       ,cos(t^j;-), 

1 

ou  bien  celles  des  quantités 

/•-f-i 
A.         .       =y  (_i)'n  .      cos(v^a:.  ), 

il,...,Cr+i  ^^     ^  '    -f    '1, .-., «>•-!)  '.«M)-'-)''-  +  t  '» 

1 

et  résout  la  question  suivante  : 

Les   valeurs  des  b  étant  données,  et  en  supposant  que  les  p  satisfassent  aux 
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(''(|llilliniis 


v>. 


(J('l('niiiii(M'  CCS  p  (le  manicrc  (|iic  l'c\|>rcssi()ii 

soit  iiii  iniixiîmiiM  ou  un  ininiin  uni.  l-jiCm  il  vicnl  à  iiilcrpr(;tcr  les  résultats 
prcccdculs  an  inovcii  des  fonclions  (riiy[)cr(;s[)accs  cL  des  fondions  conjuguées, 
et  ù  étudier  ccrlaincs  expressions  dillérentielles  invarianlivcs  qui  se  présentent 
dans  ces  reclicrches. 

Pinclierlc  {S.).   —   Quclrjiics   ihcorèmes  sur  les  fractions  con- 
tinues. (6/10-643). 

l'^x-posé  sans  dénKjnsLrations  de  quelques  propositions  relatives  à  la  conver- 
gence des  fractions  continues. 

Ricci  {G.).  —  Sur  un  point  de  la  théorie  des  formes  dillérentielles 
quadratiques  ternaires.  (643-65 1). 

L'auteur  a  démontré  dans  un  autre  travail  la  proposition  suivante  : 

Soit  9-  une  forme  difTérentiellc  quadratique  à  n  variables  et  de  première 
classe,  c'est-à-dire  telle  qu'on  puisse  la  déduire  d'une  forme  de  même  nature, 
positive,  à  coeflicicnts  constants  et  à  n-hi  variables  par  une  relation  oppor- 
tune; alors  il  existe  une  forme  covariante  ^,  déterminée  en  général  pour  /i  >  2, 
et  qui  pour  n  =  2,  et  relativement  à  une  surface  dont  9  soit  l'élément  linéaire, 
peut  être  ramenée  à  celle  dont  les  coefficients  apparaissent  dans  les  formules 
de  Codazzi- 

Or  on  peut  se  proposer  de  déterminer  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'il  existe  un  système  au  moins  de  variables,  qui  réduise  en  même 
temps  9=  et  4'  à  ne  renfermer  que  les  difrércnticlles  des  variables  indépendantes. 
En  langage  géométrique  ce  problème  n'est  que  le  suivant  :  «  Une  surface  de 
n  dimensions  étant  donnée,  est-il  toujours  possible  de  considérer  tout  système 
de  lignes  de  courbure  comme  déterminé  par  les  intersections  de  n—i  systèmes 
de  variétés  an  —  i  dimensions  renfermés  dans  la  surface?  » 

Dans  la  Note  présente,  l'auteur  résout  ce  problème  pour  /i  =1  3,  et  au  moyen 
des  opérations  de  dérivation  covariante  et  contrevariante  il  arrive  aisément  aux 
résultats  suivants  : 

1°  Si  toutes  les  courbures  principales  de  la  surface  à  trois  dimensions  S3  sont 
identiquement  égales  entre  elles  (et  en  ce  cas  leur  valeur  commune  est  con- 
stante et  Sj  est  une  sphère),  9-  et  ^  se  réduisent  toujours  ensemble  à  ne  ren- 
fermer que  les  carrés  des  difTérentielles  des  variables  indépendantes. 

2"  Si  deux  seulement  des  courbures  principales  de  S,  sont  identiquement 
égales,  par  chaque  point  de  S3  passe  une  surface  S,  à  deux  dimensions,  appli- 
cable sur  une  sphère  dans  l'espace  euclidien,  et  telle  que  chacune  de  ses 
courbes  est  une    ligne   de  courbure   pour  S3.  Le  système  des  S^  fait  [)artic  d'iui 
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système  simplement  infini  de  systèmes  triples  orthogonaux,  et  les  surfaces  de 
deux  de  ces  systèmes  se  coupent  toujours  suivant  un  système  de  lignes  de 
courbure  de  S,.  Dans  ce  deuxième  cas,  il  existe  donc  un  nombre  simplement 
infini  de  systèmes  de  variables  inrlèpendantes,  qui  réduisent  -f'  et  '^  à  ne  ren- 
fermer que  les  carrés  de  leurs  diiïérentielles, 

3°  Si  les  courbures  principales  de  S,  sont  toutes  distinctes,  il  ne  peut  exister 
en  S3  plus  d'un  système  triple  de  surfaces  à  deux  dimensions,  tel  que  les  sur- 
faces de  deux  quelconques  de  ces  systèmes  se  coupent  suivant  une  ligne  de 
courbure  de  S^;  et  pour  (ju'il  existe  ce  système  triple  il  est  nécessaire  et  suffi- 
sant que  les  coefficients  de  9'  satisfassent  à  une  c(iuation  aux  dérivées  partielles 
du  troisième  ordre,  dont  l'auteur  donne  la  forme. 

Sous  cette  condition  seulement,  et  d'une  seule  manière,  sera-t-il  possible,  en 
ce  dernier  cas,  de  réduire  ensemble  9*  et  4^  à  la  forme  demandée. 

Bigicwi  {C).  —  Stir  les  éqtiations  difrércnlielles  linéaires.  (65 1- 
657). 

L'auteur  étudie  une  classe  d'équations  diiïérentielles  à  coefficients  doublement 
périodiques,  qui  ont  un  nombi'e  d'intégrales  uniformes  inférieur  à  leur  ordre. 
Ces  équations  ne  sont  pas  complètement  intégrables,  mais  elles  sont  réduc- 
tibles, et  l'on  peut  abaisser  leur  ordre  du  nombre  A"  des  intégrales  uniformes. 
Ces  k  intégrales  appartiennent  à  une  équation  de  Picard  à  intégrales  uniformes, 
et  les  nouvelles  équations  qu'on  obtient  par  l'abaissement  de  l'ordre  sont  aussi 
à  coefficients  doublement  périodiques. 

Pizzetti  (P.).  —  Sur  le  calcul  de  l'erreur  moyenne  d'un  système 
d'observations.  (^4o-744)- 

Tacclilni  (P.).  —  Sur  les  pliolograpliies  de  Féclipse  totale  de 
Soleil  du  i""*"  janvier  1889  faites  en  Californie.  (763-764). 

Tacchini  (P.).  —  Sur  la  distribution  en  latitude  des  taches, 
facules  et  éruptions  solaires,  observées  à  l'observatoire  royal  du 
Collège  romain  pendant  le  troisième  et  le  quatrième  trimestre 

de  1888.  (765-766). 

Millose^'ich  {E .).  —  Observations  de  la  comète  Barnard  (2  sep- 
tembre 1888)  1889,  I7  faites  à  l'équatorlal  de  i5?."""  d'ouverture 
de  Chauchoix.  (770). 

Cerulli  (  F.).  —  Formules  pour  l'aplatissement  de  Flmage  du 
Soleil  dans  la  mer.  (y^o-yj i). 

Briosclii  {F.).  —  Notice  sur  la  vie  et  les  ouvrages  de  George 
Henry  Halphen.  (81  5-823). 
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/>('/f/ft/ni  {  h\).  —  vSiir   l'oxlcnsioii  du    |)riii(i|K'  de  (l'yMcinhcrl   ;'i 
rélccl  i()(l  \  M;uiii(|U('.  ((Sr)i>-(Sr)()). 

Maxwell  a  eu  l'idct-  prufoiidc  cl  orijiinollc  de  ramener  les  équations  rcdalives 
aux  forces  ('leclî-oinolriees  aux  ('(inalions  f];én(!ral(*s  d(!  la  iMéeani(|iie,  mais  dans 
l'exposition  (in'il  en  a  donnée  il  ne  lient  compli;  ([u'indirectcmenL  de  la  loi 
d'Olnn,  i|iii  e>l  une  eiiii(lilj«in  esscnlielU;  dans  colU;  applicalion.  Pour  ôLcr  cet 
ineon\(  iii(  ni,  M.  l'.ellraini  donne  d'aixn'd  une  fi(''n('ralisal  ion  du  ihéijrèmc  de 
d"AI(MMl>erl,  en  l'appl  i(|nanl ,  au  ni(»\en  de  l.i  loi  d'Olirn,  au  cas  des  forces 
(■•leeliomoli'iees,  el  il  arii\e  ensuite,  sans  d'autres  niodi(i<al  ions,  aux  é(|ualions 
linales  de  Maxwell. 

I*(f(l(n'a  (A'.).  —  La  lliéorie  de  Maxwell  dans  les  espaces  courbes. 

((S:)2-8r)()). 

M.  nellraini  a  ohsei'vi-  (|ue  h^s  eoiuposantes  des  tensions  d'un  milieu  ('lasticjue 
isotrope,  é<|uivalentes  aux  actions  newloniennes,  ne  satisfont  pas  aux  condi- 
tions ((uc  doivent  remplir  les  tensions  engendrées  dans  un  milieu  isotrojte 
ordinaire  par  une  déformation.  M.  Fadova  commence  par  mettre  en  reli(;f  la 
nature  de  ces  conditions,  en  montrant  ((u'elles  naissent  de  ce  (|ue  l'on  a  supposi'; 
que  le  milieu  <\w\  est  déformé  soit  euclidien  avant  et  après  la  déformation.  Il 
se  propose  ensuite  de  chercher  si  les  tensions  trouvées  par  Maxwell  satisfont 
aux  conditions  analogues  pour  le  cas  d'un  milieu  à  courbure  constante  avant 
et  après  la  déformation.  Par  cela  il  a  i)u  ôter  une  restriction  imposée  par 
M.  licltrami  aux  valeurs  des  constantes  d'isolropie,  mais  il  va  encore  bien  des 
difficultés  pour  l'interprétation  des  tensions  de  Maxwell  dans  un  milieu  isotrope 
à  courbure  constante  négative. 

Reiiia  (F.).    —    Sur    quelques    propriétés    des   lignes    caracté- 
ristiques. (88 1 -(885). 

Les  lignes  caractéristiques  sont  celles  ainsi  appelées  par  M.  Pucci  {voir  ci- 
dessus).  L'auteur  trouve  qu'on  peut  aussi  les  définir  comme  les  lignes  le  long 
desquelles  les  normales  consécutives  ont  la  plus  grande  dislance.  Il  trouve  aussi 
quelques  autres  propriétés  de  ces  lignes. 

')^'  semestre. 

/Uanchi{L.).  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre.  (35-4 i). 

L'auteur  démontre  que,  pour  les  équations  du  type  elliptique  (à  caracté- 
ristiques imaginaires),  les  valeurs  de  l'intégrale  dans  un  champ  connexe  sont 
généralement  déterminées  par  les  valeurs  de  la  même  intégrale  au  contour. 

Castelnuo^'o  (G.).  —  Nombre  des  espaces  qui  coupent  plusieurs 
(b-niies  dans  \\\\  espace  de  /?  dimensions.  (ji-J*^^- 
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MonLcsano  (D.).  —  Sur  les  Iransfoi  malions  involulriccs  de  Tespace 
dans  lesquelles  aux  plans  correspondent  des  surfaces  d'ordre  n 
douées  d'une  droite  (/z  — a)^''^.  (i23-i3o). 

Castelnuoço  (G.).  —  Nombre  des  involutions  rationnelles  sur  une 
courbe  de  genre  donné.  (i3()-i33). 

Cesàro  (/i.).  —  Formules  fondamentales  pour  l'anal vse  intrin- 
sèque des  courbes.  (i(35-i-o). 

Dans  les  Annali  di  Matematica  (1888)  rauteur  a  établi  les  formules  fonda- 
ir)entales  de  la  GéointUrie  inlrinsèciue  des  courbes.  Ici  il  les  obtient  par  des 
considérations  mécaniques.  Klles  sont,  pour  un  espace  linéaire  de  n  dimensions, 


6^7, 

dx^ 

•2^»  — 

p. 

ds 

ds 

P 

007., 

dx^ 

x^ 

ds 

ds 

Pu-, 

ds 

= 

dx^ 
ds 

+ 

P«-i+9 

Pn— i+i 

ox„ 
ds 

= 

ds 

+ 

5' 
Pi 

+ 

> 

P. 

{i  -  3,  4,  . ..,  ;i  —  i), 


où  les  p  sont  les  rayons  de  courbure.  Il  fait  aussi  l'application  de  ces  formules 
à  l'étude  d'un  (il  llexiblc  et  inextensible  dans  un  espace  de  n  dimensions. 

Cerruti  (V.).  —  Sur  la  déformation  d'un  invohicre  spbérique 
isotrope  pour  des  déplacements  donnés  des  points  des  deux 
surfaces  limites.  (189-201). 

L'auteur  résout  ce  problème  par  les  métliodcs  qu'il  a  données  et  appliquées 
dans  des  travaux  précédents.  Dans  le  cas  présent,  la  solution  dépend  principa- 
lement d'une  expression  particulière  d'une  fonction  o  finie,  continue  et  mono- 
drome  à  l'intérieur  de  l'involucre,  et  satisfaisant  dans  cet  espace  à  l'équation 
A- 9  =  o.  Si  l'on  appelle  9'  et  9"  les  valeurs  de  cette  fonction  sur  les  surfaces 
limites*,  et  5,,  0  le  centre  commun  des  deux  sphères,  m'>>  un  point  quelconque 
intérieur  à  l'involucre,  ?)i'  et  m"  deux  points  variables  sur  les  deux  surfaces, 
et  P,  le  polynôme  de  Lcgendre  d'indice  s,  ayant  pour  argument  le  cosinus  do 
l'angle  ni^''^Om'  ou  bien  de  l'angle  nii^^Om",  on  a 

•V  =  00 

-\ : /     Z     P     ds    ), 


\  =  0 
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/l  -  1  ■"  «  r- 1  ' 

.V  -  0 

.ï  =  0  - 


Tacchini  (P.).  —  Sur  les  observations  solaires  faites  à  l'observa- 
toire du  Collège  romain  pendanl  le  deuxième  et  le  Iroisième 
trimestre  de  i88().  ('.iOi~'202). 

Cesàro  {E.).  —  Sur  le  pouvoir  rotatuire  magnétique.  (ao^-^.OcS). 
Bortolotti  [K .).  —  Sur  un  théorème  de  la  théorie  de  la  connexion. 

(  229-2.34  )• 

Tacchini  (P.).  —  Sur  les  observations  spectroscopiques  de  la 
chromosphère  solaire  faites  à  Tobservatoire  roval  du  Collège 
romain  pendant  le  deuxième  et  le  troisième  trimestre  de  1889. 

(248). 

Cesàro  {E.).  —  Sur  les  variations  de  volume  dans  les  corps  élas- 
tiques. (259-264). 

L'auteur  déiTionlrc  que  le  théorème  que  M.  Betti  avait  établi  pour  le  cas 
d'une  sphère  se  déforniant  par  effet  de  sa  pesanteur,  et  que  M.  Padova  avait 
étendu  aux  corps  de  révolution,  subsiste  pour  un  corps  de  forme  quelconque. 

Marcolongo  (/?•)•  —  Sur  la  déformation  d'une  sphère  homogène 
isotrope  pour  des  conditions  spéciales  aux  limites.  (349-357). 

Ccwcilli  i^E }j.  —  Sur  l'échange  de  chaleur  entre  vapeur  cl  métal 
dans  les  motrices  monocylindriques.  (357-365). 
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Tomo  CXIII;  i8()i  (  '  j. 

BouRsincsq.  —  Sur  la  manière  donl  les  vitesses,  dans  un  luhe 
cj'lindriqiie  de  section  circulaii-e,  (;vas(''  à  son  entrée,  se  distri- 
buent depuis  son  enlrée  jusqu'aux  endroits  où  se  trouve  établi 
un  régime  uniforme.  (9-1  5). 

Dans  un    Lubo  recLilignc  y   entrée  bien   évasée,  on    peut   supposer  les    filets 

liquides  à  très  peu   près  parallèles  dès  la  première  seetion  de  la  partie  rylin- 

tlrique.  Al(»rs  les  vitesses  u  du  lluide,  toutes  sensiblement  égales  entre  elles  et 

à  leur   moyenne  U  sur  eette  première  secti(ni,  tendent  rapidement,  dès  qu'on 

s'en  éloigne  d'amont  en  aval,  vers  les  inégalités  qu'elles  présentent  aux  endroits 

U  . 

où  le  régime  est  uniforme  ol  où  le  rapport  —  est  la  fonriion 

/•  désignant  la  distance  à  l'axe  et  \\  le  rayon  du  tube. 

iMais  comment  se  (ait  le  passage  du  premier  mode  de  disli-ibution  au  dernier? 

ou   (juelle  est    la   fonction  ~(.r,     -)  (ju'il  faut  ajouter  à  z  |)onr  (luc  la  somme 

\       '*■'/ 

cp  + -71    exprime    le    rapport  yy  depuis   l'abscisse  x  :^  o   (entr;.'e    du    tube)    où 

'■f  -t-  7:  —  I ,  c  est-à-dire  ~  =  - — i,  jusqu'à  ^  —  ce  où  ~  est  égal  à  zéro? 

Des  considérations  plausibles  conduisent  M.  Boussinesq  à  cette  valeur  appro- 
chée de  TT 

Ifiî.r         /    ..,  V 
2 

où  le  rapport  -  est  pour  l'eau  à  10"  égal  à  o,ooooo3i  et  où 

P 

^({^)  =  o,iGo-|^- 2,222  (;^y 

+''7:8  (0-r,H,2(;i)+o,56.((^)"- 0,24.  ({^y. 

Boussinesq.  —  Calcul  de  la  moindre  lon<^ueur  que  doit  avoir  un 
tul)e  circulaire  évasé  à  son  entrée  pour  qu'un  ré<^ime  sensible- 
ment uniforme  s^y  établisse,  et  de  la  dépense  de  charpie  qu'y 
entraîne  l'établissement  de  ce  régime.  (49-5 1). 
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M.  lîoiissiiicsq  emploie  lii  rniiiiiilc  (in'il  ;i  (lidiin'e  dnns  sa  pi'(icé(lt;nle  Coiiiimi- 
nieiitioii  an  calcul  a|iiii(»clié  à  la  l()ti;;iieiir'  L  nécessaire  pour  (pie  ['(W^juleincnl 
devienne  unil'miMc.  l  ne  (lillVicnce  relalive  de  0,01  sur  ciiaciin*;  des  vitesses 
réalis(5es  aux    divei^  pniuls  d"nnc  seclion  ('lanl   pial  i(|u(:n)(MiL   inappréciable,  il 

/  '"'  \       •  f 

suflira   (|ue  le   lapporl    de  t:  à    mi —  y  -  1  soil,  pour  a;  =  L  cl  (jiicl  (|ue  soil  — > 

infciiciir  à  0,01,  cy.'   (|ni    condnil  à  une   inéi^alilé  (|ui,  n'-soliic    jiar  iap|)orL  à  J^, 
donne  l.i  liniilc  clicrcliée 


L'anlour  évalue  ensuite  la  d(''|>eiisc  totale  de  cliar^'e  afl'érenlc  à  l'c-lahlissernenl 
du  régime  unifornu^  qu'il  faut  retrancher  préalablement  de  la  lianteui"  totale 
donnée  de  charge  motrice  avant  d'appliriiKM'  à  réconlcrncnt  les  lois  simples  de 
Poiscuille.  Il  trouve  (jue  la  dép(;nsc  de  charge  due  à  l'établissement  du  régime 
uniforme,  (]ui  était  V^^ '.  g  à  une  première  approximation,  ne  se  trouve  accrue 
à  la  seconde  approximation  (|ue  d'environ  o,r.>  de  cette  quantité. 

Ribaucour.  —  Sur  les  sjslcmcs  cycliqttcs.  (3o4-3oy). 

L'auteur  considère  un  couple  de  droites  N  et  N'  normales  à  des  surfaces  ayant 
même  image  sphérique  comme  élément  générateur  d'une  infinité  de  systèmes 
cycliques. 

Les  points-images  des  cercles  d'un  système  cyclique  sont  obtenus  en  cher- 
chant les  sommets  des  cônes  isotropes  passant  par  les  cercles  du  système. 

Si  l'on  considère  tous  les  systèmes  cycliques  dérivés  d'un  couple  satisfaisant 
de  droites  N  et  N',  ainsi  que  leurs  points-images,  ceux-ci  appartiennent  à  chaque 
instant  à  deux  corps  invariables  symétriques  par  rapport  à  un  plan. 

Le  plan  du  couple  en  question  touche  une  surface  (S)  que  l'on  peut  déformer 
comme  on  veut  en  entraînant  N  et  N',  sans  que  ces  droites  cessent  d'être  nor- 
males à  des  surfaces  ayant  même  image  sphérique.  Les  lignes  de  (S)  correspon- 
dant aux  lignes  de  courbure  des  surfaces  orthogonales  à  N  et  N'  forment  un 
réseau  conjugué  dont  les  tangentes  passent  à  chaque  instant  par  les  foyers  des 
congruences  (N)  et  (N'). 

Cette  propriété  peut  être  généralisée  :  soient  N  et  N'  deux  droites  généra- 
trices de  deux  congruences  ayant  même  image  sphérique  (mais  pouvant  ne  pas 
être  normales  à  ces  surfaces).  Si  l'on  déforme  la  surface  (S)  touchant  le  plan 
des  droites  N  et  N',  chaque  plan  tangent  entraînant  les  droites  en  question,  les 
congruences  obtenues  ont  toujours  la  même  image  sphérique.  Elles  sont  po- 
laires réciproques  d'une  infinité  de  couples  d'enveloppes  de  sphères  ayant  leurs 
centres  sur  (S)  et  dont  les  rayons  ne  diffèrent  que  par  une  constante.  Les  dé- 
veloppables  suivant  lesquelles  on  peut  ranger  simultanément  les  droites  des  deux 
congruences  correspondent  au  réseau  conjugué  de  (  S  )  dont  les  tangentes  con- 
tiennent les  foyers  situés  sur  N  et  N'. 

La  proposition  qui  précède  s'applique  très  heureusement  à  l'étude  des  couples 
des  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre. 

La  recherche  analytique  des  systèmes  cycliques  se  ramène  à  celle  des  couples 
de  droites  satisfaisantes  N  et  N'.  Si  Z  désigne  le  rayon  d'une  certaine  sphère 
ayant  son  centre  sur  (S),  N  et  N'  sont  les  polaires  des  enveloppes  de  sphères 
de  rayon  Z  et  Z  -F  C.  On  trouve  pour  déterminer  Z  en  coordonnées  svmétriques 
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imaginaires  l'étjuation  de  Honncl 

Ribaucour.  —  Sur  les  sj'Sttmes  cycliques.  (324-32G). 

Étant  donnés  un  corps  et  une  surface  {il)  qui  lui  est  liée  invariablement;  si 
l'on  fait  rouler  (Q)  sur  une  surface  (O)  applicable  sur  {Q.)  sans  déchirure  ni 
duplicature,  à  chaque  instant  du  mouvement  tous  les  points  du  corps  ont  pour 
image  isotrope,  sur  le  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces  (0)  et  (Q),  des 
cercles  engendrant  des  systèmes  cycliques;  les  surfaces  trajectoires  ont  leurs 
lignes  de  courbure  en  correspondance;  le  réseau  conjugué  unique  qu'on  peut 
tracer  sur  (Q)  et  (0)  de  telle  façon  que  les  tangentes  soient  en  correspondance 
instantanée  correspond  à  toutes  les  lignes  de  courbure. 

Si  l'on  considère  dans  le  corps  une  ligne  de  longueur  nulle,  à  chaque  instant 
les  cercles-images  des  points  de  cette  ligne  sont  osculateurs  à  une  certaine 
courbe  tracée  dans  le  pian  de  contact  des  surfaces  (Q)  et(0);  tous  ces  cercles 
engendrent  des  systèmes  cycliques  qui  se  correspondent;  par  conséquent  la 
courbe  plane  osculatrice  des  cercles-images  est  normale  à  une  infinité  de  sur- 
faces faisant  partie  d'un  système  triplement  orthogonal. 

Sej'j^et  (P.)'  —  Sur  une  propriété  d'involution  commune  à  un 
groupe  plan  de  cinq  droites  et  à  un  système  de  neuf  plans.  (826- 

328). 

Les  côtés  P,,  Pj,  ....  P5  d'un  pentagone  plan  quelconque,  et  les  médianes 
correspondantes  M,,  M^,  . . . ,  M^  des  cinq  quadrilatères  auxquels  donnent  lieu  ces 
mêmes  côtés,  moins  le  premier,  ou  le  deuxième,  ...,  ou  le  dernier,  forment 
toujours  cinq  couples 

1*       M  •         P       M  •  •         P       iM 

*  Il       ■''•1  }  *  2»       ^2  '  '  *  s'       '  '5 

de  directions  conjuguées  en  involution. 

En  d'autres  termes,  les  médianes  M-  représentent,  relativement  à  une  certaine 
conique  auxiliaire,  les  diamètres  conjugués  des  cordes  parallèles  aux  côtés  cor- 
respondants p.. 

La  forme  de  cette  conique,  qui  résulte  de  l'énoncé,  peut  aussi  être  définie 
analytiquement;  elle  n'est  autre  que  la  conique  dérivée  cubiquement  des  cinq 
droites  P„  conique  comprise  dans  la  forme 

y''X..P^=o 


i    » 


abaissée  au  second  degré  par  un  choix  convenable  des  coefficients. 

Serret  (P-)-  —  Sur  une  propriété  d'involution  commune  à  un 
groupe  plan  de  cinq  droites  et  à  un  système  de  neuf  plans.  (847- 
349). 

Étant  donnés  neuf  plans  parallèles  aux  neuf  plans  tangents  communs  à  deux 
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cAiics  coiicciilrKjUL's  de  Iioimciiic  classe,  les  diuiiicLrcs  I),,  l).^,  ...,  L)^,  (.oiumuns 
aux  surfaces  du  second  ordre  inscrites  dans  les  neuf  plans  moins  le  premier  I*,, 
ou  le  (leuxièine  1'^,  ...  nii  le  dernier  1',,  «•<'pi"ésenlenl,  relativemenl  à  une  cer- 
taine surface  auxiliaire  du  second  ordre  de  centre  d  (point  de  concours  des 
droites  \)j),  les  diamètres  conjumiés  des  sections  parallèles  aux  |)lans  correspon- 
dants I*..  Cette  surface  auxiliaire,  n'est,  autre  (|U(î  l'ellipsoulc;  dérivé  cul)if|ueincrit 
des  neuf  plans  P,  ou  compris  accidentell(uru'ut  dans  la  f(jrmt: 

1 

abaissée  au  second  degré  à  l'aide  des  coefficients. 

Picard.  —  Sur  le  nombre  des  racines  coniiniincs  à  jjlusieurs  équa- 
tions simultanées,  (356-358). 

M.  Kroncckcr  a  donné  une  formule  relative  au  nombre  des  racines  communes 
à  plusieurs  équations  simultanées  dans  un  certain  domaine  D.  Malheureusement 
l'intégrale  de  Kronecker,  intégrale  multiple  d'ordre  n  —  i  étendue  à  la  .sw/*/ace 
du  domaine  D,  ne  représente  pas  le  nombre  cherché  des  racines,  mais  seulement 
la  dilïérence  entre  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles  le  déterminant  fonc- 
tionnel des  premiers  membres  des  écjuations  simultanées  est  positif  et  celui  des 
racines  pour  lequel  il  est  négatif. 

M.  Picard  montre  qu'il  est  possible  de  représenter  le  nombre  exact  des 
racines  par  une  intégrale  triple,  qu'on  peut  d'ailleurs  aisément  réduire  à  une 
intégrale  double. 

Cosserat.  —  Sur  les  systèmes  conjugués  et  sur  la  déformation  des 
surfaces.  (46o-463). 

M.  Ribaucour  a  énoncé  récemment  le  théorème  suivant  : 

«  Soient  deux  surfaces  (2)  et  (il')  applicables  l'une  sur  l'autre;  il  existe  deux 
réseaux  conjugués  tracés  respectivement  sur  (2)  et  (S')  qui  se  correspondent; 
le  réseau  conjugué  tracé  sur  {"L)  correspond  aux  lignes  de  courbure  des  surfaces 
trajectoires  des  systèmes  cycliques,  en  triple  infinité,  déduits  de  la  connaissance 
de  (S').)> 

M.  Cosserat  prend  cette  remarquable  proposition  pour  base  de  recherches  sur 
la  déformation  des  surfaces. 

Il  démontre  ce  lemmc  préliminaire  : 

«  Les  plans  des  cercles  des  systèmes  cycliques  déduits  d'une  congruence 
cyclique  et  de  Ribaucour  ont  leurs  points  de  contact  avec  leurs  enveloppes  en 
ligne  dx'oite;  la  droite  ainsi  déterminée  forme  une  congruence  dont  les  déve- 
loppablcs  correspondent  à  celles  de  la  congruence  primitive  et  découpent  les 
enveloppes  des  plans  des  cercles  suivant  des  réseaux  conjugués.  » 

Le  théorème  de  "SI.  Ribaucour  entraine  le  suivant  : 

«  Étant  données  deux  surfaces  (2)  et  (2')  applicables  lune  sur  l'autre,  les 
deux  réseaux  conjugués  qui  se  correspondent  sur  ces  surfaces  sont  particuliers; 
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ils  sont  caracLcrisés  par  ceLle  ])ropricl(';  que.  leur  représcnlalion  spliérique  esl 
celle  (les  dévcloppahles  d'une  congruence  cyclique.  » 

Il  doit  y  avoir  entre  les  coefficients  K,  V,  G  de  l'élérnent  linéaire  d'une 
surface  S  deux  relations  pour  que  les  lignes  coordonnées  forment  un  réseau 
conjugue  sur  l'une  des  surfaces  résultant  de  la  déformation  de  (il).  Si  l'on  trace 
sur  (S)  un  réseau  conjugué,  il  n'y  aura  pas  de  surface  applicable  sur  (X)  et 
pour  laquelle  le  réseau  sera  conjugué,  tant  que  le  réseau  donné  sera  quel- 
conque. 

Si  une  surface  admet  plus  d'une  déformation  conservant  les  lignes  de  cour- 
bure, elle  en  admet  une,  infinité;  ses  normales  forment  une  congruence 
cyclique  et  de  Ribaucour,  et  réciproquement;  c'est  une  surface  moulure  parti- 
culière. 

Si  une  surface  admet  une  seule  déformation  conservant  les  lignes  de  cour- 
bure, ses  normales  forment  une  congruence  cyclique,  et  réciproquement;  c'est 
une  surface  dont  la  représentation  sphérique  est  celle  d'une  surface  à  courbure 
constante. 

En  particulier,  les  normales  d'une  surface  à  courbure  constante  forment  une 
congruence  cyclique;  le  système  cyclique  correspondant  est  celui  de  M.  Ribau- 
cour, formé  par  des  cercles  de  rayon  constant. 

Elliot.  —  Sur  la  réduction  à  une  forme  canonique  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et  du  second  degré. 

(495-498)- 

L'équation  aux  dérivées  partielles 
(  4  )  ap'  +  2  bpq  -t-  cq-  +  2  dp  -\-  '^  eq  ^  f  =  o, 

où  les  coefficients  a,  6,  ...,/  sont  des  fonctions  données  de  deux  variables  x 
el  y  ne  change  pas  de  forme  quand  on  effectue  un  changement  de  variables  et 
de  fonctions  . 


Elle  admet  pour  invariants  les  trois  fondions 

_    (^    f be  —  cd\         ô   I bd  —  ac\ 
~  ôy\ac  —  b'  j        dx\ac  —  6*  / 


b''—ac. 


a  b  d 
b  c  e 
d    e    f 


II  =  o  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  équation  (1) 
puisse  être  ramenée  à  ne  plus  contenir  de  termes  du  premier  degré  en  p  et  q. 
On  peut  profiter  des  trois  fonctions  arbitraires  9,  <^,  t  pour  simplifier  l'équa- 
tion (i),  en  faisant  disparaître  trois  termes,  et  pour  la  ramener  à  la  forme 
canonique 

(2)  />^  =  M/>  +  N. 

Cette  forme  est  canonique,  car  la  réduction,  avec  les  fonctions  arbitraires 
qu'elle  comporte,  est  indépendante  d'un  changement  quelconque  de  variables  et 
de  fonctions  préalablement  opéré  sur  ré([uation  (i). 
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Dans  le  cas  où   l'iiivaiiaiiL  II  rsL  nul,  rc-ijual  ion  canoniiiiH;  se  icduiL  à 

pq  =  M. 

\   (M'  dernier  l>pe  app;irli»'nnen(   les  é(|nalions  aux  (l<'Mi\<'es  pailiclles  adniel.- 
laiiL  une  inlégrule  de  la  iornie 

e»=  a  -H  Gt^  H-  CMv, 

où  u^  t',  w  sont  Irois  fonctions  ((ueleon(|ues  de  x  el.  y  et  G  une  ronslanle  arbi- 
traire. L'éciualion  correspondante  est 


pq 


(Y  -\r 


Au  lyp(*  réductible  à  la  foiriK*  eanoni(|ue  (  :?  )  ap|)artiennenL  les  écjuations  (jui 
admettent  une  intégrale  de  la  fornu; 

(  :;  —  ii)"-{'^  —  v)'^{z  —  (v)"i'=  const. 

On  peut  aussi  clierclier  quelles  doivent  être  les  fonctions  M  et  N  pour  que 
l'équation  canonique  admette  une  intégrale  du  premier  degré 

a/?  +  j3^  -j-  y  =  const. 

On  trouve  un  résultat  tout  à  fait  analogue  à  celui  qu'on  obtient  dans  la 
recherche  des  lignes  géodésiques. 

La  réduction  à  la  forme  canonique  exige  que  l'invariant  6^ — ac  ne  soit  pas 
nul.  S'il  est  nul,  on  peut  ramener  l'équation  à  la  forme 

p^  —\q  =  Q. 

Cosserat.  —  Sur  les  systèmes  cjcliqties  et  sur  la  déformation  des 
surfaces.  (498-5oo). 

Dans  une  Communication  récente,  M.  Cosserat  montrait  que  la  recherche 
des  surfaces  applicables  sur  une  surface  S  se  ramène  à  celle  de  certains  réseaux 
conjugués  tracés  sur  cette  surface. 

C'est  un  point  qu'il  précise  dans  sa  Note  actuelle. 

Parmi  les  applications  des  résultats  généraux  qu'il  obtient,  signalons  la  sui- 
vante : 

La  surface  applicable  sur  une  surface  à  courbure  moyenne  constante  avec 
correspondance  des  lignes  de  courbure  est  une  nouvelle  surface  à  courbure 
moyenne  constante  ayant  mêmes  rayons  de  courbure  principaux.  Les  surfaces 
à  courbure  moyenne  constante,  que  le  théorème  de  M.  O.  Bonnet  fait  dériver 
d'une  telle  surface,  s'associent  donc  par  couples  se  correspondant  par  leurs 
lignes  de  courbure. 

Poiacaré.  —  Sur  la  théorie  des  oscillations  hertziennes.  (5i5- 
519). 

Soient  /,  g^  /i;  a,  (5,  y;  l"",  G,  H;  u.  c,  w;  p.  7,  ;•;  9,  p  (notations  de  Maxwell)  les 
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composantes  du  déplacement  électrique,  de  la  force  magn  tique,  du  potentiel 
vecteur,  du  courant  total,  du  courant  de  conduction,  le  potentiel  électrostatique 
et  la  densité  électrique. 

On  suppose  que  le  champ  ne  soit  occupé  que  par  des  conducteurs  et  par  un 
diélectrique  unique  de  pouvoir  inducteur  K,  et  que  ces  milieux  ne  soient  pas 
magnétiques.  Posant 

^/'o  _  „  ^^«  _  ^  ^  -  r  ^  -L.^  ^^  -_. 

on  a  d'abord  dans  tout  l'espace 

/    ÔF        dG        ÔH  ,„  , 

&    ôx       ôy         oz 

I   du        àv         âw  à(f-+-p„) 

ôx        oy        oz       ' 

On  a  dans  le  diélectrique 

kr.f  _       dF        d'o 


(2) 


K  dt        dx 


Eu  égard  à  la  rapidité  des  oscillations  hertziennes,  la  couche  superficielle  est 
le  siège  de  courants  de  conduction  très  intenses  par  rapport  aux  courants  de 
déplacement;  de  sorte  que  pour  cette  couche  (où  l'on  peut  attribuer  à/  une 
valeur  quelconque)  l'équation  (2)  est  encore  valable. 

Dans  la  région  intérieure,  il  n'y  a  pas  de  courant  sensible,  en  sorte  que 
l'équation  (2)  est  encore  satisfaite. 

Il  y  a  intérêt  à  exprimer  toutes  les  quantités  en  fonction  des  courants  de 
conduction  jo,  q,  r  dont  il  est  plus  facile  de  se  faire  une  idée. 

Soient  p',  q',  r'  les  valeurs  de  />„,  q^j  t\  en  un  point  x',  y',  z'  de  la  couche 
superficielle  dont  un  élément  sera  désigné  par  dt' ;  p",  q'\  r"  ce  que  deviennent 

ces  valeurs  quand  on  y  remplace  t  par  t  —  Rv/'^>  R  désignant  la  distance  du 
point  {x' ^  y\  2')  à  un  point  quelconque  (^,  JK,  -s)  de  l'espace. 
Si  l'on  pose 

,=y£,,.    v=/^..,    .=/;^.r,    x,=/£:^-^..   .... 

,,       (^X       dX        d'A  ^        âX,        à\,        dZ, 

dx       dy       âz  '        dx         dy         dz 

on  vérifiera  aisément  les  équations 

d'X        .  .-,        .r  d-\ 


dt'       ^    '"'  "  '  dt' 

1-4"^?'         •^©■=I'^'T- 

dt^        ^    '  '  di^ 


d'&  d'& 

A0  =  K—  +4-P,  A0.=  K_,         0  =  0.-K9, 
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puis  on  (le-inoiiUc;  (ju'oii  salisfail  aux   (■(jualioiis  (i)  cL  (•.>.)  eu  posant 

ce  qui  doiino  la  solution  du   [)robl('inc. 

Dans  le  (li('lccLri((U(*,  les  foniiulcs  se  simplifietil,  par((;  (|ue  /?„  esL  nul;  en 
outre,  les  composantes  de  la  force  niaf^néti(|uc  y  ont  pour  valcuis 

_    d'7.    _   &^ 
^  ~  dyd't  ~~  'dTdt  ' 

Examinant  ensuite  le  cas  des  oscillations  périodiques  avec  amortissement, 
M.  Poincaré  montre  que  le  problèine  peut  se  présenter  sous  un  double  aspect 
(comme  le  problème  de  la  distribution  électrique)  : 

On  peut  se  proposer  de  satisfaire  aux  équations  (i)  et  (2)  dans  le  diélec- 
trique de  telle  sorte  que  les  lignes  de  force  aboutissent  normalement  aux  con- 
ducteurs; ou  bien  on  peut  se  proposer  de  déterminer  les  courants  superficiels 
de  conduction  p,  q,  r  de  telle  sorte  que,  à  l'intérieur  du  conducteur, 

X  dx  -\-  Y  dy  -{-  7.  dz 

soit  une  dilTérentiellc  exacte. 

Autonne.  —  Sur  les  intégrales  algébriques  de  l'équation  différen- 
tielle du  premier  ordre.  (632-635). 

L'intégrale  algébrique  G  de  degré  n  et  de  genre  p  supposée  dépourvue  de 
points  multiples  {voir  pour  les  définitions  une  Note  de  INI.  Autonne,  Comptes 
rendus,  16  mars  1S91)  est  définie  en  coordonnées  homogènes  ^,,  ^r,,  x^y  z  par  les 
deux  équations 

(0 

(2) 

OÙ  /=  o  est  une  courbe  plane  g  de  degré  n  et  de  genre  p  et  6,,  6^,  6,  trois 
formes  ternaires  en  .r,,  x^^  x^  de  degré  n  —  i  satisfaisant  aux  identités 

(3)  ^,/.e,=  o, 

(4)  K  +  f^=^^i^.-^\-.-^^^)^ 

G  dépend  de  2/1  +  1  —  p  arbitraires  et  présente  6jo  4-  2  ( /i  —  3  )  points  d'in- 
flexion. Entre  les  coefficients  de  f{x)  existent  n-\-2p  relations  dont  n 
expriment  que  n  points  d'inflexion  de  g  sont  à  l'infini. 

Les  identités  (3)  cl  (4)  ?ont  aussi  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
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pour  que  rinlégiale  abélicnne,  attachée  à  la  courbe  g, 

'  x^  dx,  —  X.  dxz 


f 


X- 


soit  une  fonction  rationnelle. 

M.  Autonne  montre  comment  la  théorie  des  connexes  permet  de  ramener  à 
un  problème  de  Géométrie  plane  la  construction  de  l'intégrale  G  et  de  sa  pro- 
jection g. 

Passant  aux  propriétés  des  intégrantes  tracées  sur  une  surface  algébrique 
F {z^,  z^,  ^3,  ^^)  =  o  de  degré  /i,  l'auteur  obtient  des  résultats  analogues  à  ceux, 
qu'a  trouvés  M.  Poincaré  dans  ses  recherches  sur  l'équation  du  premier  ordre 
et  du  premier  degré. 

Par  un  point  quelconque  de  F  passe  une  intégrante  et  une  seule,  sauf  pour 
les  points  nodaux  définis  par  les  équations 

i_  ^F  _      I      à¥_  __  _i_  ÔV  _    i_  d¥ 
z,  ôz^  -  —z^  ôz^~  —  z^  ôz^  ~  ^3  ôz^ 

Aux  abords  d'un  point  nodal  les  intégrantes  se  comportent  comme  les 
courbes  planes  r,^^^' =  const.,  les  directions  ^  =  o,  -i]  =  o  correspondant  aux 
asymptotes  de  l'indicatrice  en  z. 

Si  toutes  les  intégrantes  sont  algébriques  (intégrale  générale  algébrique),  tous 
les  exposants  k  sont  réels  et  commensurabîes.  Si  k  est  positif,  le  point  nodal 
est  un  nœud:  si  A'  est  négatif,  c'est  un  col. 

Une  intégrale  algébrique  G  ne  peut  avoir  de  point  multiple  qu'en  un  point 
nodal.  L'intégrante  algébrique  générale  r  ne  passe  par  aucun  col.  Donc,  si  F 
n'a  que  des  cols,  T  est  dépourvue  de  points  multiples  et  c'est  à  ce  cas  que 
s'appliquent  les  considérations  qui  précèdent. 

Lelieuvre.  —  Sur  les  surfaces  à  génératrices  rationnelles.  (635- 

63:). 

Dans  des  Communications  antérieures,  M.  Lelieuvre  a  déterminé  certaines 
classes  de  surfaces  à  génératrices  rationnelles  telles  que  des  lignes  tracées  sur 
Ja  surface  (par  exemple,  les  conjuguées  des  génératrices)  soient  définies  par 
une  équation  de  Hiccali. 

Actuellement  il  indique  une  méthode  qui  permet  de  traiter  des  problèmes 
plus  compliqués,  comme  la  recherche  des  surfaces  telles  que  les  intégrales 
générales  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  et  du  second  degré 
dont  dépendent  les  lignes  tracées  sur  elles  (par  exemple,  les  asymptotiques, 
les  lignes  de  courbure,  etc.)  aient  leurs  points  critiques  fixes. 

Cette  méthode  permet  de  retourner  et  de  relier  entre  eux  beaucoup  de  ré- 
sultats connus;  elle  en  fournit  de  nouveaux,  entre  autres  ceux-ci  : 

1°  Les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  engendrées  par  une  conique  qui 
reste  tangente  à  une  droite  et  à  quatre  plans  tangents  fixes  s'obtiennent  par 
quadratures. 

2°  Il  en  est  de  même  de  celles  des  surfaces  engendrées  par  une  cubique 
gauche  ayant  quatre  points  ou  une  tangente  fixe,  ou  quatre  points  et  deux 
plans  osculateurs  fixes,  ou  quatre  points  fixes  et  une  enveloppe  plane  dont  le 
plan  reste  constamment  oseulateur  à  la  cubique. 
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.H"  Les  seules  surfaces  cerclées  pour  lesquelles  les  points  criLi(|iics  de  riiilé- 
<^Vi\\v  (le  rr(|u,ilion  dfs  li;;nes  «In  courhuic  piiissciil.  ('-Irc  fixes  sont  celles  qui 
aduielUMil  uut;  enveloppe  de  IcMirs  f;(''nérat liccs  circulaires  ou  sur  lcs(|uelles 
sonl.  tracées  deux  lii;ncs  telles  (pie  chacune  soit  une  liyue  d'oiiihilics  ou  une 
lii;ue  d('  courhuic  douhlr   i  -+-/;' -J-  //^  =  o. 

I^icdid.  —  Sur  la  icclicrclic  du  iiomhrc  des  lacinos  coiiniiuncs  à 
plusieurs  ('M|iialions  sliniillanécs.  (()()()-() 'y '^.). 

M.  l'icard  lève  la  dilliculh-  |)rincipale  (|ui  dans  cette  (|uesliori  provient  du 
changement  de  signe  possihh-  pour  \v.  déterminant  des  fonctions  lorniant  les 
premiers  mcmhrcs  des  é(|uations.  Il  montre  qu'on  peut  représenter  par  une 
intégrale  mulliple  d'ordre  n  le  nomhre  des  racines  communes  à  n  équations  à 
n  inconnues  et  contenues  dans  un  certain  domaine  de  l'espace  à  «dimensions. 

Quand   les  éijuations  sont  au  nombre  de  deux 

f{x,  y)  =  o, 

cp(x,  J)  ^  o, 

le  nombre  de  leurs  racines  communes  à  l'intérieur  d'un  contour  C  est  égal  à 


la  somme  de  deux  intégrales 


£v,.^qdy-^I^Jf. 


R  dx  dy 


où  l'on  a  posé 


(/._l_cp^H-£^D^)-^ 


D  =/;?;-/;?;, 


p  = 


Q  = 


R 


2  71         f^-\-  O^ 
J         J  X        J  y 


D     D'     D' 


eD 


sD 


(/^ 


£'D^)- 


L'auteur  appelle  l'attention  sur  les  deux  cas  limites  où  le  nombre  arbi- 
traire £  est  égal  à  o  ou  à  l'infini. 

Markoff.  —  Sur  les  équations  ditrérentielles.  (685-688). 
Étant  donnée  l'équation  difTérenticlle  linéaire 

^,   d"  y       ^r   d"~'  y  .. 

X  — —  +  X   ^  +. .  .-h  X   r  =:  o, 

où  les  coefficients  X^, . . . ,  X,, . . . ,  X„,  . . .  sont  des  fonctions  entières  de  x,  on  sait 
trouver  toutes  les  intégrales  rationnelles,  ou  bien  l'on  sait  démontrer  que  y  ne 
peut  être  une  fonction  rationnelle  de  x. 

Cette  méthode  est  fondée  sur  la  décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en 
éléments  simples. 

M.  MarkofT  remarque  que  la  même  méthode  peut  servir  à  trouver  toutes  les 
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intégrales  dont  les  dérivées  logarillimiques  sont  fonctions  rationnelles  de  x, 
ou  bien  à  montrer  que  ces  dérivées  logarithmiques  ne  peuvent  être  des  fonc- 
tions rationnelles. 

Painlevé.  —  llemarqiic  sur  une  Communication  de  M.  Markoff, 
relative  à  des  équations  difTérenticlles  linéaires.  (7'^9-74o)- 

A  propos  du  problème  traité  dans  la  récenle  Communication  de  M.  Markoff, 
M.  Painlevé  fait  observer  qu'il  a  entièrement  résolu  un  problème  plus  général. 

«  Etant  donnée  une  équation  linéaire  d'ordre  n  à  coefficients  quelconques 
(rationnels,  algébriques  ou  môme  transcendants),  trouver  toutes  les  intégrales 

y' 
dont  la   dérivée  logarithmique  —  soit  une  fonction   algébrique  à  p   valeurs 

(/?  étant  donné)  ». 

y' 
En  considérant  l'équation  d'ordre  n  —  i  en  ^—  =  a,  IM.  Painlevé  est  parvenu 

a  ce  théorème  : 

«  Étant  donnée  une  équation  linéaire  à  coefficients  quelconques,  on  trouve 
algébriquement  toutes  les  intégrales  algébriques  jk;  ou  bien  on  en  ramène  la 

recherche  à  une  quadrature  ^  —  h{x),  où  z  doit  être  algébrique.  » 

Le   môme    théorème  subsiste  relativement    aux    intégrales   algébriques    de 

y' 

l'équation  en  ^^  =  u. 

y 
Markoff.  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires. 

(79O-790- 

M.  Fabry  a  posé  et  résolu  la  question  suivante  : 

«  Etant  donnée  une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  m^  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  trouver  une  équation  d'ordre  n  et 
de  même  forme,  dont  toutes  les  intégrales  vérifient  la  proposée  et  chercher 
dans  quel  cas  le  problème  est  possible  ». 

M.  Markoff  montre  que  cette  question  se  ramène  à  une  autre  plus  simple  : 

«  Trouver  parmi  les  intégrales  d'une  équation  différentielle  linéaire,  à  coeffi- 
cients rationnels,  celles  dont  les  dérivées  logarithmiques  sont  rationnelles,  et, 
parmi  les  intégrales  de  certaines  autres  équations  difierentielles  linéaires,  les 
intégrales  rationnelles  ». 

Poincaré.  —  Sur  la  distribution  des  nombres  premiers.  (819). 

1°  La  somme  des  logarithmes  des  nombres  premiers  de  la  forme  f\n-{-i  su- 

(Z  X 

périeurs  à  x  est  une  infinité  de  fois  plus  petite  que  si  rt>  i,  et  une  infinité 

CL  X 

de  fois  plus  grande  que  —  si  a  <  i; 
2°  Le  nombre  des  nombres  premiers  de  la   forme  !\n-\-i  inférieurs  à  x  est 

Q,  X 

une  infinité  de  fois  plus  petit  que  — — —  si  a>i,  et  une  infinité  de  fois  plus 


CL  X 

grand  que  —, ?  si  a  <  i. 

2  logjc 


2  logJ7 


HlîVUlî   DliS  PUBLICATIONS.  87 

Lioii^'illc  (/».).  —  Siii'  l<'s    inU'gralcs   du    second  de^i<'  dans  l(,'s 
problrnics  (\v.  Dynaini(|iio.  ((S.')8-(S/|  1). 

Soient  .2;,,  Xj,   ...,  .r„   1rs  cooi-doiiiH-cs  rarlcsicmics   «run  sy.sU':inc  de  poiiUs 
libres  soumis  A  des  forces  dérivant  diin  polenlicl  u -\-  h. 
Dans  le  cas  où  ce  potcnlicl  rsl,  de  la   forme 

(.)  ,,  +  /,  =/(p)_i.  ip/^,^,  ...,'^Y 

où  p  =  Sa??,  il  y  a,  quelles  que  soient  les  fonctions  arbitraires  /  et  F,  une 
inlegralc  du  second  degré  (jui  did'ére  de  celle  des  forces  vives  et  qui  est  la 
suivante  : 


(w-f-  ky 


•^         u  -i-  h  'J 


La  fonction  K  peut  être  choisie  de  telle  manière  qu'il  y  ait  au  moins  une 
troisième  intégrale  quadratique.  Il  faut,  pour  cela,  que  F  vérifie  une  certaine 
équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 

La  formule  (i)  ne  fournit  d'ailleurs  qu'une  solution  particulière  du  problème 
proposé;  mais  l'auteur  apprend  à  reconnaître  tous  les  cas  où  les  équations  du 
mouvement  admettent,  avec  l'intégrale  des  forces  vives,  une  autre  intégrale 
du  second  degré. 

Quand  il  y  a  seulement  deux  variables,  les  cas  où  cela  a  lieu  sont  aussi  ceux 
où  le  problème  de  M.  Dini  est  résoluble.  Quand  le  nombre  des  coordonnées 
est  supérieur  à  2,  on  peut  (sans  d'ailleurs  se  borner  aux  formes  quadratiques 
qui  correspondent  à  un  système  de  points  libres)  imaginer  un  problème  ana- 
logue à  celui  de  M.  Dini,  et  qui  dépend  d'équations  qu'on  peut  rendre  linéaires 
par  un  choix  convenable  des  inconnues. 

Petot.  —  Sur  une  classe  de  congruences  de  droites.  (84i-844)- 

La  détermination  des  congruences  données  par  leur  représentation  sphé- 
rique  (w,  v^  se  ramène,  comme  on  sait,  à  l'intégration  d'une  équation  de 
Laplace. 

Quand  le  système  (m,  v")  est  la  représentation  sphérique  q  des  lignes  asym- 
ptotiques  d'une  surface,  M.  Guichard  a  montré  que  les  développables  des  con- 
gruences H  correspondantes  découpent  un  réseau  conjugué  sur  leurs  surfaces 
centrales,  et  réciproquement. 

Sans  passer  par  la  détermination  des  systèmes  a  qui  est  difficile,  M.  Petot 
cherche  à  déterminer  directement  les  congruences  H;  il  fait  voir  que,  pour 
cela,  on  a  seulement  à  intégrer  des  équations  de  Laplace  d'une  forme  toute  par- 
ticulière. De  là  résulte  une  méthode  pour  obtenir  des  surfaces  rapportées  à 
leurs  lignes  asymptotiques. 

Kronecker.  —  Sur  le  nombre  des  racines  communes  à  plusieurs 
équations  simultanées.  (1006-1012). 

Picard.  —  Du  nombre  des  racines  communes  à  plusieurs  équa- 
tions simultanées.  (ioi2-ioi3). 


H8  SECONDE   PAUTIE. 

La  foiiniilf  fondamcnlalf;  de  M.  Kroiicckcr  exprime  au  moyen  (ruiic  iiilé- 
gralc  miilLipIc  d'ordre  n  —  i  étendue  à  la  surface  d'un  domaine  de  l'espace 
à  n  dimensions  la  did'crencc  entre  le  nombre  des  racines  communes  à  n  équa- 
tions 

/.=  0         (t  =  I,  .i,  ...,  n) 

pour  lesquelles  le  déterminant   fonctionnel    F)    des  fonctions  /,  est  positif  et 
celles  pour  Icsciuellcs  il  est  négatif. 

Si  donc  on  veut  avoir  le  nombre  exact  de  racines  compris  dans  le  domaine, 
il  suffira  de  le  partager,  au  moyen  de  l'équation  D  =  o,  en  plusieurs  autres  où 
le  déleiininant  garde  un  signe  invariable.  C'est  en  définitive  ce  que  fait 
M.  Kronecker.  Mais  cette  méthode  exige  des  discussions  spéciales  relativement 
au  système  particulier  des  équations  y"  =  o,  tandis  que  ÎM.  Picard,  en  considé- 
rant n-\-\  é(jualions  convenables  (au  lieu  de  n),  obtient  une  formule  où  la 
recherche  du  nombre  des  racines  est  ramenée  au  calcul  d'intégrales  définies 
ne  dépendant  que  du  domaine  A. 

Kœnigs.  —  Sur  les  s_ystèmes  conjiif^ués  à  invariants  égaux.  (1022- 
1024). 

Etant  données  une  surface  S  et  une  congrucncc,  le  lieu  des  points  conjugués 
harmoniques  de  ceux  de  S  par  rapport  aux  foyers  de  chaque  droite  de  la  con- 
gruence  est  une  surface  S'  que  M.  Kœnigs  appelle  la  conjuguée  ponctuelle 
de  S. 

Lorsque  les  développabies  de  la  congruence  tracent  sur  S  un  réseau  con- 
jugué, peuvent-elles  en  tracer  un  sur  la  conjuguée  ponctuelle  S'?  Il  faut  et  il 
suffit  pour  cela  que  les  invariants  de  l'équation  (  E)  attachée  au  premier  réseau 
soient  égaux. 

Les  congruences  H  étudiées  par  M.  Guichard  et  plus  récemment  par  .M.  Petot 
sont  un  cas  particulier  de  celles  qui  possèdent  la  propriété  de  déterminer  par 
leurs  développabies  un  réseau  conjugué  à  invariants  égaux  sur  une  surface  S 
convenable  et  par  suite  sur  la  surface  S'  conjuguée  de  la  première. 

Une  congruence  ne  possède  pas  en  général  un  pareil  couple  de  surfaces. 
Lorsqu'elle  en  possède  un,  elle  n'en  possède  généralement  pas  d'autre.  Lorsqu'elle 
en  possède  deux,  l'intégration  de  l'équation  E(t,  {)  permet  de  former  la  repré- 
sentation générale  de  la  congruence.  Enfin,  lorsqu'une  congruence  possède  trois 
couples  de  surfaces  conjuguées  ponctuelles  sur  lesquelles  elle  trace  par  ses 
développabies  un  réseau  conjugué,  elle  admet  une  infinité  de  couples  ana- 
logues. 

Markoff.  —  Sur  la  théorie  des  équations  difierenlielles  linéaires. 

(1024-1025). 

Bougaief.  —  Complément  à  un  problème  d'Abel.  (1020-1028). 
11  s'agit  des  cas  où  l'intégrale  elliptique 


/ 


{x  -\-  K)  dx 
S/H 
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|K-iil   rtl'c   l'cildilc  il   l.i   loi  iiu'   lii^aril  liiiii(|ii(* 


1,.,  /'-'-'? 


v/iï 


m  ^, 


p  cl  (i  il.iiil    (les  |)(»l}  iiùiiics  piciiiirrs  ciilrc  eux. 


lUJLLI'M'lN  i)K  LA  Socii'm'k  MViiiihivriQun:  db  Franck. 

Toim;  \I\;   1891  (i). 

Kobb.  —  vSur  l<;s  surfaces  développables.  (i-3). 

M.  Picard  a  fait  coiuuiili'c  une  inéUiodc  pour  reconnaître  si  une  équation 
linéaire  du  second  ordre  aux  dérivées  partielles  peut  avoir  une  infinité  d'inté- 
grales régulières  passant  par  un  contour  donné. 

L'emploi  de  cette  méthode  peut  être  étendu,  avec  quelques  restrictions,  aux 
équations  non  linéaires.  M.  Kobb  l'applique  à  l'équation  des  surfaces  dévelop- 

pables 

/•/  —  s-  =  ().  • 

Il  montre  qui!  ne  peut  pas  exister  deux  intégrales  régulières  et  infiniment 
voisines  de  cette  équation  qui  passent  par  le  même  contour  fermé  C. 

En  d'autres  termes,  par  un  contour  fermé  G  il  ne  passe  jamais  deux  surfaces 
développables  qui  n'aient  pas  de  points  singuliers  et  qui  soient  inliniment  voi- 
sines l'une  de  l'autre. 

Laisant.  —   Propriété  géométrique  des  coefficients  du  binôme. 
(4-3). 

Pellet.  —  Sur  la  recliiication  approximative  d'un  arc  de  courbe. 
(5-8). 

Si,  sur  la  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe,  on  prend  des  longueurs 
égales  de  part  et  d'autre  du  point  M,  ML,  ML',  puis  sur  la  normale  en  M  et 
du  côté  du  centre  de  courbure  une  longueur  égale  au  triple  du  rayon  de  cour- 
bure MC;  qu'on  joigne  (IL  et  CL';  qu'on  désigne  par  P,  P'  les  points  de  ren- 
contre de  ces  deux  droites  avec  la  courbe,  la  diderence  de  l'arc  PP'  et  de  la 
ligne  LL'  sera  un  infiniment  petit  du  cinquième  ordre. 

Laisant.  —  Détermination  directe  de  l'intégrale. 

cosP  mx  cosi'' ni' X  . , .  sin'i nx  sini' n' x  dx. 


(8-,,). 


/' 


(')  Voir  Bullelin,  WII^,  p.  '^. 
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Caspary.  —  Sur  les  fonctions  sphériques.  (i  1-18), 
En  généralisant  la  formule  de  M.  BeUrami 


{x'-i) 


dP. 


n  (  n  -h  i) 


(Pn+,-P,.-J. 


dx  2  /i  H-  I 

M.  Hermilc  a  établi  la  relation  {Journal  de  Kronecker,  t.  CVII,  p.  80) 

d'^P 

l  T-". rV^  "   —   \P        -l-AP  -f-.+  AP 

da:''    ~         1'-+^        ^     "+^~'^  '    "--"'^ 

et  exprimé,  au  moyen  d'une  formule  de  Jacobi,  les  coefficients  A,  A,,  ...  sous 
forme  d'intégrales  définies. 

M.  Caspary  généralise  les  formules  de  Jacobi,  de  M.  Beltrami  et  de  M.  Her- 
mite,  déduit  les  valeurs  numériques  des  coefficients  A,  et  établit  d'une  manière 
élémentaire  quelques  autres  formules  qui  intéressent  la  théorie  des  fonctions 
sphériques. 

Laisant.  —  Tétraèdre  arithmétique,  (i  8-2.3). 

D^Ocagne.  —  Sur  la  liaison  entre  les  expressions  du  rayon  de 
courbure  en  coordonnées  ponctuelles  et  en  coordonnées  tan- 
gentielles.  (26-29). 

L'auteur  donne  diverses  expressions  du  rayon  de  courbure  :  en  coordonnées 
pluckériennes,  en  coordonnées  parallèles  tangentielles,  en  coordonnées  parallèles 
ponctuelles. 

II  en  déduit  ce  théorème  : 

«  Si  les  tangentes  menées  d'un  point  quelconque  à  une  courbe  algébrique  de 
la  classe  n  ont  pour  longueurs  t^,  t^,  . . . ,  t,^,  et  si  R^,  R^,  . . . ,  R„  sont  les  rayons 
de  courbure  aux  points  de  contact,  on  a 


R, 


^  il 


Laisant.  —  Sur  l'extension  de  la  Géométrie  cartésienne  aux  figures 
imaginaires.  (29-80). 

Le  principe  de  cette  Géométrie  générale  est  la  conception  du  point  double 
(M,  M')  formé  par  le  couple  de  deux  points  ordinaires  M,  M'  pris  dans  un 
ordre  déterminé;  M  et  M'  sont  dits  les  composantes  positive  et  négative  du 
point  (]M,  M')  qui  devient  réel  quand  les  deux  composantes  coïncident. 

On  démontre  que  les  formules  ordinaires  de  transformation  de  coordonnées 
s'appliquent  identiquement  aux  points  doubles  de  la  Géométrie  générale  à  deux 
dimensions. 

11  est  possible  d'établir,  avec  ces  notations,  un  lien  de  plus  entre  l'Analyse  et 
la  Géométrie  par  le  Calcul  des  équipollences. 

Beghiîi.  —  Sur  l'impossibilité  d'une  fonction  d'une  seule  variable 
à  plus  de  deux  périodes.  (3i). 
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jyOcagiK'.  —  Sur  mu;  (N'Iciiniiiiilion  parliculirrc  du  centre  de 
courhurc  des  lij^ucs  plaues.  A|)j)licaLi(Ju  aux  courbes  algébriques 
(ri)rdi('  (|ii('lc()U(jii('.  (.)[-. )'î). 

Soiciil  M   Mil  |)()iiil   (l'uiir  coiiiltc  ;  \  le   pied   dv.  ht   noiriiah;  ;  0  l'angle  de  celte 
uotiiiaU'  a\cc  l'axe  Ox;  il  \c.  ciMiLi-e  de  courhtire;  si  l'on  pose 

P  =  x^-\-  y, 
on  a 

i  cl'P       aN       I 


2  dx''         ilM   siii'O 

Celle  formule  fait  ronuailre  le  rentre  de  courbure  lorsque  la  courhe  est  dé- 
finie par  son  équation  en  1*  et  en  x. 

Appli(juée  à  une  conicjue,  elle  conduit  inmiédiateinent  à  la  construction  du 
centre  de  courbure  due  à  M.  INIaunlieiin. 

Appliquée  à  iinc  courbe  algébri<|ue  ([uelconque,  elle  donne  ce  théorème  : 

«  Si  une  droite  quelconque  coupe  une  courbe  algébrique  d'ordre  m  aux 
poinis  M,,  Mj,  .,.,  INF,,,  sous  les  angles  0,,  0^,  ..,,  0,„  et  ses  m  asymptotes 
sous  les  angles  a,,  a,,  .. .,  a,,,;  si  une  perpendiculaire  quelconque  à  la  première 
droite  rencontre  les  normales  correspondantes  aux  points  N,,  N^,  ...,  IN,„;  et 
si  0.^,0,,,  ...,fl!,,,  sont  les  centres  de  courbure  correspondants,  on  a 


i  ^rzm 


V 


Àmà  Q.M.  sui'O.        ^.d  sin'a. 
Le  second  membre  de  cette  formule  est  nul,  si   la  courbe  est  isotropique. 

Raffy.  —  Détermination  de  toutes  les  surfaces  moulures  appli- 
cables sur  des  surfaces  de  révolulion.  (34-37). 

Pour  qu'une  surface  soit  applicable  sur  une  surface  de  révolution,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'équation  aux  géodésiques  de  celte  surface  admette  une  intégrale 
linéaire  et  homogène. 

C'est  là  un  théorème  de  M.  lAIassieu  que  M.  Raffy  applique  aux  moulures, 
dont  l'élément  linéaire  est 

ds-  —  dW  H-  (  U  —  V  )-  dv^. 

L'auteur  trouve  que  toutes  les  moulures  applicables  sur  des  surfaces  de  révo- 
lution sont  fournies  par  la  formule 

U  —  V  =  e"" • 

Ce  sont  les  moulures  déjà  obtenues  par  AL  Dini,  comme  solution  d'un  problème 
moins  général. 

UOcagiie.  —  Sur  les  substitutions  linéaires  d'une  seule  variable 
à  coefficients  périodiques.  (S'j-Sq). 
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Si  l'on  répète  indéfinimcnl  la  même  subslilulion  linéaire 


ax  -\-  b 

X,  =  -,y 

'      ex  -h  d 

^. 

nx^  +  b 

~  cx^-\-  c/' 

on  a 

ax 

X..  — 


cx..__,-\-  d 


M.  d'Ocagne  donne  une  solution  directe  du  problème  qui  consiste  à  déter- 
miner A„,  B„,  C„,  l)„. 
Si  l'on  pose 

a-^d=\        bc-ad^  IX,        w„  =        ^        C;,_(,^„  X«-(^'+')  |x', 
on  a  les  formules 

Si,  au  lieu  d'être  constants,  les  coefficients  des  substitutions  se  reproduisent 
périodiquement,  les  quantités  A,  B,  C,  D  sont  données  par  des  formules  récur- 
rentes de  la  forme 

Uni<+i—  LU(„_j)^+-4-  MU(„_j)^._,.-, 

Let  M  étant  des  quantités  dont  M.  d'Ocagne  enseigne  à  former  l'expression. 

La  loi  de  récurrence  est  la  même  pour  les  coefficients  A,  B,  C,  D,  pris  de  k 
en  /(•  à  partir  de  l'un  quelconque  des  termes  de  la  première  période  :  c'est  ce 
qui  résulte  des  expressions  de  L  et  de  M. 

Bioclie.  —  Remarques  sur  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces 
réglées,  dont  les  génératrices  appartiennent  à  une  congruence 
linéaire  (89-42). 

Si  une  surface  réglée  admet  deux  directrices  rectilignes,  elle  se  déduit  par 
homographie  d'un  conoïde.  La  classe  de  ses  asymptotiques  et  leur  ordre  s'ex- 
priment par  le  même  nombre.  Si  /?  et  ^  sont  les  degrés  de  multiplicité  des 
deux  directrices,  d  étant  le  nombre  des  génératrices  doubles,  le  degré  de  la 
surface  est  /?-i-^;  le  degré  et  la  classe  des  asymptotiques  sont  égaux  à 
.^(^pq  —  d).  Ce  résultat  met  en  défaut  une  assertion  de  Halphen  d'après  la- 
quelle la  classe  des  asymptotiques  est  égale  à  six  fois  l'excès  de  leur  degré  sur 
celui  de  la  surface. 

Les  surfaces  gauches  dont  les  génératrices  font  partie  d'une  congruence 
linéaire  singulière  ont  pour  équation 

zx  —  my  =  F  (  — 

Leurs  asymptotiques  sont  les  courbes  les  plus  générales  qui  admettent  un 
axe  anharmonique,  cest-à-dire  telles  que  les  points  où  une  droite  D  est  rencontrée 
par  les  plans  osculateurs  menés  en  quatre  points  quelconques  ont  même  rap- 
port anharmonique  que  les  plans  passant  par  D  et  par  ces  points. 
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Ii(()('li('.  Siir   les  surliiccs  ^.UKtlics  (Nml,  les  lignes  de  coiiilxirc 

j)()ssr(l(!nl  MiH'  piopPK'h'  (Ioiiih'îc.  {'\'^.-\\)- 

L';nil(Mir  appelles  surfaces  1  les  siirlaccs  rc'f^h'cs  doni  lo  pararnrire  de  dislri- 
l)iili()n  fsl  consl.inl  cl  doiil  la  lif;nr  d(;  si  licl  ion  rsl.  lifjno  d(;  coiirhiirc.  Il  riioiilrc 
(|iir  si  un  svslrmc  de  liL;ncs  de  (•(tmi)iirc  d'imc  siirlafc  r<''^'l(';('  possrdc  iiru; 
pr()|Mi('-lt'  cxpiiinabh*  par  iiiio  (''(iiial  ion  dill'i  r(MiLi(dl«'  i\\\  prrniicr  ordre  en  r 
(dislance  d'un  point  d'une  ficnc'ral  rice  à  son  polnl  rentrai),  la  surface  «;sl.  une 
surlace  il,  à  moins  (|nc  celle  ciinalion  ne  se  r(''(inis(;  à  une  idcnlih''.  I)c  la  ré- 
sulle  lo  lli(''(»rènie  suivanl  :  «  Les  seules  surfaces  donI,  un  syslèine  d(;  lifî;nes  de 
eourhui'c  soil  composé  de  Irajecloii'cs  soni,  la  snifacH;  gauche  fie  n'volulirm  et 
i'Iu'dicoVde  minimum  ». 

LaisaïU.  —  Ju-inarquc!  sur  riiiLorjxjlalion  (/î4-10)- 

Toule  formule  d'inlerpolation  ou  fi^'urenL  les  valeurs  ?/,,  a^,  ...  delà  fonc- 
tion (dicrcliée  peut  être  rem|)lac(''e  pai'  une  autre  où  figurer  une  fonction  arbi- 
traire (>t  sa   fonction   inverse. 

V  icaii'e.  —  Sur  les  seclions  circulaires  du  (orc.  (46-48). 

Démonstration  géouK'lriquc  tlu  théorème  d'^  von  N'illarccau  :  «  Les  plans  bitan- 
gcnts  au  tore  donnent  des  sections  circulaires  ». 

PcUet.  —   Sur  la  réduction   des  fonctions  entières  algébriques. 

(48-;)2). 

Le  degré  de  l'équation  résolvante  d'une  équation  à  coefficients  entiers  est  un 
multiple  des  degrés  des  divers  facteurs  irréductibles  en  lesquels  se  décompose 
le  premier  membre  de  l'équation  suivant  un  module  premier  quelconque. 

Dans  la  décomposition  d'une  fonction  entière  en  facteurs  irréductibles  suivant 
un  module  premier,  on  pourra  se  servir  utilement  de  la  proposition  suivante, 
où  l'on  entend  par  équation  abélienne  une  équation  irréductible  dont  toutes 
les  racines  sont  représentées  par  x,  6(^),  6-(^),  ...,  0'"-'(^),  x  étant  l'une 
d'elles,  0  une  fonction  rationnelle,  îu  le  degré  de  récjuation. 

«  Le  produit  A  des  carrés  des  différences  d'une  équation  abélienne  f{x)  =o 
de  degré  m  est  un  carré  parfait  si  m  est  impair  et  alors  seulement.  » 

Laisant.  —  Quelques  formules  relatives  aux  fonctions  hyperbo- 
liques. (52-54)- 

Rajjy .  —  Sur  les  surfaces  moidures  dont  les  li<^nes  d'égale  cour- 
l)ure  sont  parallèles.  (54-57). 

Généralisant  un  résultat  qu'il  a  précédemment  obtenu  (même  volume,  p.  34  ), 
l'auteur  montre  que  toute  surface  moulure,  dont  les  lignes  d'égale  courbuie 
sont  parallèles,  a  pour  élément  linéaire 

ds''  —  du'  +  (  e""  —  -  )  f/t'-. 

\  Vf 

Bull,  des  Sciences  matliém.,  •2'"  série,  t.  WIL  (.hiillcl   iSt).!.)  K.8 
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Ces  inonlurcs  sont  celles  que  M.  iJiiii  a  lr()iiv(';es  en  cherchaiil  toutes  les  mou- 
lures qui  s'appli(|ucnl  sur  des  surfaces  de  révolution,  de  telle  manière  que  leurs 
profils  viennentcoïncider  avec  des  géodésiques  sur  Icsfjuelles  des  arcs  égaux  soient 
interceptés  par  des  courbes  dont  chacune  coupe  ces  géodési(|nes  sous  le  même 
angle.  Ainsi  toute  moulure  à  lignes  d'égale  courbure  parallèles  est  applicable 
sur  une  surface  de  révolution. 

Foiiret.  —  Sur  les  congrucnccs  de  droites  du  premier  ordre  et  de 
la  première  classe.  (58-6i). 

On  appelle  congruonce  du  pi-cjuier  ordre  et  de  la  jiremièrc  classe  un  ensemble 
de  droites  en  nombre  doublenuuit  infini,  telles  (|u'il  y  en  ait  une  seule  passant 
par  un  point  arbitraire  et  une  seule  contenue  dans  un  plan  arbitraire.  On  sait 
que  les  droites  d'une  telle  congrtience  rencontrent  deux  mêmes  droites  non 
situées  dans  un  même  plan.  L'auteur  démontre  à  nouveau  ce  théorème  et  en 
déduit  celui  de  Schoneinann  :  «  Les  normales  aux  surfaces  trajectoires  des 
points  d'un  solide  invariable,  pour  cha(iue  position  de  ce  solide,  s'appuient  sur 
deux  mêmes  droites  ». 

Picard.  —  Sur  le  théorème  général  relatif  à  l'existence  des  inté- 
grales des  équations  différentielles  ordinaires.  (G  1-64). 

Méthode  nouvelle  pour  établir  très  simplement,  par  voie  d'approximations 
successives,  l'existence  des  intégrales  sous  le  bénéfice  d'hypothèse  d'une  grande 
généralité. 

Raffy.  —  Sur  la  déformation  des  surfaces  spirales.  (65-68). 

Étant  donné  un  élément  linéaire,  exprimé  au  moyen  de  variables  quelconques^ 
reconnaître  s'il  existe  des  spirales  admettant  cet  élément  linénire. 

Tel  est  le  problême  dont  M.  Raiïy  communique  une  solution  qui  n'exige  que 
le  calcul  de  certains  paramètres  diflerentiels.  La  règle  obtenue  conduit  à  étudier 
les  spirales  applicables  sur  des  surfaces  de  révolution  et  les  spirales  plus  géné- 
rales dont  les  lignes  d'égale  courbure  sont  parallèles.    L'élément  linéaire  des 

premières  peut  s'écrire 

ds-  r=  {x  -\-  y)"  dx  dy, 

l'exposant  n  étant  arbitraire.  C'est  le  résultat  obtenu  par  iM.  Lie  comme  solu- 
tion de  ce  problème  :  «  Trouver  les  éléments  linéaires  de  toutes  les  surfaces 
dont  les  lignes  géodésiques  admettent  plusieurs  transformations  infinitésimales 
conformes  ». 

Pour  déterminer  rélément  linéaire  d'une  spirale 

ds'  =  e-  '(■*-.r)e/T(r+j)rf(i--hy)  dx  dy, 

par  la  condition  que  les  lignes  d'égale  courbure  soient  parallèles,  on  est  ramené 
à  une  équation  du  second  ordre 

Cette  équation  peut  être  intégrée  par  difTérentialion  et  la  détermination  de  T 
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t'Sl  raiiitMit't'  iiiix  <|iiii(liiil  mes.   l/iii|{''i;r;il«"  |i;nliciilirrc 

(loiiMc  r(''I(''mtM\l   liiiciin-  des  spirilles  a|»|)li(;ililt's  sur  l(îs  siirlarcs  de  rcvoliilioii. 

Apprit.  —  Sur  des  |)()l('nli('Is  ('on'ui^ués.  (G8-'yo). 

I/;uil(Mir  a|)|)(>IIo  polcntich  rniijuf^ues  des  fonctions  X,  Y,  Z,  T,  de  quatre  va- 
riâmes réelles  x,  >',  c,  /,  (|iii  vérifient  les  <''(|uati()ns 

rTT  _  r/Y        <YA  _<}\  _ 
Ox        <)z        ()y        ()t  ' 

^  _  f)/        ^  _  ^   _ 
dy       ôx       ôz         àt   ~    ^ 

'IL  -.'H     ^  _  ^  - 

^  "  ôr  '^  ôx  ~  ôt    "  '^' 

f)\       ()Y        OZ        JV  _ 
ôx        dy        ôz        ôt   ~    ' 

Chacune  de  ces  fonctions  vérifie  ré(jualion 

ô'\5       fMJ        d^U        (MJ  _ 

Tj^  '^  Tir  '^  ôz'  ^  ôt'  ~  °' 

analogue  à  l'équation  potentielle.  On  peut  d'ailleurs  supposer  que  les  fonctions 
X,  Y,  Z,  T  ne  dépendent  que  des  trois  variables  x,  y,  z. 

Genty.  —  Mémoire  sur  les  stirfaces  gauches  rationnelles.  (70-93). 
Lucas  {F.).  Sur  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire.  (gS-gô). 

Appell.  —  Remarques  sur  les  courbes  brachistochrones  (97-98). 

Si  l'on  appelle  courbes  C  les  courbes  joignant  deux   points  fixes  A  et  B  et 
rendant  minima  une  intégrale 


I  =    /      '^{x^  y,  z)ds, 


on  sait  que  quand  on  passe  d'une  courbe  C  à  une  courbe  analogue  C,  infiniment 
voisine,  d'extrémités  A,  et  B,,  l'intégrale  I  éprouve  une  variation 

—  AA,  9  (  A  )  cos  BAA,  —  BB,  -.?  (  B  )  cos  ABB,. 

tp(A)  et  9(B)  désignant  les  valeurs  de  la  fonction  o  aux  points  A  et  B  (théo- 
rème de  Tait  et  Thomson).  L'auteur  indique  diverses  applications  que  l'on  peut 
faire  de  ce  théorème  en  l'interprétant  à  l'aide  des  courbes  brachistochrones. 

Guimaraës.  —  Sur  une  équerre  cycloïdale  propre  à  efTcctuer  la 
rectification  des  arcs  de  cercle.  (98-99). 
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<)6  SECONDIi    PARTIE. 

Lucas  (F.).  —  Sur  les  fonctions  cl'nnc  varia])lc  imaginaire.  (99- 
102). 

Appell.  —  Sur  le  mouvement  d'un  [)oint  en   coordonnées  ellip- 
tiques. (iop.-io3). 

Nouveau  cas  où  les  r(|naLions  fin  mouvement  rTun  point  libre  s'intègrent  par 
quadratures  :  c'est  celui  où  il  (;\isl<;  une  fonction  de  forces  de  la  forme 


U  = 


chacune  des  trois  fonctions  U-  ne  dépendant  que  de  la  variable  'K-  quand  on  dé- 
signe par  )v,,  >Vj,  X,  les  coordonnées  elliptiques.  M.  Appell  signale  comme  un 
problème  intéressant  la  recherche  des  fonctions  U  de  la  forme  ci-dessus  qui 
vérifient  l'équation  potentielle. 

Ocagne  {M.  cV).  —  Sur  la  construction  des  cubiques  cuspidales 
(imicursales  de  la  troisième  classe).  (io3-io4). 

Si  l'on  donne  les  points  d'inflexion  I  et  de  rebroussement  R,  ainsi  que  les  tan- 
gentes IT  et  RT  en  ces  points,  il  suffit  d'un  point  simple  A  pour  déterminer 
complètement  la  courbe.  Voici  sa  génération  ponctuelle  :  Soit  RQ  la  conjuguée 
harmonique  de  RP  par  rapport  à  RT  et  à  RI;  on  mène  par  le  point  T  une  droite 
qucIcon([ae  qui  coupe  RP  en  A,  RQ  en  B,  IP  en  G  et  l'on  prend  le  conjugué 
harmonique  D  et  C  par  rapport  à  A  et  B.  Le  point  de  rencontre  M  des  droites 
RC  et  ID  engendre  la  cubiciue. 

Laisant.  —  Sur  deux  problèmes  de  permutations.  (io5-io8). 

Godefroy .   —  Relation   entre  les  rayons  de  courbure  des   déve- 
loppées des  courbes  réciproques.  (109-1 13). 

Presie  (de).  —  Développement  du  quotient  de  deux  fonctions 
holomorphes  ;  théorie  des  séries  récurrentes,  (i  i4-i  18). 

Lucas  (F-)-  —  Note  sur  les  intersections  de  trois  quadriques.  (118- 

Bioclie.  —  Sur  une  classe  de  surfaces  gauches.  (120). 

Détermination  des  surfaces  réglées  dont  les  génératrices  font  partie  d'un  com- 
plexe linéaire  et  dont  les  asymptotiques  se  transforment  les  unes  dans  les  autres 
par  homographie.  Ces  surfaces  se  déduisent  par  homographie  des  surfaces  à 
plan  directeur.  Si  l'on  ne  suppose  pas  les  points  homologues  situés  sur  une 
même  génératrice,  les  surfaces  se  déduisent  par  homographie  de  la   surface  re- 
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prcsciiltWî  par  les  ('•((iial  ions 

y  cosoj   -  X  siiio)  =  at'""",        z  =  ùe'"". 

Si  l'on  suppose  les  |)oinls  hoinolof^iics  sitii(''s  sur  iinn  riK'^mc  f^cnératricc,  les 
^rnôralriccs  de  chiKiiic  surface  foui  parlie  d'iirie  eoii;,'iiieii((;  liric-aire.  Les  sur- 
faces clierelié(>s  sont  les  I  ransfoi  um'Cs  lionio^iaplii(|ues  des  eonoïdcs  ou  des  sur- 
faces donl   r('(|ualion  |ienl  s'<-erire 

ay  =z  xz  -h  Viz). 
Laisant.  —  Noie  sur  riiilcrjiolalion  successive.  [\'ài-\'à'6). 

L'ineonvénicnL  des  fornuiles  classicjucs  d'inlerpolaLioti  réside  dans  la  longueur 
des  calculs  qu'elles  exigent,  et  dont  (|uelques-uns  sont  parfois  inutiles.  Le  l)iil 
de  celte  Note  est  d'indiciner  un  procédé  (jui  pcrtncL  d'abréger  considérablcnienl 
les  opérations. 

Biocïie.  —  Sur  les  surfaces  réglées  qui  passent  par  une   courbe 
et  coupent  sous  un  angle  constant  la  d(''veloppal)le  des  tangentes. 

(l24-l'25). 

L'auteur  considère  celles  de  ces  surfaces  qui  auraient  tout  le  long  de  la 
courbe  donnée  (C)  une  courbure  totale  dont  la  valeur  ne  dé[)en(lrail  que  des 
coordonnées  du  pied  de  chaciue  génératrice  sur  la  courbe.  Il  en  énonce  plusieurs 
propriétés  dont  voici  l'une  :  Pour  qu'une  droite  invariablement  liée  au  trièdre 
d'une  courbe  (C)  engendre  une  surface  réglée  dont  la  courbure  totale  soit  con- 
stante le  long  de  cette  courbe,  il  faut  et  il  suffit  que  la  courbe  (G)  ail  sa  cour- 
bure et  sa  torsion  liées  par  une  rclalicjn  linéaire  à  coefficients  constants. 

AppelL  —  Exemples  de  fonctions  de  plusieurs  variables  admet- 
tant un  groupe  de  substitutions  linéaires  entières.  (123-1  2-). 

Le  plus  simple  de  ces  exemples  est  le  suivant.  On  forme,  avec  des  fonctions  0, 
une  fonction  méromorphe  /„(^),  doublement  périodique  de  troisième  espèce, 
vérifiant  les  deux  relations 

oïl  a  désigne  une  constante  et  n  un  entier  positif,  négatif  ou  nul.  La  somme 

n 

OÙ  les  A„  désignent  des  constantes,  définit  une  fonction  9  vérifiant  les  relations 

'■ç>{x-^2T.i,y)='^{Xyy-h2T.i)='^{x-h2a.y-Jrx)='-^{x,y) 
et  admettant  par  suite  un  groupe  de  substitutions  linéaires  entières. 

Fouret.  —  Sur  les  points  singuliers  des  équations  différentielles  à 
deux  variables,  du  premier  ordre  cl  du  premier  degré,  (i  28-1  Sa). 
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L'équation  diiïérenliclle  du  premier  ordre  el  dit   piciiiier  degi»-  peiil,  coinnie 
on  sait,  se  mettre  sous  lu  forme 


I\I 


N 


dx    dy    dz 


—  o. 


où  L,  M,  N  sont  des  fonctions  homogènes  de  x^  y,  z,  du  même  degré  d'homo- 
généité. Si  ce  degré  est  A",  le  notnbre  des  points  singuliers  de  l'équation  est 
Ar'H-A'  +  i.  M.  Fourct  commence  par  exposer  une  démonstration  simple  de  ce 
théorème.  Il  donne  ensuite,  dans  le  cas  particulier  k  =  2,  la  construction  de  la 
tangente  en  un  point  quelconque  M  du  plan  à  la  courbe  intégrale  qui  y  passe, 
au  moyen  de  sept  points  singuliers  supposés  connus  et  distincts  :  cette  tangente 
est  la  droite  qui  joint  le  point  I\l  au  neuvième  point  commun  aux  cubiques  qui 
passent  par  M  et  par  les  sept  points  singuliers.  Kn  terminant,  l'auteur  fait  voir 
que,  si  l'écjuation  dilTérentielle  a  [)lus  de  mk  h-  n  points  sur  une  courbe  algé- 
brique d'ordre  ni  et  de  classe  /?,  elle  admet  cette  courbe  comme  intégrale  par- 
ticulière. 

Lemoine.  —  Sur  une  transformation  relative  à  la  Géométrie  du 
triangle.  (  i33-i  35). 

Lemoine.  —  Sur  la  transformation  continue.  (i36-i4i)' 

Laisant.  —   Quelques   remarques    relatives   aux   fonctions  réci- 
proques. (  142-1 44)- 

Catalan.  —  Sur  quelques  théorèmes  d'Analyse  et  d'Arilhmétique. 

(i45-i5 1). 

Lucas  (Z^-).  —  Sur  les  équations  abstraites  du  fonctionnement 
des  machines.  (i52-i54)- 

Antomari.  —  Remarques  sur  l'intégration  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles.  (i54-i58). 

Pour  obtenir  une  intégrale  complète  d'une  équation 
(i)  F{x,  y,z,  p,q)=  o, 

il  faut,  si  l'on  suit  la  méthode  de  Lagrange  et  Charpit,  trouver  une  fonction 
^{x,  y,  z,  p,  q)  telle  que  des  deux  relations 

F  =  o,        <I>  =  a 

on  tire  des  expressions  de  p  et  q  qui  rendent  intégrable  l'équation 
(  2  )  dz  —  p  dx  -f-  q  dy. 

La  résolution  des  deux  équations  ci-dessus  doit  donc  pouvoir  élre  ciïectuée. 


HKVUK    DHS   PUHIJCA TIONS.  90 

l'iii  vii('(l('  siriiplilirr  ce  |)i(i(((|<'-.  riiiilciir  sii|i|i()sc  (|ir<in  piii^x',  n'iiiiporLi"  coiii- 
iiictit.   i'(-iii|il.i(-(-r  ri'-(|ii;il  ion  (i)   |iiii'  deux   iiiiti'cs 

p  -  9(x,  .)',  c.  \),        (j  —  'Xx,  y,  z,  X), 

(l()iiii;iiil  cv  |)Ii(ilciiiciil  /;  ri  t/  en  loiiclioii  (le  X,  Y,  Z  cl  d'un  |);ii;irn(lir  )».  On 
('•(■fil  alors  hi  CDiidiiion  d'i  Ml('';;i;d»il  ili'  de  (•;•);  elle  donne  nn('  (•(|Malinn  anx  d('- 
rivéï's  paiiirlli's  pour  a  (■oiisi(l('T(i  comme  (onclion  de  ./;,  y,  z  cL  le  prohltimc 
est  l'ésoln  dès  (pTon  pcnl  (ddciiir  une  sohilion  A  d(''pendaiil  d'une  eonslanLe 
arl)il  raifc.  Si  r((|Malion  (i)  ne  conlicnl  pas  z,  on  peut  supposer  A  ind('pendanl 
de  c.  cl   l'on  anive  à  {('(Hialioii 

(Â  (jx       dX  Op        Ox  dy 

L'auLoiir  a[>pli(pie  son  pi'o("(''dt''  à  denx  exemples  el  retrouve  les  inU'-grales  des 

deux  é(iualions 

(  />•  —  I )  i^i  z  +  kpy  —  qx  =  0, 

z  {  p^  -{-  q'  )  +  "2 p X  -h  2  q y  —  z  —  o, 
aucpiellcs  condiiisenl  des  (picslions  de  Géomélric. 

Raffy.  —  Sur  certaines  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  sont 
liés  par  une  relation,  (i 08-169). 

L'objet  de  cette  Note  est  d'iHablii'  (jue  toute  surface  applicable  sur  une  surface 
de  révolution,  et  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  fonctions  l'un  de 
l'autre,  est  un  hélicoïde.  Il  n'y  a  exception  que  si  la  relation  donnée  entre  les 
rayons  principaux  exprime  que  la  courbure  totale  est  constante  ou  bien  revêt 
une  forme  particulière  que  l'auteur  définit. 


SITZUNGSBEIUCHTE  deu   Koniglicii  preussischen  Akademie  der  Wissen- 

SCHAFTEN   ZU   BeRLIN. 

i*"  semestre  1890. 

Faclis  (L.).  —  Sur  la  tliéorie  des  équations  didérentielles  linéaires 

(suite).  (2  1-38). 

Cette  Communication  fait  suite  à  celle  dont  il  a  été  rendu  compte  dans  le 
Bulletin,  t.  XVI,  p.  160;  1892.  En  conservant  les  mêmes  notations,  séparant  les 
parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  des  quantités  x,  a,  b,  c,  d,  f,  et  posant 

X  =  x^-\-  x^i,        a  —  a^-h  a, i,         b  =  b^-h  b.^ i, 

c  -  C^^-C^  i,  cl  =  cl,  +  Cl^  I,  f  -  fs'r  /,  /, 

9,=  «,/,+  ^i +  c,f',» 


(H.  SI^CONDE   PAUTIE. 

on  (h'tnonlrc  (Tiihord  (pic  cp^  ol  ç^  sont  (l(;s  fondions  unlvorjues  réelles  de  x^  et  x.,', 
on  (Jcnionlrc  cnsuilc  (jnc  ces  deux  l'oncLions  9,  cL  9,,  sont  i(l(;nli(jncs  ;  on  les 
désif,'nera  par  cp. 

On  peuL  tonjonrs  (lélcrrniner  aulonr  de  chacun  des  points  sinf^uliers 
X  —  A\,  /x,^,  k^,  /c^,  ce,  dos  environs  en  ciiacun  des  points  desquels  la  valeur  de 
la  fonction  9  est  néf^ative.  D'autre  [)art,  la  fonction  9  ne  peut  changer  de 
signe  en  traversant  un  point  x  non  singulier  (ju'en  ayant  en  ce  point  une  va- 
leur nulle,  et  comme  l'on  montre  que  la  valeur  de  9  est  diiïérente  de  zéro 
pour  tout  point  x  non  singulier,  à  condition  que  les  cpiatre  points  /.',,  />"^,  k^, 
k^  soient  (inis  et  difTércnts  les  uns  des  autres,  on  \oit  (jiie  la  fonction  9  ne  peut 
jamais  changer  de  signe  dans  un  domaine  ne  contenant  (jue  des  points  non  sin- 
guliers. Klle  a  donc />(^/'/oi/^  une  Vdlcuv  négative,  lorscjue  les  (|uatre  points  sin- 
guliers k^,  k.^,  k^,  /.  sont  finis  et  non  confondus,  ce  que  nous  supposerons  une 
ois  pour  toutes  dans  ce  qui  suit. 

On  a  toujours 

'^  {ai -h  aï)  =  {a^O.^—a^b^y—  {a^d^~  a.^d^){a^c^— a^c^); 

donc  en  un  point  a;  non  singulier,  ni  (a, c^ — a^c,),  ni  {a^d^ — (^^cl^)  ne  peuvent 
être  nulles,  sans  quoi  9  aurait  en  ce  point  x  une  valeur  positive. 

Autour  de  chacun  des  points  singuliers,  on  peut  déterminer  des  environs  eu 
chacun  des  pointsdesquels  {a^d^  —  «2<^,)  a  une  valeur  positive;  donc  {a^d^  —  «i<^i) 
n'étant  jamais  nulle  en  un  point  non  singulier,  {a^d^ — <^2<^^i)  •''  *^^  tout  point 
non  singulier,  une  valeur  positive. 

Mais  les  valeurs  des  deux  fonctions  («,c^ — '^2^1)  et  {a^d^ — «^tj^i)  sont  tou- 
jours de  signes  contraires;  donc,  en  tout  point  non  singulier,  la  valeur  de 
(«,c_j — <3!^c,)  est  négative. 

On  montre  ensuite,  en  désignant  pour  abréger  par  I(m)  le  coefficient  réel  w 
de  i  dans  l'expression  de  u  mise  sous  la  forme  v -h  ivi,  qu'en  l'un  des  points 

X  —  A,,  k.^,  A'j,  A"^  et  au  point  ^  =  00,  ou  bien  9  est  nulle  ou  bien  I  (  -  )  est  nulle. 
De  plus,  ^,  Tfi,  Ç  désignant  toujours  les  quotients 

y       b  c  ^       d 

a  a  a 

les  valeurs  des  quantités  réelles 

i(ï]),  i(-o,  i(H)=-i(t.)i(-î;)' 

sont  négatives. 

Les  quantités  a,,,  <2,^=  a^,,  a^^,  introduites  par  Riemann  dans  son  Mémoire 

sur  les  fonctions  abéliennes,  sont  liées  aux  quantités  ^,  t,,  %  de  M.  Fuchs  par 

les  relations 

a^^TTiî;,        a^^  —  —  'Kil,        a^^  =  —  -ir,. 

Dans  les  notations  de  Riemann  le  dernier  théorème  de  M.  Fuchs  s'énonce  donc 
ainsi  :  La  partie  réelle  de  la  forme  quadratique 

a^^m--h-  la^^nin  +  a.^^iV, 

où  m,  Ji  sont  des  entiers  réels,  est  une  forme   définie   dont    la   valeur  est 
négative. 
Ce  théorème  important,  démontré  d'abord  par  Riemann  en  suivant  une  voie 
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ItMile  (lill'riiMilf,  csl  ainsi  di-diiil.  par  M.  l'iiclis  des  piopi-icUrs  des  iiiL('j,'ralt:s  de 
corlaincs  t'(|iial  ictus  dillV-rciilicllcs  liiuaircs.  (i'csL  la  iiirmc  tiiarclic  (|iic  celle 
suivie  par  M.  l-'iichs  dans  sa  dci'iiièrc  (loininimieatioii  pour  (h'inonirer  le 
llicorèinc  sur  les  relations  cnlrc  les  périodes  dont  il   a  él(':  <juesLiou. 

Ceci  posé,  il  est  facile  de  \nir  (|uc,  si  les  vdiùihles  x,  /.",,  /»\  décrivent  des 
conlours,  en  nombre  inlini.  lels  (|u'une  ou  plusieurs  des  quanLiLés  ^,  f,,  î^ 
aient  des  \aleurs  i  nd('|ien(lanlts  d'une  ou  de  |)lusienrs  de  ces  \  ariahies,  on  a  la 
relation 

i('0^-i(-n)i(-C)-<'. 

V.w  se  hasanl  sui-  les  trois  derniers  théorèmes  et  en  suisant  une;  voi(;  toute 
seud)lal)lc  à  celle  (|ui  a  été  suivie  par  M.  Fuchs  dans  le  l.  83  du  Journal,  de 
Crelle  pour  les  fonctions  cllipti(iues  modulaires,  on  démontre  cnlin  que  les 
quantités  x,  A\,  k^  sont  des  fonctions  univoques  de  \,  r,,  Ç.  On  peut  les  repré- 
senter par  des  fonctions  tlièta  de  %,  r^,  Ç. 

Kronecker  (L.).  —  Sur  la  lliéoric  des  fondions  elliptiques  (suite). 
(99-' '^-«)- 

Nous  avons  vu  (')  ce  que  Kronecker  entend  par  systèmes  équivalents  (2), 
{z')\,  {z"),  ....  Le  but  principal  de  toute  rcclierche  sur  ces  systèmes  équiva- 
lents 

(  2  )  ^yO  (  2' )  00  (  c"  )  CyO  . . . 

est  de  fixer  leurs  invariants,  c'est-à-dire  des  fonctions  univoques  des  éléments 
du  système  {z)  dont  la  valeur  ne  change  pas  quand  on  remplace  ces  éléments 
par  les  éléments  correspondants  du  système  équivalent  {z'),  du  système  équi- 
valent (z"),  ....  Un  nombre  suffisant  d'invariants  déternune  entièrement  une 
équivalence;  c'est  pourquoi  il  convient  de  représenter  les  invariants  d'une 
équivalence  par  des  fonctions  symétriques  de  tous  les  systèmes  équivalents, 
afin  que  les  conditions  d'équivalence  soient  bien  mises  en  évidence  sur  ces 
invariants. 
Ainsi  l'invariant  de  l'équivalence 

z  (y^  z  ±1  00  2  dr  2  00  .  . . 
est  Tt  cotTT^  que  l'on  peut  représenter  par  la  série 

A-=:-t-« 

lim      y    — i-— , 

k  =  —n 

c'est-à-dire  par  une  fonction  symétrique  de  tous  les  éléments  équivalents  z-\-k, 
et  le  caractère  d'invariance  de  la  fonction  -cotT:^  est  ainsi  bien  mis  en  évi- 
dence. De  même  si  l'on   nomme  équivalents  deux  systèmes  symétriques  {z-^) 


(')  Hulletin.  t.  XVI.  p.  97;  189^!.  Sitz.,  8S. 


102  shcondiï:  parti k. 

et  i^i/c),  (i,  /•  =  I,  2,  •••,  n),  lors(|uc  les  deux  l'ornics  (|iia(Uali(jucs 

{i,  A  —  1,2,  ...,n) 

sont  les  lrunsf(nrnccs  l'une  de  l'aulre  par  une  substilution  linéaire  à  détermi- 
nant égal  à  +  I,  le  seul  invariant  de  cette  équivalence  est  le  déterminant 

|-,a1  (/,   a    =1,2,   ...,/z) 

et,  lorsque  les  formes  quadratiques  sont  négatives,  on  peut  représenter  ce  dé- 
lerniinant  par  la  valeur  ré(ipio(|u('  du  carré  de  l'intégrale  multiple 

ce  qui  met  bien  en  évidence  le  caractère  d'invariance  de  ce  déterminant  pour 
tous  les  systèmes  équivalents  considérés. 

Dans  d'autres  exemples,  c'est  la  fonction  symétrique  des  éléments  de  tous  les 
systèmes  équivalents,  que  l'on  construit  a  priori;  elle  est  particulièrement 
intéressante  lorsque  l'on  peut  démontrer  qu'elle  s'exprime  à  l'aide  de  fonc- 
tions connues.  Ainsi  la  série,  absolument  convergente  pour  p  positif, 

n  =:  -f-  00      /«  r=  -t-  00 


I     1 


n  z=  —  oo      ///  rz 00 

est  manifestement  un  invariant  de  toute  la  classe  de  systèmes  équivalents  au 

système 

(cr,  T,  «g,  b^,  cj, 

l'équivalence  étant  définie  comme  dans  les  comptes  rendus  des  Sitzungsbe- 
riclite  de  1889  {Bulletin,  t.  XIII  p.  187;  1889).  Mais  c'est  la  démonstration  du 
théorème  que  la  limite,  pour  p  =  o,  de  cette  série  à  double  entrée  s'exprime  à 
l'aide  des  fonctions  thêta,  qui  permet  d'utiliser  ce  caractère  d'invariance  pour 
simplifier  certaines  recherches  concernant  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Les  exemples  précédents  suffiront  sans  doute  pour  faire  bien  comprendre  le 
point  de  vue  auquel  se  place  IM.  Kronecker  dans  l'étude  des  fonctions  elliptiques  : 
commencer  par  définir  des  équivalences  convenant  à  la  question  que  l'on  veut 
résoudre;  ces  équivalences  peuvent  être  d'ordre  arithmétique  comme  dans  les 
deux  derniers  exemples  où  leur  définition  est  empruntée  à  la  théorie  des  formes 
quadratiques;  elles  peuvent  être  d'ordre  analytique  lorsque  l'on  y  fait  entrer 
l'idée  de  limite.  Une  fois  les  é(}uivalences  définies,  en  rechercher  les  invariants 
et  les  représenter  de  manière  à  mettre  en  évidence  leur  invariance  pour  tous 
les  systèmes  équivalents. 

La  formule  de  transformation  de  la  foncliou  VA, 
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nous  inoiilro  iiiiiiu-(lt;it(;iii('iil  (|(ic  la  ionclion 

tsl  un   itwdi'Uinl  de  la  classf  <lc  syslritu's  coniplOtcmciit  (')  ('(luivalents 

(^»  "^^  <to^  K^  cj  00  (c:',  t',«;,  0'^,  (■'„). 

Otto  invariance  de  la  (|nalii«'iM('  |tuissancc  de  la  funcLion  101  est  mise  en  pleine 
In  micro  par  la  l'ormulc 

\        li  2 

|a:^  —  00     v=:  —  00 

//l  ^r  -(-  00     //  _;  -H  00 

\  V  ( ,  \m(H— i)g-'i:(nom»+/.orii»  +  CjHÏ)+ï(»i<T4-nT)rt 

;;?  -=  —  00    H  _z  —  00 

qui  n'est  autre  que  la  formule  (/p)  des  comptes  rendus  du  Bulletin,  p.  i^o; 
1889.  {Sitz.;,  89).  On  voit  en  effet  sur  cette  formule  que  lorsque  l'on  remplace 
le  système  (t,  t,  a^,  b^,  c^)  par  un  système  complètement  équivalent 
(a',  x',  «0,  b'^,  c'o),  les  termes  du  numérateur  se  permutent  entre  eux  de  ma- 
nière que  le  nouveau  numérateur  soit  égal  à  l'ancien  multiplié  par  une  puis- 
sance de  i;  de  mémo  pour  ceux  du  dénominateur. 


cr  H-  T  tv     w 
)  — 


On  peut  mettre  le  numérateur  de  l'expression  précédente  de  El  ( 

sous  la  forme 

E,(cr,  T,  a^,  b^,c^)  +  ïE.^(a,  t,  a„,  b^,c^), 

où  E,  et  Ej  sont  les  fonctions  réelles  des  nombres  a,  x,  a^,  b^,  Cq,  que  voici  : 

E,  =  >    (— i)    2  ^       \4  /  sin([jLc;  +  4/i'r)'iT: 

Ej=>   (— i)   -^    e      V^  2  /  sin([JLj  +  2VX)':: 

(«  =  o,  d=i,  ±2,  ...;         [j-,  V  =rd=i,  ±:  3,  ±5,  .  ..)• 
Le  dénominateur  de  El     >  —     est  une  fonction  réelle  des   nombres 


2  2 

réels  G-,  X,  a^,  &^,  c„,  que  nous  désignerons  par  E^(a,  x,  a^,,  b^,  c^)\  nous  pou- 
vons la  mettre  sous  la  forme 


m=i-\-x)    n=z-{-  <x> 


E,  =       \  V       (—  ,)"«(/.-i)g--(«„mî+/,,/«'i+c„"')  COS  2  (  m  5  +  /?  X  )  -. 


m^  —  00     n  r=  —  on 


(')  Pour  les  définitions  et  notations  voir  ^w//efi/?,  t.  XIII,  p.  i^'i',  1889;  compte 
rendu  dos  Sitz.,  p.   1  ;   1889. 


io4  SECONDE   PARTIE. 

On  a  ainsi   séparé  la   partie  réelle   et  la   partie   purement   imaginaire  de   la 

(a  H-  T (V     (V \ 
)  —  ):  dans  la  lortiiulc 
2  2/' 

E         E 

les  deux  fonctions  t-t  et  -r  sont  réelles. 

K      K 

En  particulier  pour  a  =  5,  t  =  o,  on  a 


ou 


El 


>    (— i)"e      V*  / 


(4^0 


m,  n 

1  /Il  \ 


m,  n 

Ainsi  la  quatrième  puissance  de 

est  un  invariant  de  la  classe  formée  par  les  systèmes  complètement  équivalents 
au  système  (a„,  b^,  c,). 
Inversement  la  relation 


-(rT>-a'?) 


caractérise  la  classe  considérée,  car  de  cette  relation  on  peut  déduire  l'équiva- 
lence complète 

(«;,  b',,  c'Jc^  («„,  b^,  cj        (a'=o,  mod2). 

Si  a'  est  non  seulement  divisible  par  2,  mais  aussi  par  4?  on  ^ 

ElM4,=4^'UEPr^,-^'>-^^' 


4c'o     /  \4       4co 

inversement  de  cette  dernière  relation  on  déduit  l'équivalence  complète 
( a'o ,  b'„  c',)  (^  {a^,  b^,  c^)        ( a'  =  o,  mod 4  ). 
Comme  les  systèmes  {a^,  b^,  c„),  dont  les  éléments  sont  liés  par  la  relation 

4«„< 
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t)aL  deux  {•IrmciiLs  iiKlrpciidaiiLs,  il  l'aiil,  deux  iiivariaiiLs  pour  cai'aclcriscr 
entiùrcmcnt  la  classe  des  syslùmcs  équivalcnls  à  (r/„,  b^^  c„).  On  obtient  ces 
deux  invariants  en  srpaiant  la  partie;  réelle  <M,  la  partie  i)urem(rnt  iinaf,Mnaire  de 
l'invariant  (|ue  nous  venons  d'obtenir;  cette  séparation  résulte  immédiatement 
de  la   roiiiMilt"  (  'i')  ). 

Plus  j;énéralem(iit,  les  systèmes  (  a,  t,  rt^,, /-;^,  c„)  dont  les  éléments  sont   liés 
par  la  relation 

ont  (jiialre  éléiMcnls  indi'pendani  s  ;  il  faut  donc ////r^^/'c  invariants  pour  c«/'«c/e- 
riser  entièrement  la  classe  des  systèmes  complètement  équivalents  au  système 
((T,  T,(7„,  ^,,  c„).  Va\  ne  considérant  d'abord  ([ue  les  équivalences  com|)Iètes  où 
a' =r  o,  (mod/|),  on  obtient  ces  (|uatre  invariants  en  séparant,  à  l'aide  des  for- 
mules (  \.\  )  et  ( /|5 ),  les  parties  réelles  et  purement  imaginaires  des  deux  fonctions 


pour  le  démontrer,  il  suffit  de  montrer  que  des  deux  relations 


2  2    /  \  2  2 

on  peut  déduire  l'équivalence  complète 

(a',  t',  «;,^>;,c;)  oo  (a,  T,  a„,  6„  cj         (a' ^  o,  mod4). 

En  considérant  ensuite  la  classe  formée  par  tous  les  systèmes  complètement 
équivalents,  on  obtient  les  quatre  invariants  de  cette  classe  en  séparant,  à  l'aide 
des  formules  (43)  et  (45),  les  parties  réelles  et  purement  imaginaires  des  deux 
fonctions 

2  2 


El 


pour  le  démontrer,  il  suffit  de  montrer  que  des  deux  relations 


^,    /  I     (V  \        T-,    /  I     <v 


2  2    /  \  2  2 


OÙ  (v' = "-; — -j  ^«'„cô — b'g°  =  -\a^c^ — 6^=1,  on  |)eut  déduire   ré(|uivali'ncc 


2C. 
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complète 

(cr',  x',rt;,//o,f;)co  (cr,  X,  «,,  ^„cj;         a' .r  o  (  mod -O- 

Rn  employant  les  notations  tic  Jucobi,  on  peut  énoncer  le  résultat  précédent 

sous  une  forme  très  simple  : 

«  Les  quantités  k,  K,  K'  étant  définies  comme  fonctions  de  a^,  b^,  c„  par  les 

relations 

I     —b^-hf 


■2K  =  Tr=r;  (o, 


r    4  c, 

6„-h  i 


2C„ 


2K'  =  TT  2r:  1  o,  


les  parties  réelles  et  purement  imaginaires  de  A"' et  de  sin^am(  aaK  +  2tK'/, /.  ) 
sont  les  quatre  invariants  de  la  classe  de  systèmes  complètement  équivalents 

(a,  T,  r^„,  b^,  cj.  » 

On  voit  bien  sur  cet  exemple  combien  les  notations  de  Jacobi  sont  naturelles, 
et  combien  il  serait  peu  légitime  de  les  laisser  systématiquement  de  côté,  en 
n'employant  que  celles  de  M.  Weierstrass. 

En  développant  la  fonction 

sinam  (2  aK  +  2xK'/,  A) 
en  une  série  de  Fourier  à  double  entrée,  on  a 

( —  1)"  sin  (VT  +  272X)- 


A"  sin  am  (  2  a  K  h-  2  x  K'  i,  A)  =  /  ^ 


,  ,„,  ,  —  vK'h-  2/ikî 

(/i=o,  ±1,  ±2,  ±3,  ...;  v=±i,  ±3,  ±5,  ...). 

Pour  a  =  -  )  X  =  o,  on  a  donc  le  module  A  exprimé  en  fonction  de  K  et  de  K' 
2 

par  la  série  à  double  entrée 

2/1  —  1  4-  V 

(47)  ''=y^'r'^~V- 

^^'  '  ^^  vK  -h  9.nKi 


V,  n 

En   posant  d'abord  <y  =  -■>  puis  xi=  -,  on  a   aussi   la    formule  bien  remar- 
^  22 

quable 

?//-+-  V  —  1 

'\^Vi(— i)       2        cos2;ixT 

I  =    lim     >      > —, 7]r-. > 

"^=7,  (v)     in) 


que  l'on  peut  écrire 


V  — 1 


( — i)    '-i    C0S2/iX':: 
V  K'  -h  2rt  K  i 

(/?  =  0,  ±1,  ±2,  d=3,  ...;  v=±i,  d=3,  ±5,  ...)■ 


V^  V^    ( — I)     ^     C0S2/iXT 

i=lim  >    > ^^-. — 

(48)  /  ^-^L^L^       vlv'-t-2rtKi 
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A  ro/H'chrr  1^  />■)•        Sur  lii  I  In-oric  des  lonci  khi.^  clliiil  kjihs  (suite). 
(1  u.'^-  I  .io). 

l)('si;;n()n-<  |»;if  Scr(;,   r,,  //,  v,  tv  )  lit   S('Tic  ;'i  doiililc  ciiln'c 

V»  p'(m;(-Mr,)7:.  /  m  --  O,   H  :  I ,   .  .  .  ,   d=  M 

liMi      hin      > (  7  11 

;// ,  // 

011  \  el  T,  sont    (les  (|ii;iiililt''s  rcrilcs,  lundis  (|iic  u,  v,  »v  sonl  fl(;s  irri;iginaif(;s 

Il  I  w  .  ,    , 

Icllcs  (pic   le   i;i|)|i()il   —  ne  soil    pas  rrc\. 

(loiiiiiK'  011  a   inaiiiiVsIciitcnl 

Scr(;,  —  T„  V,  —  w)  =  Ser(;,  t,,  u,  v,  tv), 

on  peut  toujours  supposer  (|iio,  dans  le  in[)port  — >  le  coefficient  de  <:  est  positif; 

et,  comme  on  ne  cliange  pas  la  valeur  de  la  fonction  Ser  en  augmentant  ou 
en  diminuant  f/ d'un  multiple  entier  de  M',  on  peut  aussi  supposer  que  la  partie 

réelle  de  —  est  comprise  entre  o  et  la  partie  réelle  de Ceci  posé,  pour  les 

valeurs  de  ^  comprises  entre  —  i  et  o,  on  peut  exprimer  la  somn)e  double  à 
l'aide  de  la  fonction  impaire  2r,  de  Jacobi  et  mettre  ainsi  la  fonction  Ser  sous 
la  forme 

-2v'-i  .t;,    o,  -    2r     ,  - 

(49)      Scr(,,  •,,„,.,  .„)  =  ;«  /„    ,„,      /..p.;,,    ^s     ' 

Posons,  dans  celte  formule, 

\  —  —  t',         t,  =  a',         a'  f  +  t'  iv  —  u', 
et  déterminons  deux  nombres  réels  a,  t,  vérifiant  la  condition 

u  =  vz  -\-  ivz: 
nous  aurons  alors,  pourvu  (juc  ni  t,  ni  t'  ne  soient  entiers, 

l  ...  it'nr.i  Sr,     O,  —  )r;l ,  — 


(  5o  )        ^    jL^  (  Q  +  m)  V  +  {-z  -^  11)  w        V  o  /  "    "'  \  o  /  "'     '^ 

(  /?l,    /i  =  o,    ±1,    ±3,   .  .  .). 

Plus  généralement,  si  l'on  désigne  par  Ser(  //',  ;/,  r,  <t')  la  série  à  double  entrée 

\^  e(""^'-"''"')'^'  /  m  =  o,  rh  I,  . . .,  ±  M 

lim     lim      7     ; 7T ; r. —  _,  ,    ^t 

^-^  yi^^  jLd    (a  +  m')  if  +  (t  H-  ;t  )«v  \   /i  =  o,  ±  i,  . . .,  ±  N 

où    m'=a/n+|j/7,    /i'=  a'/??  -h  [i'/i  :    a,  Jj,  a',  |j'    étant    des    entirrs    tels   que 
aV — a'^  =  i,    on    a    aussi,    pourvu    que    ni    xt  —  a'j,    ni    a-' —  7.' z'    ne    soient 
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entiers, 


%^^', 


(5i)  Sci(a,  u,  V,  iv)  —  ~e    '' 


(V\  ,,  I  II  ■\-  u      w 


l']ii  posaiil  <l;ins  celle  forrmih;  (ji) 


^.^7>^- 


2 

puis  en  passanl  à  la  liniile  pour  a  =  o,  on  rclomhe  sur  la  formule  (4^J).  La 
fonclion  Ser  envisagée  dans  celle  Communicalion  de  Kronecker  esl  donc  une 
gcnéralisalion  de  la  fonclion 

A"  si  n  a  ni  (  :>  7  K  +  :>  x  K  '  i,  I:  ) . 
On  voil  ainsi  que,  dans  la  formule  (  \'f>  ),  Tordre  des  limiles  peul  èlre  inlerverti. 

Kronecker  [L.).  —  Sur  les   fondions  elllpllques  (suite).  (219- 
241). 

Nous  désignerons  par 

Air  (  u,  V,  w) 

la  fonclion  A  (a,  x,  a^,  b^,  c„),  c'est-à-dire  la  fonclion 

t 

où  u,  V,  w  sont  liés  à  <j,  x,  a^,  b^,  c^  par  les  relations 

{b^—i)v-i-  2c„(v  =  0. 

Nous  désignerons  aussi  par  A' (a,  x,  a^,  b^,  r„)  la  dérivée  par  rapport  à  5  de 
la  fonction  A  (  a,  x,  a^,  b^,  c^)  et  par  Alr'(o,  v,  iv)  la  limite 

»     ,/  X        1-  r  Atr(  (jp -h  xa',  c^,  n')"1        i   ,,, 

Air  (o,  V,  iv)  =  hm  =  -  A  (o,  o,  «„  b,,  cj. 

(I  — 0,  T  =  oL  cv'-Hxa^  j        4,' 

1mi  faisant  usage  des  formules  d'addili«>n  cl  de  Iransforniation  linéaire  des 
fonctions  thêta^  on  a  immédiatemenl  les  relations 

(52)  Xlr{u-hsv  -i-  tw,  V,  iv)  =  (— i)''^'^'e('^+"'^"' Alr(i<,  ç,  w), 

/ru 

(53)  Atr(î/,  av^ -t- a'(v,  ^(^  +  ^'(v)  —  e  6    Vir(f/,  p,  (v) 

,    .  !>  si  a3'—  a'3  = 

(5'|)      Atr'(o,  at'-+-a'a',  py+p'(v)  —  e'<i~ Air' ( o,  v,  w) 
où  ,v,  t,  h  sont  des  nombres  enliers. 


ui-:vi:k  dks  imiuiications.  kkj 

Nous  tlcsiyncrons  (Misuilc  par   \li-  la  lomlutii  dc^  (nialic  N.uiaMcs  n„,t/,  V,  <v 
Alr(// .  n.  r,  w)  —  ei'^^o~''o^)^' — — - — ■  -  ", 


—  -  e 

V 


r-   <  (  "'    \r        f  II     ^       Il         KV\ 

2  T„ // 7t /.•?,(  O,  —   l.-J.I  ■»    —   ) 


OÙ  M„=  CT,, (>  H- T,(\',  (/ =:  a v' -f- T (V.  Celle  fonclion  Air  csl  un  invarianl  de  l'cuiui- 
valoiicc 

(  ;/„,  II,  K\  w)  co  (//,,,  II,  ar  -i    a'ir,  ^t^  -l-  |i'{v),         ^t^'--  a','i  —  i, 
c'csl-à-(lirc  que  l'on  a 
(55)     Ali*  (  «^,,  //,  ar  -1-  a'(v,  |ï(?  +  ^'<\')  —  Alr(  m„,  //,  t%  (v),         aji'—  a'|il  —  i. 

La  formule  d'adclilion  de  celle  fonclion  csl 
(5G)      ATr(M„+  s^^v  H-  t^w,  u -\-  sv  -\-  tw,  v,  w)  =  e(''^û-'<^n)»"'  Air  (?/„,  u,  v,  w  ). 
Nous  désignerons  enfin  par  Air,  la  fonclion 

Alr,(Mp,  H,  V,  w)  =  e^'^o'^-'^'o)^'^-'  A\T{iig,  u,  v,  w). 
Celle  fonclion  vérifie  la  relation 
(57  )     AtF,(z/;;,  //,",  v",iv")  =  eK-'«-«ni'+(P'rn-?ïî.)l2«''ÂlTr(,^^^  ^^  ^,^  ^^^^ 

où 

ul  =  u^-h-r„ v" 4-  y; (v"  ;  v"r=      p V  —  a' (V, 

u"  —  î/.  H-  Y  i>"  +  y'  ^v"  ;         «^"  =  —  '^v  -r-  a  IV, 

a,  p,  a',  p'  étanl  des  cnliers  tels  que  ol^' —  a'Ji  =  i,  el  les  y  élanl  des  cnliers 
quelconques. 

Pour  Y  =  Y  ==  O'  ^"  '^  donc 

Atr  (;/';,  M,  v",  w")  —  Alr(  if„,  i/,  v,  w), 

cl  pour  Yo=  To  =  o,  on  a 

Atr,  (?/„,  w",  v" ,  w")  —  Air,  (  «/,,,  u,  v,  «-). 

Ainsi  la  fonclion  Air  esl  un  invariant  non  seulement  de  l'équivalence 

(Mg,  II,  V,  IV )  oo  (i/o,  U,  ar  +  a'(v,  ?('+  ?'«'), 
mais  aussi  de  l'équivalence  plus  générale 

(iz-o,  w,  t^,  cv)  oo  («oH-  Yo<'-i-T'o«^  ''.  2tt'4-  a'w,  p^'+  p'(v), 

cl  de  même  la  fonclion  Air,  est  un  invariant  (\o  l'équivalence 

(w,,,  u,  V,  iv)  oo  (i/^,,  a  -;-  Y^'  +  T»''  ^tt'  ^-  a'(v,  '^v  +  p'w). 
/?«//.  c/e^  Sciences  nialhc'tn.,  2"  série,  l.  W'II.  (Août    i8(j3.)  Iî.q 
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La  relation 

(  58 )  Au- ( ul ,  u",  v",  w"  )  =  e('^u-"^o)»'^'  Atr ( u^,  u,  v,w), 

qui  résulte  iuimrdialcincnt  des  deux  relations  (5.5)  et  (5G)  et  où 

V  =z  xi>" -h  ol' w"  ;         w  —  ^v" -h '^' w"  ;         a|i'— aji  =:  i, 

tandis  que  a^,  x^,  i,  x  sont  des  nombres  réels,  compris  entre  o  et  i,  déterminés 
par  les  deux  équations 

U„—  IgV  -^  T^Wy  u  =  '7V  -h  rw, 

permet  de  ramener  toute  fonction  Atr  à  une  fonction  Atr  dont  les  arguments 
sont  plus  petits  (jue  l'unité  et  plus  grands  ou  au  moins  égaux  à  zéro.  Mais 
pour  une  telle  fonction  on  peut  démontrer  que  l'on  a 


i   \lv  {u  ,  u,  V,  w)  =    lim     li 

;  N=:oc    M: 


g(».(To-mT„)2-!Tl 


(5g)  ;  y-^  M  =  oo  .^  u-^  mv -h  nw 


/n,  n 


[oi  =  O,  d=  I,  . . .,  dz  M;  n  =  o,  ±i,  . . .,  ±  N  ), 


<v 


pourvu  que  le  coefficient  de  i  dans  le  rapport  —  soit  positif.  Et  il  est  facile  de 

vérifier  ensuite  que  ce  développement  a   lieu  pourvu  que  ni    t   ni  x^   ne  soient 
entiers.  On  a  aussi  plus  généralement 

Atr ( (7„ c^  +  x„ M',  'sv-\-'zw,  V,  w)  =    Iim    lim    > ^ ; — 

{(xni  +  ;B/i  =  o,  ±1,  .. .,  ±:M;  a'm  +  -i'/i  =  o,  ±i,  . ..,  rfc  N), 

pourvu  que  ni  a'a^-t-  [i'x,,,  ni  a' a  4-  P'x  ne  soient  entiers. 
De  cette  formule  (Ho)  on  déduit  immédiatement 

\     \U\(U.U,V,iV)—       lim       lim       > ^ ;; ;^ — 

\  ^    /       \  m.  n 

{  (oLfU  -\-  '^n  =  O,  ±1,  . . . ,  rh  M  ;  a' m  +  ^i' /^  =  o,  ±  i ,  .  . . ,  =h  N ) . 

Ainsi  la  valeur  de  la  fonction  Atr,   ne  change  pas    quand    on  augmente   ou 
qu'on  diminue  7  ou  x  (Ventiers.  En  d'autres  termes,  la  valeur  de  la  fonction 

ne  change  pas  lorsqu'on  permute  les  deux  couples  (a,  x)  et  (  j^,  xJ.  On  en  con- 
clut, à  l'aide  de  la  relation  (60),  cette  égalité  remarquable 


N  =  »  M  =  «  -^^ 


g;;i.7„— mT„)2T:i 


{z  -^-  m)v  -\-  {1  -r  n) tv 


m,  n 


(Go) 


g(n<7— »llT)2T:i 


e(<^fo-'^o')~''    lim    lim    > ;;^ ; r- • 


lu,  n 


(  a  ;;;  H-  ?  /i  =  O,  it  I ,  . .  . ,  ir  M  ;  y.'  m  +  '^'  n  =  o,  rr  i ,  . .  . ,  ±  N  ), 
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a,  jj,  a',  fi'  cliiiil  (les  fiilicrs  tels  qui;  a^i'— a' ^i  ~  i ,  cl  ni  a'a^-l- [j't^,  ni  a'j-l  [i'x 
ne  soient  enlicrs. 

On  reinai(|iirr;>  (pic,  dans  celle  Corninimicîition,  M.  Kionc-rker  a  suivi  l'ordre 
inverse  de  celui  (lu'il  avait  adopté  dans  sa  ('.«iniMiunical  ion  |)r('c(''dcntc  siii'  les 
fonctions  ellipli(|ucs.  'i'andis  (pTalois  la  rorninlc  ('•(piivalcntc  à  la  forniMlc  (•')<)) 
servait  de  point  de  départ  et  (jiie  l'on  paivcnail  (inalcrncnt  à  la  fonnnic  ("ji): 
ici  c'est  le  second  membre  de  cette  formule  (n)  (|ui  sert  de  dc/inilioii  à  la 
fonction  Air,  et  l'on  parvient  i\  la  foiinulc  (5()),  en  utilisant  les  formules  de 
transformai  ion  linéaiii>  des  fonctions  thêta. 

On  peut  encore  se  placer  à  un  autre  point  de  vue,  cl  étudier  flireclcnicnt  la 
série  ù  double  entrée 

Y^       g(»T„-mT„)aT:.- 

jLd  u  H-  mv  H-  nw  ' 

m ,  n 

on  retrouve   ainsi  directement   les  résultats  précédents   sans  faire  usage  d(;  la 
Iransfonnalion   linéaire  des   fonctions  thêta;  on   peut  ensuite  en   déduire   très 
simplement,    comme    application,    une    partie    des    formules   concernant   cette 
transformation  linéaire. 
A  cet  effet,  on  démontre  d'abord  l'existence  de  la  limite 

m  =  4- M  rt=+M 

lim        7  7 7 — ; 

m  z=  —  M  «  =:  —  M 

on  désigne  cette  limite  par 

Ser,_, {<s^v  -\-  x^w,  u,  Vy  w). 

Cette  fonction  jouit  des  propriétés  suivantes 

Ser^  {u^,u,v,w)  =  Ser^  (  w„,  u,  —  w,  v  ), 
Ser,^(?/„,  II,  v,w)^-  Serç(«<„,  u,  v,  w  +  vg), 

où  g  est  un  entier  quelconque.  De  plus,  la  fonction  Sç,t,^{ii^^,  u,v,w)  est  une 
fonction  continue  des  deux  variables  réelles  a^,  t,,. 

La  démonstration  de  l'existence  et  de  la  continuité  de  la  fonction  Ser  fait 
l'objet  de  toute  la  seconde  moitié  de  cette  Communication  de  Kronecker. 

Kronecker  (L.).  —   Sur  les  fonctions  ellij)liqiies  (suite).  (3o-- 
3i8). 

Pour  la  fonction  Ser  définie  plus  haut,  on  élablit  direclemcnl  la  formule  de 
transformation 

(63)  Ser^(M„  u,  v,w)  =  Ser^  (  w„,  u,  ,3'r~  a'cv,  —  '^v  +  olw), 

que  Ton  peut  écrire 

Ser,^(a,v^ -i- T,»--,  u,  v,  w)  —  Ser^  (a'^,  t-'-i-  t^,  (v',  u,  v\  «>'), 
où 

<y'o  =  a3„ -H  ?T,,,  v'=    jâV    -a'»v. 


112  SECONDE   PARTIE. 

En  se  rappelant  la  définilion  de  la  fonction  Scr  ,  on  a  immédiatement 


e-^o'^'  Ser  ( ;/„,  u^-  v,v,w)^  \\m  V  — 

m,  n 


e^'^r  "'^0)2-' 


mv  H-  /iw  )'+? 
,  M  -1-  i;  /i  =—  iM,  . .  .,  -i-  M); 


(  m  =  —  M  -1-  I 

on  en  dédnit  la  relation 

Ser  (  w^^,  u,  V,  w)  —  e'("^o-"o)^'  Ser^(w„,  u  +  sv  -{-  tw,  v,  w), 

à  laquelle  on  peut  ajouter  les  deux  relations  presque  évidentes 

Serç(^a„+(VTp,  u,  v,  w)  =  Ser^(c^a,,—  (Vt,^,  m,  —  v,  w), 
Serç(v^c7„-h  (VT„,  w,  v,  w)  —  Scrç,(—  t^cj^  4- wx,,,  u,  v,  —  (v). 

On  montre  ensuite  que  la  fonction  Ser  (w„,  u,  v,w)  est  un  invariant  de  l'cqui- 
valence 

(  <:r„  T„,  a,  T,  i;,  (V  ) 

où  les  entiers  a,  p,  y^,,  a',  ?',  yé  sont  soumis  à  l'unique  condition  a[â'— a' ^  =  i, 
et  où  ni  a^,  ni  x^,  ni  <t,  ni  x  ne  sont  entiers. 

Enfin  cette  même   fonction    Ser  (  w^,  a,  c^,  (v  )  peut  être  mise  sous  les  deux 
formes 

Serp(t*„,  M,  v^,  ty)  =  Jrni  ^ 


g(»crp-niT„)2ri 


lim    lim     >  - — 


g(;!iTo-mTy)2T:i 


—  M  — /i^m^M  +  A' 

—  M  — /tim^M  +  /i' 
.,— N  — Â:^n^N+A' 


où  /i,  /i',  A-,  A''  sont  des  nombres  positifs  comme  N  et  M,  et  où  N^M.  En 
tenant  compte  de  (63)  on  en  déduit  les  relations  plus  générales  qui  expriment 
une  propriété  fondamentale  de  la  fonction  Ser^ 


m ,  n 


ç{n<T^-mr^)2-i 


711V  H-  mv  )'+? 


M  —  A  S  am  +  p/i  ^  M  H-  h'\ 
M  —  k^a'  m  +  ji'n  S  M  +  A'   J. 


=    lim    lim    >   - — 
M  =  00  N  :=  00  -^^  (  w 


-t-  mv  H-  /îw)'+? 


7«,  /l 


M  —  h^ani  -h  p /i  ^  M  +  /i' 
N  —  A-^a'm+  ;â'«i  N  +  A' 

a^'—  a';i  =  I 

On  peut  reti'ouver  les  résultats  précédents  par  une  voie   toute  dilTérente  en 
démontrant  d'abord   que,  pour  p  —  o  et  pour   tout  entier  positif  0,  la    fonction 
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Sc.r  [it^^,  u^  V,  iv)  csl  une  foiiclion  <lc  a  uimvcxjuc  (•!   (inic-  iiiiisi  (juc  ses  dérivées, 
pour  lonlc  valeur  <\c  it   aulre  (|ue  celles   pour  lesquelles  on  peut   résoudre  en 

iiDrnlMcs    ciilicrs    /// ,   //    ri(|ii;il  ion    u    \    itiv -\~  nv       o  ;    cl    (jue    lu     liiiiile    vers 
hl(|U('ll(-    Icild    le   pl'odllil 

(  a  -t-  ;/H'  -h  /?«')"?  Scrp(a„,  m,  v,  w), 

lorscjuc  //  H-  mv -\-  mv  leiid  vers  zéro,  est  égale  à  e('"o-'"''o)^'='. 

Si  l'on  démontre  d'une  certaine  fonction  de  m,  JCm),  que  la  diiïérenco 
rT(M)  —  Scr  (  ?/„,  f^,  i>,  (v)  reste,  pour  toutes  les  valeurs  de  m,  inférieure  à  un 
nombre  Uni  délerminé,  et  (jue  r'f(w)  jouit  de  toutes  les  propriétés  que  nous  venons 
d'énumércr,  on   |)eut  en   conclure,  en  appli(|n;int  le  théorème   de  Cauchy,  que 

^{u)  —  Ser^ (  w„,  u,v,  w ). 

Kn  appliquant  cette  remarque  à  la  fonction 

Ser  (a„,  a,  [UV  —  a'tv,  —  jîi^  +  aw), 

on  démontre  facilement  la  relation  (<>3). 
De  même,  en  prenant  p  =  o,  et  en  envisageant  la  fonction 

Atr(  W(,,  u,  V,  w), 

définie   à   l'aide  de   la  fonction   2r,  comme  nous  l'avons    fait   plus  haut,  on  dé- 

Atr (  w„,  u,  v^w)  —  Ser  (  «„,  u^  v,  w). 


montre  l'égalité 


Dans  cette  démonstration  on   ne  fait  usage  que  du  développement  en  pro- 
duit de  la  fonction  2r,,  de  la  formule 

^  / U -h  sv -^  tiv    (v\         —{nw-hitu-h.u'  +  ti'i  —  ^/u    w 

2r,    ,-     =e  "2r    -,- 

\  V  V  /  \v      Ç 

de  la  convergence  de  la  série  Ser(M^,  u,  v,  w)  et  de  la  relation 

Ser  (m^,  u,  v,w)  =  e^^^'^o-''^)''  Ser^{u^,  u  ^  sv  -h  tw,  i^,  w). 

Fuclis  (L.).  —  Stir  des  équations  différentielles  linéaires  inlé- 
grables  algébriquement.  (469-483). 

Soit  une  équation  différentielle  linéaire,  irréductible,  à  coefficients  rationnels, 

Soient  V,,  ^3,  y^  un  système  fondamental  d'intégrales  de  cette  équation  diffé- 
rentielle, et  w,,  w.^,  tVj  les  fonctions  adjointes  à  y,,  jKji  y^-  M.  Fuchs  démontre 
les  théorèmes  suivants  : 

«  Théorème  I.  —  S'il  existe  une  relation  homogène,  à  coefficients  constants, 
entre  y„  y,,  y^, 

(2)  /(r.'r.-r,)  =  «' 
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les  funclions  adjointes  (v,,  (V^,  w^  vérifient  é{,'alcrncnt  une  relation   homogène  à 
coefficients  constants 

gii^\,  '11',»  "•.)  =  o. 

»  Si  le  degré  de  /  est  plus  grand  que  ■>.,  celui  de  ^est  également  plus  grand 
que  2.  » 


«   Théorème  If. 


Soit 
dz' 


d"'-'y 
dz"' 


p,ny 


une  équation  diiïérentiellc  linéaire,  irréductil)lc,  dont  les  intégrales  sont  par- 
tout déterminées  (')  et  supposons  que  les  branches  d'une  de  ces  intégrales  y 
soient,  à  des  facteurs  constants  près,  en  nombre  fini.  Cette  équation  différen- 
tielle admet  alors  un  système  fondamental  d'intégrales  jk,,  JKj,  ■••jJKm  dont  les 
dérivées  logarithmiques  m,,  u^,  ...,  w„j  sont  des  fonctions  algébriques.  » 

«  Théorème  III.  —  Si  les  intégrales  jk,,  j^^^,  y^  sont  liées  par  la  relation  (2) 
et  si,  en  outre,  on  sait  que  les  branches  d'une  des  intégrales  de  l'équation 
diiïérenticlle  irréductible  (i)  sont,  à  des  facteurs  constants  prés,  en  nombre 
fini,  l'équation  (i)  est  intégrable  algébriquement.  La  marche  suivie  dans  la 
démonstration  de  ce  théorème  III  est  la  suivante  : 


»  En  posant  pour  abréger 


ày. 


(A-  =:  \,  2,  3), 


on  déduit  de  l'équation  (2)  la  relation 
(3) 


/.'^-/^t-/.^^-' 


en  tenant  compte  de  ce  que  l'on  a  -y-^  —  j'j,.m^,  on  a  donc  aussi   la  relation 

(  4 )  /,  ".  r,  -+- /,  u^y.^  +  /3  a, y 3  =  0; 

mais,  à  cause  de  l'homogénéité  de  /,  on  a 

(5)  .f.y.-^f,y.-'rfs}\=^i 

des  équations  (4)  et  (5)  on  déduit  enfin 

( 6  )  /,  r.  (  «,  -  if.  )-^ÂrA  u—  II, )  =  0. 

y 
»  Si  l'on  substitue  dans  (^)),  à  Ç  =  — >  sa  valeur  en  fonction  algébrique  de 

y      ■  ,  • 

T,  =  ^— î>  tirée  de  (2),  il  pourrait  se  faire  que  (G)  fût  vérifiée  identiquement 
pour  les   deux  variables  indépendantes  z  et  t,.  Mais  alors  on  aurait  nécessai- 


(')   C relie.  \.  HG,  p.   i^G,  rqualion  (12). 
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rciiiiMil  les  doux  rchilions 

(7)  /.r,-t-     T/..r.     -   ■^".A 

(«)  /,rrM«-T)/..r.  ^'>>..A 

où  INI  cl  M,  sont  tirs  conslaiitcs  (|iii  ne  pciivcriL  <Hic  LouLos  deux  nulles, 
sans  (|U()i  f  serait  idontiiiuciiK-nl  mille  pour  toutes  les  valeurs  y,,  y.^,  y.^. 
I\I.  [-'uciis  di'iMoiilic  d'anlic  pail  (|U(;,  si  l'on  su|)[)ose  M  ?^^  o,  on  peut  déduire 
do  l'éciualion  (7)  (|ue  ré(|ualion  (i)  n'est  pas  irréduelible,  contrairement  à 
l'hypothèse  laite  au  début  et  «pu;  l'on  tombe  de  même  sur  une  contradiction  si 
l'on  suppose  que  IM,.?:  o.  Il  y  a  donc  contradiction.  On  en  conclut  que  la  rela- 
tion (6)  n'est  pas  vériliéc  identi((uement  en  z  etr,,  lors(jue  l'on  a  substitué  à  la 
variable  ^  la  fonction  algébrique  de  r,  qui  la  représente  en  vertu  de  l'équa- 
tion (.î).  Il  y  a  donc  une  dépendance  algébrùjue  entre  z  et  r,.  Il  résulte  dès 
lors  de  ré(|uation  (•?(>)  du  Mémoire  de  M.  l'^uchs  contenu  dans  le  tome  I  des 
Acta  niathcmatica,  p.  829,  que  l'étiuation  (i)  est  intégrable  algébriquement, 
ce  qu'il  fallait  démontrer.  » 

«  Théorème  IV.  —  Soit  S  une  substitution  du  groupe  qui  appartient  à  l'équa- 
lion  dillerenticlle  homogène  quelconque 

(9)  -^-„.  +/^.  ^7p;-rr+--+/^«r  =  o, 

et  soient  a-j.  ses  éléments.  Si  «,,  «.,  ...,  a,„  sont  des  constantes  données,  nous 
dirons  que  les  quantités 

«A=  »;,«,+  =';,«.  +  •  ••+aj,„«,„         {k  =  1,2,  ...,m) 

sont  les  transformées  de  «,,  a^,  . .  .,  «,„  par  la  substitution  S. 

»  Supposons  que  chacune  des  transformées  de  a^^a,,  . . . , «,„,  obtenues  en  appli- 
quant successivement  toutes  les  substitutions  S  du  groupe  qui  appartient  à 
l'équation  différentielle  considérée  (9),  coïncide  avec  l'un  ou  l'autre  des 
systèmes 

\=  o,     1,     ...,     /•  — 1;         ax"'==ai; 

où  les /^  sont  des  constantes  arbitraires,  et  où  /est  un  nombre  Jini  détermine 
quelconque. 

»  Soit  (V,,  Wj,  . . . ,  <v,„  un  système  fondamental  d'intégrales  de  l'équation  diffé- 
rentielle adjointe  à  l'équation  proposée  (9):  enfin  posons 

VV  =  a,(v,  4-  a^iv^  +•  •  •+ «,„'v,„, 

\\',  —  «'^'-'  (V,  -h  a'}i  (v^  H- ...  -4-  a'^l  tv„,, 

X    =0,    I,    ...,    (/•  —  !). 

M.  Fuchs  démontre  que  les  branches  de  la  fonction  W  coïncident,  à  des  fac- 
teurs constants  près,  avec  W^,  W,,  ...,  W^_,,  c'est-à-dire  que  l'équation  diffé- 
rentielle adjointe  à  l'équation  (9)  a  une  intégrale  dont  les  branches  sont,  à 
des  facteurs  constants  près,  en  nombre  yZ/u'.  » 

«  Théorème  V.  —  lîcvenons  à  l'équation  différentielle  irréductible  (i);  sup- 


I  iG 
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posons  encore  que  la  rclylion  (;>)  ail  lieu  cl  supposons  en  oulre  qu'il  y  ail  un 
poinl,  aulre  <(ue  le  poinl  (0,0,0),  sur  la  surface  de  lliernann  représcnlée  par 
récjualion  (^>),(îui  par  l'ensemble  des  subslilulions  du  f^roupc  corrcspondanl  à 
l'équalion  (1)  ne  soil  transformé  qu'en  un  nombre ///«/ de  poinls  de  celle  sur- 
face de  Riemann  {-.i).  En  appliquant  le  lliéorèuje  IV^,  nous  voyons  alors  que 
l'éciuation  difrércnlicdle  adjointe  à  l'éciuation  (i)  admet  une  intégrale  dont  les 
branches  sont,  à  des  facteurs  constants  près,  en  nombre  fini;  d'autre  part, 
d'après  le  théorème  I,  il  y  a  une  relation  homogène  entre  w,,  w^,  w./,  donc, 
d'après  le  théorème  III,  récjuation  dillérenlielle  adjointe  à  (i)  est  intégrable 
algébriquement;  donc  l'équalion  diderentielle  (1)  elle-même  est  intégrable 
algébriquement. 

C'est  en  se  basant  sur  ce  dernier  théorème  que  M.  Fuclis,  reprenant  ses 
recherches  contenues  dans  le  tome  I  des  Acta  niatliematica,  montre  comment, 
à  l'aide  de  l'équation  (a)  (') 


(oc) 


dz 


a(^)K(-o 


établie  dans  ce  Mémoire,  la  nature  algébrique  des  intégrales  de  l'équaliim 
proposée  (i)  sous  l'hypothèse  (2)  est  mise  en  évidence.  A  cet  efl'et  il  dislingue 
deux  cas,  celui  où  il  existe  des  points  z  =  «aux  environs  desquels  l'intégrale 

J  =  /  ^  c/^ 

n'est  pas  réversible  univoquement  et  celui  où  il  n'existe  pas  de  tels  points 
z  r=.  a. 

Dans  le  premier  cas  on  montre  immédiatement  que 

Ti  =  a,         C  =  ^ 

étant  un  point  de  la  surface  de  Uiemann  (-2)  auquel  on  parvient  lorsque  z  par 
un  chemin  choisi  arbitrairement  arrive  en  a,  ce  point  (a,  P)  ne  se  transforme 
qu'en  un  nombre yZ/ii  de  points  de  cette  surface  de  Riemann  (2),  par  l'ensemble 
de  toutes  les  substitutions  du  groupe  correspondant  à  l'équation  (i);  on  peut 
dès  lors  appliquer  le  théorème  V. 

Dans  le  second  cas,  il  faudrait  que  z  fût,  soit  une  fonction  rationnelle  de  J, 
soit  une  fonction  simplement  ou  doublement  périodique  de  J.  Si  z  est  fonction 
rationnelle  de  J,  l'inlégrale 

est  une  fonction  algébricjue  de  t;  :  donc  z  est  une  fonction  algébrique  de  t\. 
Si  z  est  fonction  périodique  de  J,  il  faut  que  des  multiples  entiers  de  modules  de 
périodicité  de  H  coïncident  avec  des  modules  de  périodicité  de  J,  et  les  points  de 
la  surface  de  Hiemann  (2)  où  z  est  indéterminé  sont  nécessairement  compris 
parmi  ceux  pour  lesquels  K(7))  =  0;  ils  sont  donc  en  nombre /i/^f.  Soit  T|  =  y, 
Ç  =  5  un  de  ces  points  oîi  z  est  indéterminé;  alors  tout  point  (y'.  S'),  auquel 
on  parvient  en  appliquant  une  substitution  quelconque  du  groupe  correspon- 
dant  à    l'équation    (i),    est    un    point    pour    lequel   z   est    indéterminé.    Donc 


(')   Iviualion  (^7),  p.  •»^()  (\\-\  Tome  I"  des  Acta  matlwmatica. 
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\c  iioinhio  (In  poinlM  dt;  la  surlacc  {:>)  dans  l(;(|iicl  se  Iratisformt;  (y,  0),  <mi 
a|)|)li(|iiaiil  siicc.cssivr'nKMiL  toitics  Icîs  suhstil niions  du  groupe  corrcspondanL  à 
ri'(|  liai  ion  (1),  est  /////,•  on  pciii  donc  appli(|uer  le  théorème  V.  Knl'in  s'il  n'y  a 
|)as  de  sNStrnie  (y,  0)  [xtiir  li'i|iiel  II  Moil.  infinie,  il  n'y  a  pas  non  pins  de  point 
de  la  Miilare  (  •>  )  pour  leipiel  z  soit  indrlcrrniné;  mais  alors  ^  est  fonction 
ralioiiiicllc  de  {r\,  Z,)  ;  done.  réipiation  (1)  est  intégrabic  algébriquement. 

Ce  mode  de  démonsi  ration  a  l'avantage  de  reposer  sur  des  principes  qui 
semblent  pouvoir  èlre  appli(|ués  à  d'antres  reelierclies  (jue  la  reclierclie  aetuellc. 
Il  est  liHilefois  un  peu  lon^'.  Mais  M.  I^'uclis  donne  cneoi-e  une  seconde  dé- 
monstration bien  plus  eonrle  du  même  théorème,  démonstration  dont  nous 
allons  aus»i  dire  (|uel(iucs  mots. 

Nous  conlinuons  toujours  h  faire  usage  des  notations  du  Tome  I  des  Acta 
matlwnialica.  De  plus  nous  supposerons  (|ue  dans  ré(juation  proposée  (1)  on 
ait  p  —  o\  ce  n'est  pas  une  restriction,  car  si  p  n'est  pas  nul,  en  posant 

y  =z  ve     '-^^         , 

on  obtient  une  nouvelle  équation  diiïcrentiellc  (i)  entre  v  cl  z  où  p  —  o,  et  les 
éléments  i^,,  v^,  t^,  du  système  fondamental,  qui  correspondent  à  y^,  y.^,  y^  vé- 
rifient la  même  relation  (2). 

On  a  alors 

a&  =1. 

D'autre  part,  de  l'équation  jk,  =  0(-s)4^(l)  (*);  on  déduit,  en  dilTérentiant  et 

clt)  d'Y      cl^  Y 

tenant  compte  de  la  relation     -  —  ^(;:)K('r^),  les  valeurs  de  -Vr'  -777  fl^C 

substituées  dans  (i),  donnent  la  relation 

!d  V      d  [     cUl  W  dV 

«Tj  [_     dr^  \      a'O  / J  «n 

+  (0"'H-^0'+;-0)4^  0^=0, 

où  les  indices  supérieurs  indiquent  des  dérivées  par  rapport  à  z. 

Il  suffit  d'envisager  le  cas  où  cette  relation  (10)  est  vérifiée  identiquement 
en  z  et  fi  considérées  comme  des  variables  indépendantes;  car,  dans  le  cas  con- 
traire, la  relation  (10)  implique  une  dépendance  entre  ^  et  t^  et  comme  cette 
dépendance  est  algébrique  il  s'ensuit  que  l'équation  difierentielle  (i)  est  inté- 
grable  algébriquement;  le  théorème  est  donc  démontré. 

En  supposant  la  relation  (10)  vérifiée  identiquement  en  z  et  r,,  M.  Fuchs 
montre  que  l'on  a  nécessairement 

(lO  j',=  0e     ^    t). 


où  >v  est  ou  bien  une  quantité  indépendante  de  ^,  ou  bien  une  racine  de  l'équa- 
tion du  troisième  degré 

X'-h  (20"0  —  0'=+^0')>,  +  (0"'+^0'+,.0)02=  O. 

(')  Acta  mathcmalica,  l.  l,  p.  329,  équation  (26). 
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Diins  11!  premier  cas,  on  voit  sans  [x-inc  que  l't'<|uaLM)n  (m)  nous  donne  une 
intégrale  K,  de  léciiialion  diU'érenLielle  (i)  dont  la  dérivée  logarithmique  est 
une  fonction  ralionnclle  de  z,  ce  (|ui  est  ineompatil)^;  avec  l'irréductibilité  de 
cette  é([iiation  didériMUielle  (i).ll  en  est  de  iriéme  dans  le  second  cas,  lorsque 
dans  ré({uation  du  troisième  degré  à  laquelle  satisfait  X,  le  coefficient  X  et  le 
terme  indépendant  de  X  sont  tous  deux  diiïércnls  de  zéro.  Donc,  sauf  lorsque  l'un 
de  ces  coeflicients  est  nul,  l'hypothèse  que  ré(|uation  (lo)  s'annule  identique- 
ment en  z  et  r,  est  impossible. 

On  voit  d'ailleurs  immédiatement  que,  si  le  terme  indépendant  de  X  s'annu- 
lait, l'équation  irréductible  (i)  serait  vérifiée  par  une  racine  d'une  fonction 
rationnelle,  ce  qui  est  impossible.  Mais  il  est  moins  aisé  de  démontrer  que  le 
coefficient  de  X  ne  peut  s'annuler.  iM.  Kuchs  le  montre  en  s'a[)puyant  sur  les 
égalités  sur  lesquelles  repose  la  démonstration  du  théorème  111. 

L'hypothèse  que  l'équation  (lo)  s'annule  identiquement  en  z  et  Tj  est  donc 
toujours  impossible,  et  le  théorème  proposé  est,  par  suite,  démontré. 

Lipschitz  (/?.).  —  Contribulion  à  la  tliéorie  de  la  transformation 
simultanée  de  deux  formes  quadratiques  ou  bilinéaires.  (4^5- 

023). 

Dans  un  Mémoire  inséré  dans  les  Abhandlungen  de  l'A-cadémie  de  Berlin 
t)our  1873,  M.  Lipschitz  a  étudié  à  nouveau  le  problème  de  la  transformation 
simultanée  de  deux  formes  quadrali(jues 

(i,  h  a 

en  sommes  de  carrés,   par  une  substitution  linéaire 

( I )  \^r=:  a/') x^  +  a'/^) .r,  +  .  .  .  +  a^/') x„         ( Â"  =  .,•.?,...,«) . 

En  désignant  par  s  un  paramètre,  il  s'agit,  comme  Ton  sait,  de  mettre 
l'expression 


(2) 

sous  la  forme 


.V^^;+^/?„,,X„J7,, 


a.  h 
k  =  n 

A-=:l 

On   n'envisage   ici   que  le  cas  où    les-/?(/i+i)  coctlicicnls  /;,,,,  de   la   forme 

proposée  sont  des  variables  indépendantes;  les  «  quantités  A^  qui  en  dépendent 
sont  toutes  inégales;  si  F  (5)  est  le  déterminant  de  la  forme  quadratique  (2), 
on  sait  que  ces  quantités  Aj.  changées  de  signes  sont  les  racines  de  l'équation 
en  s 

V{s)  -o, 
de  sorlc  que  Ton  a 
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Si  nous  riippclons  ici  ces  choses  clcniciihiircs,  c.'csl  pour  fixci  les  rioliilioiis 
(loiil  on  v;i  fiiirc  ii>;ii;c. 

!M.  I,i|ts(liit/.  .1  niniiii  ('.  (liiiis  le  Mc'riioiic  cili- i"i  l'iiisl  mil ,  (pic,  \)i>{ir  /i  —  ■>.,  '.i,  f\, 
rccpiiilioii  cuiMr.tci-isli(|iie  du  prohIciiK;  de  h'ansfortiiiilioii  est  ii'soluhlc  n/gé- 
hri(/ifc/ncnt.  I.cs  racines  de  celle  é(|naLion  caracLérislifUic,  on  des  combi- 
naisons linéaires  de  ces  lacincs,  vérifient  certains  systènics  dN'qiiniioiis  aux 
dérivées  partielles.  IM.  IJpschil/,  a,  dans  son  IMénioiic  de.  1873,  établi  c(;s  sys- 
tèmes d'é(|ualions  aux  dérivées  partielles,  dans  le  cas  de  n  =  .1  et  dans  le  cas 
de  n  =  3. 

Dans  la  première  Partie  du  Mémoire  actuel,  il  établit  à  nouveau  les  systèmes 
d'équations  aux  dérivées  partielles  dans  le  cas  de  n  —  :i  et  de  n  —  3;  ces  équa- 
tions sont  é(|uivalentes  A  celles  du  INIcmoire  de  1H73,  mais  pour  n  ~ '.\  elles 
se  présentent  sous  une  forme  plus  simple.  Il  ('•Lablil  ensuite  les  écpiations  aux 
dérivées  |)arlielles  dans  le  cas  de  n  =  !\. 

Soit  d'abord  n  —  1.  Kn  posant 

on  a 

"  2 

et  les  é(|uati<)ns  aux  dérivées  partielles  dont  il  vient  dèlre  (juestion  sont 


—- h —  o, 

dp,,  ()p,. 


Ces  équations  sont  identiques  à  celles  du  Mémoire  de  1873. 
Soit  ensuite  n  —  3.  Kn  posant 

Gj-3G,=  F, 
2G?-9G.G,+  27G3=E, 

puis 


t. 


on  a,  en  désignant  par  p  une  racine  cubique  primitive  de  l'unité, 
Aj.  =  ^  (  G,  +  p^—  II  -+-  p^^-=  K  )        (  A-  =  1 ,  2,  3  ). 

La  quantité  II  vérifie  le  système  d"é(iuations  aux  dérivées  partielles 

!  H„+ II,, +  1133=0, 

(3)  Ii,H33-H:,  +  Il33H„-H|,-+-H..II,,-II:,  =  o, 

'  S=^H„H«H33=i, 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 


'^P.n  ->■     '^PaU 


t20 
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La  quanlilé  K  vérifie  le  système  d'étjualions  aux  dérivées  partielles  que  l'on 
obtient  en  remplaçant,  dans  le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  pré- 
cédent, la  lettre  II  par  la  lettre  K. 

D'ailleurs  les  dérivées  partielles  K„,^  de  K  s'expriment  ralionnellcment  en 
l'onction  des  dérivées  partielles  H„,,  de  II.  On  a  en  edet 


f.       ,   lS,  =  II.H33-H! 


V\) 


lS.  =  H33ÏI„ 


HaS; 


*^33  =  H„H^^—  Hî,; 


'S3  =  H3,II,,-II.,1I„;       K3,  =  H,JI„-H,,Il3,;       1^,  =  H,3H3,-H33H., 


En  général  les  it^  coefficients  de  substitution  a  dépendent  de élé- 

2 

ments  indépendants.  Ils  doivent  donc  dépendre,  pour  /i  =  3,  de  trois  éléments 
indépendants.  M.  Lipschitz  les  exprime  eiïectivement  à  l'aide  des  5^07  grandeurs 
H„,,  qui  sont  reliées  par  les  trois  équations  (3). 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  (  3  )  sont  équivalentes  aux  équations  (17), 
(18)  et  (19)  de  l'art.  2  du  Mémoire  de  1873, 

Envisageons  maintenant  le  cas  /i  =  4  qui  est  ici  traité  pour  la  première  fois. 
Si  l'on  définit  trois  quantités  -^ ,  OIL,  ^Xd  par  les  trois  équations 

4^2+  OIL^H-  Db^  =  3  Gj  -  2' G,, 
4:;_=01I^+  i^  X^-f-  Olt^  Ob^  =.  3  Gî  —  2*G;  G,  +  2* G,  G, 4-  2*  G:  —  2«  G,, 

.rplLa)î,  =  G?-  2=G,G,+  23  G3, 


on  a,  pour  A- =  1,2,  3, 4, 


.=  ,:[g. 


{/,-_!)  (A- —  2) 


Uh-\) 


(-0 


■C.+  (-o^-'3rL-f-(_i) 


di. 


(5) 


La  quantité  4>^  vérifie  le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 

2    ±4:.X33'C.+-"+^±'Cn-t.  4^33=0, 
■"    S^ll  S^22    V-33   S^i4  '  ' 


OÙ  l'on  a  posé,  pour  abréger, 
P      -   ^ 


àPaa 


•sL  «''  ~ 


àPah 


a^  b  =  1,  2,  3,  4 


OÏL  et  i)b  vérifient  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  tout  sem- 
blables. 

Les  seize  quantités  -i^ah  forment  un  système  orthogonal  et  symétrique,  à 
déterminant  égal  àn-i.  Il  en  est  de  même  des  seize  quantités  0\L^,,  et  des  seize 
quantités  2)b„j,. 

Deux  des  trois  systèmes  4^a;,>  ^^^a/,»  ^'^ab  suffisent  pour  déterminer  ration- 
nellement les  éléments  du  troisième.  Ainsi,  par  exemple, 


(^>) 


^^.^^^C^Pl^c.  (^,^  =  1,2,3,4). 


HHVUK    DHS   IMJliLICATIONS. 


i'i[ 


Comme,  en  j^cticral  Kîs //.' cocITkuciiLs  de  siihsl.iliilioii  a  (l<'|>(;ii(l('.iit  de. 


nia  —  I  ) 


rlt-mciils  indôpondant.s,  ici  les  seize  coefliciciiLs  de  siihsl  iLnlion  a  doivciiL  dé- 
pendre de  six  élérncnls  indépendants.  IM.  Lips<liil,/  détnonlre  (|uc  les  éléments 
de  chacun  des  systèmes  -T  „;,,  '^I^,i/.j  ^^au  «lépeiuient  de.  (jiiatrti  éléments  indé- 
pendants; il  en  résulte  que  les  seize  coelTicients  de  substitution  a  qui  doivent 
dé|)enilre  de  six  éléments  indépendants  ne  peuvent  pas  dépendre  des  éléments 
d'un  seul  des  trois  systèmes  -^„,,,  t)i^„/,.  ^^afn  ''^  "^  peuvent  donc  dépendre 
que  des  éléments  de  deux  de  ces  trois  systèmes,  des  -(^„,,  <:t  des  0I^„,,  par 
exemple,  et  les  quatre  éléments  inde[)cndants  dont  dépendent  les  J^^,,  sont 
nécessairement  liés  aux  (juatre  éléments  indépendants  dont  dépendent  les  OXL^y 
par  deux  relations. 

Pour  démontrer  le  théorème  fondamental  dont  nous  venons  de  faire  usage, 
que  les  éléments  du  système  -^aj,,  par  exemple,  dépendent  de  quatre  éléments 
indépendants,  IM.  Lipschitz  se  place  à  un  point  de  vue  plus  général  et  cherche 
à  déterminer  le  nombre  des  éléments  indépendants  à  l'aide  desquels  s'expriment 
les  coefficients  d'une  substitution  orthogonale  d'ordre  quelconque  n,  symétrique, 
et  à  déterminant  égal  ;\  i.  En  s'appuyant  sur  les  théorèmes  fondamentaux  de 
son  iMémoire  :  Recherches  sur  les  sommes  de  carrés,  Donn,  188G,  il  montre 
que  ce  nombre  est  égal  à 

2  p  (  /i  —  2  p  ) , 

où  p  est  le  nombre  entier  défini  par  ce  fait  que  le  déterminant  caractéristique 


D  = 


31 


22 


de  la  substitution  considérée 


{a  =  I,  2,  ...,n) 


est  égal  à 


{s  —  l)*?(5-hl)"-=?. 


Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  où  il  s'agit  du  système  des  seize 
quantités  -^aiP  système  qui  est  bien  ortliogonal  d'ordre  l\,  symétrique  et  à  dé- 
terminant égal  à  I,  on  voit  sans  peine  que  le  déterminant  caractéristique 


D  = 


est  égal  à 


•C4.  -C         41,3         'C4.+   -« 

{s'--iy={s-iyis-hiY; 


on  a  donc  ;i  =  4»  p  =  i,  et  le  nombre  d'éléments  indépendants  à  l'aide  desquels 
s'expriment  les  quantités  -^a,,  est  par  conséquent  égal  à  4?  comme  nous  l'avions 
annoncé. 

Dans  la  seconde  Partie  du  Mémoire  actuel,  M.  Lipschitz  envisage  la  transfor- 
mation simultanée  de  deux  formes  bilinéaires 

^^y'a-a^        ^'/«^J'a-/.  (  «,  ^^   =  I  ,  2,    .  .  .  ,  /?) , 

a  a,  b 


122 
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dont  la  seconde  csl  ailerncc  cl  où  les  cocfnciciils  q^,^  —  —  7,,^  sont  réels,  en  deux 
formes  semblables,  à  l'aide  de  substitutions  linéaires.  Ce  problème  est  iden- 
tique à  celui  de  la  transformation  du  faisceau  de  formes  bilincaires 


a  (i.  Il 


où  /  dési{>ne  un  paramétre.  Dans  cette  transformation,  le  déterminant 


E(0 


7n. 


joue  un  rôle  essentiel. 

Si  2  ç^  est  le  plus  grand  entier  pair  qui  ne  dépasse  pas  «,  on  a 

E  (  ^  )  =  ^"  +  E,  i"-^  +  E._,  t"-'  + . . .  H-  E^  Vr^"  ; 

on  sait,  d'autre  part  ('),  que  les  racines  de  l'équation  \l{t)  —  Q  sont  ou  pure- 
ment imaginaires  ou  nulles. 

M.  Eipscliitz  étudie  de  plus  prés  ces  racines,  en   se  bornant  au  cas  où   elles 
sont  inégales.  Convenons  alors  de  les  désigner  par 


en  donnant  à  l'indice  /,  lorsque  n  est  impair  les  valeurs 

Il  —  I  11  —  3 

, — >      ...,     — I,     o,     I,      ..., 

2  2 

et  lorsque  n  est  pair  les  valeurs 

n  n  —  2 

' r— '     ••••    —  ^'    +ï'     •• 

2  2 

en  faisant  B^*")  =  0  et  pour  tout  /  dilTércnt  de  zéro 


Il  —  3       n  —  I 
2  2 


n  —  2        n 
2  2 


Elles  vérifient  le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  suivant  : 
Pour  tout  /  diiïérent  de  zéro 

^   \àqj    -         ' 
pour  tout  couple  /,  ni  tel  que  ni  l -\-  ni  ni  /  —  m  ne  soit  égal  à  zéro 


(')  Comparez    IIovestadt,    Ueber   cine    mit    dem   Problem    der   klein.cn 
Schwingungen  venvandte  Aufgabe.  Inauguraldissertation,  lîonn,  1870. 


RRVUH  l)l-:s   IHIUMCATIONS.  i23 

|HHif  (|ii.ili'('  imiicos  iiit''';;iii  \   (|  iiclioïKHits  r/, /y,  r,  (^/, 

hiiiis  CCS  C(|ii;ilions  le  sNiiiltolc  1'  \ciil  diio   (|uc    la    soiniiic   est  él(;n<liic  aux 

n{n  —  I )  ,  •  ,  ,     , 

—     conihiiiaisoiis  de  a  =  i,  2,  .  .  .,  //  cl  de  i;  -—  i,  •.>,  .  .  . ,  a  poiii-  les(iu(;ll(;s 

<(  >  h. 

Pour  «  =  5,  ;>,  .  .  . ,  9,  CCS  mAnics  racines  peuvent  ûtrc  représcnU^cs  en  fonction 
dos  coefficients  donnés  7^,,  à  l'iiidc  de  radicaux  seulement.  Ainsi,  pour  n  —  l\ 
par  exemple,  on  a  |)our  les  quatre  racines  =t  H('),  ±:  !}("), 

+  \/(  7„-+ 73.)'+ (7.,+ 7«)'+ (7.7+^7^0, 

»î^*^  =  \  [v/(7;:^=^77r+(7»-7«)*+(7u-7.)' 

Si  l'on  dclcrmine  en  général,  en  fonction  des  racines  F{ ')  de  l'équalion 
E(^)  —  0,  un  système  de  coefficients  ^*/'  par  les  équations 

B(')  Pi" +7..  Pi'' +.--+7„,  ?',/'-«>, 


7,„?l''+7..?i''+---+B(')p^/)=.o, 


et  un  système  de  coefficients  pj^  '^  par  les  équations  toutes  semblables  obtenues 
en  changeant  en  —  /  les  indices  supérieurs  l  dans  H('>  et  dans  les  ^\[\ 
a=  I,  3,  ...,  /?,  on  voit,  en  se  rappelant  que  les  11  racines  13'^  sont  supposées 
inégales,  que  ^[[^  et  ''(~>\^'\  a  =  i,  2,  ...,  n,  sont  déterminés  à  des  facteurs  con- 
stants près  que  Ton  choisira  de  manière  à  vérifier,  pour  chaque  indice  /  consi- 
déré, la  relation 

Ceci  posé,  soient  t,^,  !^„,  deux  systèmes  de  n  variables  chacun,  où  les  indices  / 
et  ni  sont  fixés  comme  il  a  été  dit  plus  haut  pour  /;  envisageons  la  substitu- 
tion linéaire 

^    —  V  0,01)  y-     . 

/n 

M.  Lipschitz  démonlrc  (jue  par  cette  substitution  le  faisceau  de  formes  bili- 
néaircs, 

i^  r«-",. -^^  7. ^  ;-„-/, 

ft  II,// 
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se  transforme  en  cet  autre  faisceau  de  fornnes  bilinéaires 


^2;-n/-^-I]i5^'-^u^-n 


(|ue  Ton  peut  nommer  Jaisceau  normal.  Ce  résultat  est  analogue  à  celui  fiui 
a  été  obtenu  dans  la  ])remière  partie  du  Mémoire  actuel  pour  la  ti-ansformation 
d'un  faisceau  de  formes  quadratiques. 

L.  Kronecker.  —  Sur  les  systèmes  orthogonaux.  (520-54  i). 

Les  éléments  «.^  {i,  k  =  i,  2,  . . , ,  /î)  de  tout  système  symétrique  (ci-,.)  peuvent, 
lorsqu'ils  sont  réels,  être  mis  sous  la  forme 


a..  = 


1 


Pn^iu^hki 


où  les  nombres  p  et  c  sont  réels  et  où  les  nombres  réels  c  sont  les  éléments 
d'un  système  orthogonal,  ce  qui  est  mis  en  évidence  par  les  relations 


(0 


ou 


^  CgiC,u  =5^./,        (5^,  /i  =  ^  2,  . . . ,  /i  ), 


i  =  l 


I         et        5;.==o        ig<h). 


Pour  que  le  système  symétrique  («,;)  soit,  en  outre,  orthogonal,  il  faut  que 
l'on  ait 


^  «,>«,,=  S,.,        {r,s  =  j,A,  ...,n). 


i  —  \ 


En  tenant  compte  des  relations  (1),  on  voit  que  les  nombres  p)^  sont  tous  égaux 
à  l'unité.  Il  en  résulte  que  les  éléments  a-^  d'un  système  symétrique  ortho- 
gonal quelconque  à  éléments  réels  (le  système  unité  excepté)  sont  de  la  forme 


g  =  tn 


h  ^n 


(-0 


^..'•^.^- 


C,.;C 


hi'-hk 


(i.  A-   =  T,   2,    ...,/0, 


^■==1 


//  =  ;»  4-  1 


OÙ  m  est  un  des  entiers  i ,  2,  . . . ,  /i  —  i  et  où  les  n-  nombres  c  sont  les  éléments 
d'un  système  orthogonal.  En  tenant  compte  des  relations 


li  =  n 


0.,C/,^=  0,^. 


(/,  A-  =  I,  2,  ...,«), 


Ii:=m  -^  1 


on  voit  que  l'on   peut  aussi   mettre  les  éléments  a-,,   d'un    système  orthogonal 
quelconque,  à  éléments  réels,  sous  la  forme 


(:>) 


<7.,   =  —  0 


C..:C^ 


{i,k  ^1.2,...,/?). 


UKVlîl':   I)i:S  PLBLICATIONS.  i2'> 

(  )n  tlcdiiil  aussi  des  rclaliftns  (  •  )  (juc  les  ('IriMcrils  a  ^^  diiii  syslùmc  symcUiquc 
orlhoRoii.il  (ni(l(  iMKiuc,  à  rlriiMMils  n'cis,  sont  Ic-s  cocfficieiils  d'une  forme  <|ua- 
diali(|iic  ohlciuu;   par  I  laiisloiiiial  inii  orl  li<»i,'(»iial('  i\r  la  foitin;  rinadialique 

(  4  )  rî  -t-  r  !  -i-  •  •  •  -t-  y  m  -  r  ;«+ 1  -  r /'«+ 2  —  •  •  • — r«> 

rr  (|iii  iiHl  liicii  en  évidence  que  ces  syslùmes  (  r/,,j  )  fortiienl,  une  variété  d'ordre 
1)1  {il  —  /ti  ),  comme  M.  Lipsrliilz  l'a  déjj'i  démontré. 

Une  Iransformalion  orlliof,'onnle  de  la  forme  (/|),  pour  !afju(;llc  la  somme  des 
m  carrés  positifs  cl  la  somme  des  {n  —  /;/ )  carrés  néf^alifs  sont  transformées  en 
elles-mêmes,  ne  peut  manifcstemenl  pas  donner  de  nouveaux  systèmes  (a,-^). 
M.  Kn)nerker  déduit  ce  fait  directcntent  des  relations  (■>)  et  plus  simplement 
encore  des  relations  (3). 

On  montre  aussi  sans  peine  (|ue  pour  obtenir  tous  les  systèmes  symétriques 

orthogonaux  à  éléments  réels,   il  suffit  d'envisager   dans  les  équations  (3)  les 

ni{m  +  \).., 
ystemcs  (c    )  formi^s  par  les éléments 


sv 


l<  ^-  gi  g-^'^   ■■■,  rri 


et  par  les  m{n  —  m)  éléments 

g  =  1,  2,  ...,  m 


S'^         \  r  —  f)i  -h  i  ^  ni  -+-  2, 

On  peut  se  représenter  les  m{n  —  m)  derniers  éléments  comme  des  variables 

.    w              .           ,      m(m  +  i)  .        ,,,         ^  If.-  I 

indéterminées  et  les  — -^ premiers  cléments  comme  des  ionctions  de  ces 

variables  indéterminées.  Et  l'on  voit  ainsi  de  nouveau   que  les  systèmes  (a-,.) 

forment  une  variété  d'ordre  m{n  —  m). 

j            ,    I      (M-    r         •           ,      m  (  ;n  -^  I  ) 
Envisageons  maintenant  le  système  de  modules  J\L  forme  par  les 

éléments 

p  =  n 

'g,  h=  1,  2,  ...,  m 


V+^ 


^"  '■/'       V  g>h 

où  les  (V  désignent  des  indéterminées.  Si  nous  posons 

g  =  tn 

(  ^^  )  i',„i  =  -  ^,,^  +  2  ^  <v„p  w^^        ip,  q  =  1,  -2,  ...,  n), 

il  est  manifeste  que  l'on  a,  pour  rj  =  i,  2,  . . ,,  n  et   pour  r  .-.=  1,5,  ,  , , ,  n,    les 
congruences 

p  =  n 

^";,/V'--S'-        (moddOli), 
P  =  i 

qui  montrent  que  les  nombres  w     forment,  suivant  le  système  de  modules  OTL, 
un  système  symétrique  orthogonal. 
Bull,  des  Sciences  matliém.,  i'  série,  t.  WII.  (Septembre  189.3.)         H.  10 


,^6  SlîCONDi:   PAUÏIE. 

Si  l'on  remplace  les  «^  par  des  nombres  complexes  c  vérifianl  les  équations 

p  m 

(7)  XS;'%=V         (é','^-'^^'---''^)' 
P  =  i 

tous  les  élémenls  du  système  de  modules  DXL  se  réduisent  à  zéro  et  la  con- 
eruencc  (0)  devient 

"  p  =  n 

(8)  2] ''/"''''"•""  "'''•' 

(9)  «..,  =  --V/+'-^  Z  "^^'Z' ''=''• 

Le  système  dont  les  éléments  sont  «,„,(/?,  ^  =  i,  2,  ...,  /i)  est  donc  un  système 
symétrique  orthogonal  («„„)  à  éléments  complexes.  M.  Kronecker  démontre 
qu'en  prenant  successivement  pour  les  systèmes  de  nombres  complexes  c  ceux 
qui  vérifient  les  équations  (7)  et  en  définissant  chaque  fojs  les  a,„,  par  les 
équations  (9)  on  obtient  tous  les  systèmes  symétriques  orthogonaux  (a,,,,)  a 
éléments  complexes.  A  cet  eiïet,  il  suffit  de  montrer  que  les  éléments  com- 
plexes «,,  d'un    système  symétrique  orthogonal  {a.,)  peuvent  eux  aussi  être 

mis  sous  la  forme 

li  =  /i 

a.,=  ^/?,C;,,c,,,.         (i,  A- -1,2,  ...,«). 
h  =  \. 
tout  comme  les  éléments  réels  a,,  de  tout  système  symétrique  (a,,),  orthogonal 
ou  non;  car,  une  fois  ce  fait  établi,  on  en  déduit,  comme  dans  le  cas  des  e  e- 
rncnts    a,  réels,  que  les  éléments  «,,  d'un  système  symétrique  orthogonal  a 
éléments'complexes  peuvent  être  représentés  par  les  équations 

g  -/Il  h  —  n 

gznzi  h  =  tn  +  l 

OÙ  les  nombres  c  sont  les  éléments  d'un  système  orthogonal. 

On  observera  toutefois  que  ces  nombres  c  ne  s'expriment  pas  rationnelle- 
ment par  les  nombres  «,,.  Si  l'on  demande  de  former  tous  les  systèmes  symé- 
triques orthogonaux  («,,)  dont  les  éléments  «„  fassent  partie  d'un  domaine  de 
rationalité  donné,  il  suffit  de  choisir  arbitrairement  parmi  les  grandeurs  du 
domaine  de  rationalité  imposé  mn  grandeurs  6,,  telles  que  l'on  ait 

v\    A        n  /S'.'^  =  ''2,  ...,m\ 

et  de  déterminer  ensuite  les  n^  éléments  a,,  en  fonction  de  ces  grandeurs  b,  à 
l'aide  des  n-  équations 


(/,  A  =  I,  o,  ...,/?). 


=  1 


UHVi:  \i  hi'is  l'i  UMCA  rioNS.  17.7 

,       .                   1           i •  •             s         ,     ,  .   //i  (  /n    -  i)  I     •  • 

Le  iiuiuhrc  des  ((inal  iniis  de  romlilioii  (  m  )  csl  cf^iil  ;i  ;  on  |iriil  choiMr 

...  ,        ,  .  •         •  Il  ///(///-    I  )      , 

(trhit  rancnicnt   les  /-»,,   on  ^  _i,  <|'"  S""'  '"'   noriinif  de  //i/i  ;   l(;s 

,     /7J  (  »i  —  I  )  ,  , .  .     ,  , 

;mlics/>     (iiiisoiil  ,111  rioiriliic  de soiiL  Jilors  dcUrtriitics  n;ir  les  ('<|ua- 

-'    '  2  ' 

,      .                ,          •                      mi  m  —  I  )  .  f  ■     I 

tions  (ro)  (|iii    dc\  icDiiciil    hncdircs  on  rcs inconniirs;  loniciois   \r. 

choix  arliil  r;iii('  des  luiMiiicrs  h     doiLêlrc;  (ail    Ici  <|iic  riiii  ati    moins  des  d(';lcr- 

minants  d'ordre  ///   l'orme'-  à  l'aide  (les  tnn   nombres  h^^-  soil   dillVicnl   de;  7,(':ro. 

...         ,  ,  ,  •      ,  • .          .    /«  (  m  -I-  1  )    ,  /ti(  m  —  i) 

^1    Ion   donne   des    valeurs    pari icnlieres   a des   /nn — 

2  2 

i;randcnrs  ar!)iliaircs  h ,^,  on  ne  restreint  aucunetnenl,  la  ge'rw'ralité  dii  |)r(d)lème. 

I                ,        ,       m  { m  —  I  )  ,  ,  ,  , , 

()n    peut    par    exempn^    |)rendie    les  grandeurs  />„,,    ponr  lesquelles 

g  <  i  -  ni,  éi^ales  à  /éro  et  les  m  grandeurs  /;,,,  h^^,  . . .,  />,„^,  éf,'alcs  à  l'unité,  en 
laissant  indélerniinées  les  /n{/i  —  m)  autres  />„.  pour  lesquels  on  a  if  > /?i.  F^es 
(|uantités />  sont  alors  délcrniinécs  univoquement  en  fonction  des  (|nantités  rf  et 
l'on  obtient  par  suite  chaque  système  syniétri(|ue  orthogonal  (rt.^)  une  et  une 
seule  fois  par  les  é(iuations  (ii). 

fj.  Bruns.  —  Sur  le  problème  des  perturbations  séculaires.  (543- 
545). 

Imaginons  le  système  de  points  matériels  forme  par  les  centres  de  masses  du 
Soleil,  des  planètes  et  de  leurs  satellites.  Considérons  le  mouvement  du  centre 
de  masses  a  de  chaque  satellite  relativement  à  sa  planète,  et  le  mouvement  du 
centre  de  masses  a  de  chaque  système  partiel  planète-satellites  relativement 
au  Soleil.  Ces  mouvements  relatifs  peuvent  être  envisagés  comme  des  mouve- 
ments elliptiques  à  éléments  variables.  Soient  «^^  le  demi-axe,  9,,  Texcentricité, 
I,^  l'inclinaison,  Ç^^  la  longitude  du  nœud  ascendant  par  rapport  au  plan  choisi 
comme  fondamental,  w^  la  distance  du  péricentre  au  nœud  et  M^^  l'anomalie 
moyenne  d'un  point  considéré  a.  En  prenant  pour  W^,  et  ^\\  successivement 


a  \        a' 

'  o 


A-„v/^C0S'f,^, 

A„v/««cos'-?„cosI„, 

on  h\^  est  une  constante  qui  dépend  de  la  masse  du  système  dont  a  est  le 
centre  de  masses,  on  peut  écrire  les  équations  difrércnliellcs  du  mouvement 
des   points  a  sons  la  forme  canonique 

cl\\„  _  c)(T-U)  cUv^  _  _  âjT  ^  U) 

dt     ~        ôw,^       '  dt    ""  (J\\\ 

où  T  est  la  force  vive  et  U  la  fonction  des  forces  du  système  considéré. 

Ceci   posé,    changeons  dans  le   plan  fondamental   la  direction  de  la   droite  à 


,a8  SECONDii    PAUTIE. 

paiLir  tic  laquelle  nous  coniplons  les  longitudes;  les  clérnenls  a^,  -f^,,  I^,,  o),^, 
M^  ne  changeront  pas;  tous  les  éléments  Q^  augmenteront  d'une  même  quan- 
tité positive  ou  négative;  d'ailleurs  T  —  U  ne  change  manifestement  pas;  on  a 
donc 


donc  aussi,  à  cause  des  é(|uations  canoniques, 

2  (  k,^  v/«a  cos  9„  cos I,,  )  =  o, 


cl 

'dt 
a 
c'est-à-dire 


(2)  ^(A-„v«aCOS9^cosI^)r^  const. 


Dans  le  problème  des  perturbations  séculaires,  on  développe  T  —  U  en  série 
trigonométrique  et  l'on  néglige  dans  ce  développement  l'ensemble  des  termes 
qui  dépendent  des  M^.  Mais  alors  les  a^  sont  des  constantes  et  d'autre  part  le 
premier  membre  de  l'équation  (2)  (qui  a  toujours  lieu)  est  un  maximum 
pour  9^=0,  Ij^  =  o.  En  appliquant  le  raisonnement  bien  connu  de  Lcjeune- 
Dirichlet,  on  en  conclut  que  si  les  9  et  les  I  ont,  à  un  certain  instant,  des  va- 
leurs suffisamment  petites,  ces  quantités  restent  toujours  petites. 

C'est  peut-être  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent,  mais  applicable 
au  système  planétaire  lui-même  dans  toute  sa  généralité  que  Lejeune-Dirichlet 
avait  démontré  la  stabilité  de  ce  système. 

J.M. 


ANNALES  DE  LA  FACULTÉ  DES  SCIENCES  DE  TOULOUSE. 

T.  III,  année  1889  ('). 

Lep;'oux  {A.).  —  Atlraclion  d'un  ellipsoïde  homogène,  ou  com- 
posé de  couches  homogènes,  sur  un  point  extérieur. 

I.  Pour  calculer  l'attraction  exercée  par  une  couche  comprise  entre  deux 
surfaces  ellipsoïdales  homothétiques  et  concentriques  dont  nous  désignerons 
l'une  par  (E),  P  étant  le  point  attiré,  0  un  point  intérieur  à  la  couche  atti- 
rante, l'auteur  cherche  d'abord  quelle  doit  être  la  position  du  point  G  pour 
qu'il  jouisse  de  la  propriété  suivante  :  tout  cône  élémentaire  de  sommet  O  déta- 
chera dans  la  couche  attirante  deux  masses  telles  que  les  forces  attirantes  qui 
leur  correspondent  aient  leur  résultante  dirigée  suivant  PO.  Le  point  O  cherché 
est  à  l'intersection  du  plan  polaire  du  point  P  par  rapport  à  rdlipsoïde  (E),  et 
de  la  normale  en  P  à   l'ellipsoïde   homofocal   de  (E)  tiui   passe   par   le  point  P. 

(')  Voir  liulletin.  \III_,.  p.  ij(J-iG(i. 
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l/<iiilt'ii  r   iclidiivc  piif  un  Ciili  iil  cli-;;;!!!!    lo   cniiiposiuilts  de    hi  loicc  ;illiMCLive 

éléincnl.iirc  déjà  Iioiin ('ts  |iiir  Chaslcs  |i;ir  une  inclluxlc  purcinenl  g(;oin('îlri(juc; 

11.    Klanl    (l(inM(''    un  l'Ilipsoïdc   d'axes    \,   15,  ('.,  ('(itriposé   de  ronclios  liornof^èncs 

liinilrcs  [)ar  des  ellipsoïdes  lioinollu'l  i(|nes  cl  eoneeni  iir|iies  an  \)ir.u\'icr',  /,  g,  h 

élanl   les  ((Kddninu'es  <le   1*   par  ra|»p(nl    aii\    a\(>^  de    relli|)S()ïdc,  \,i  eornposanlC 

sui\anl    l'axe  ()\   de  l'alliaelinn  di-    l'ellipsoïde  sni'  le  [loinl    I'  esl   donnée  par  la 

fonnnle 

A 

V        r     ur  r    C ^'  ^ n'élu 

. 'o       ^[\'-hu'{li'-  A')][A='H-aMC*~  A»)J 

A,  étant  raeinc  de  récjnalion 


A?        AÎ+IJ^-A^        A;-|-G^-A-^ 

p  étant   une  fonelion  de  u  qui   désigne  la  densité  des   difTércntes  courlies  atti- 
rantes. Si   le  point  attiré  est  sur  la   surface  externe  de   l'ellipsoïde,  — -  =  i  ;    si 

l'ellipsoïde  est   liomogènc  et  de  révolution.  l'intégration  s'eiïectue    immédiate- 
ment. 

Stouff  {À\).  —  Sur  certains  groupes  fuchsiens  et  sur  une  exten- 
sion de  la  théorie  des  formes  quadratiques.  (B,   i-:>,(S). 

I.  Soit  un  système  de  modules  composé  de  nombres  premiers  entre  eux  deux 
à  deux.  Soit  L  leur  produit;  soit  I*^  un  produit  de  modules  où  chacun  d'eux 
n'entre  pas  plus  d'une  fois  comme  facteur,  et  P'i  le  produit  des  autres  modules- 
Les  substitutions  représentées  par  la  formule 


aP.^  +  L 


Y^  +  8P. 

où  P-a5  —  P/ ?T  —  ^  forment  un  groupe,  a,  p,  y,  6  étant  des  entiers.  Si  H  et  G 
sont  deux  groupes  ainsi  définis,  pour  que  H  contienne  G,  il  faut  et  il  suffit  que 
chacun  des  modules  de  G  soit  un  produit  des  modules  de  H,  chacun  de  ces 
derniers  n'entrant  qu'une  fois  comme  facteur,  et  que  le  produit  des  modules 
de  G  soit  égal  au  produit  des  modules  de  H.  Alors  G  csl  sous-groupe  distingué 
de  H. 

II.  Quand  les  modules  sont  des  nombres  premiers  absolus,  le  groupe  admet 
un  nombre  yZ/«i  de  substitutions  fondamentales.  Les  substitutions 

(:;,^  +  L)         et         (^,  P,R,^ ^^^-T-V 

où  l\-f.  prend  toutes  les  valeurs  inférieures  à  P/  et  premières  avec  ce  nombre, 
et  où  Y\i/^  est  un  nombre  choisi  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

p..h,,h:a-  =  i      (mod  p;-), 

forment  un  système  fondamental.  Ces  substitutions^  suffisantes  pour  engendrer 
tout    le   groupe,  ne  sont    [)as  en   général    toutes  nécessaires.  Elles  se  ramènent 
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deux    à   deux    I'iiik;    ;i    r;iiilrc.  On    pCiiL   rnètne   pousser    plus   loin    lii    réduclioii 
comme  le  montre  M.  Sloudsui"  un  exemple  nninéii(|ue. 

III.  Klaiil  dorme   un   groupe;  délini    par  ses  modules,  iM.  Slouiï  considère  une 
expression  d(>  la  forme 

a  x^  +  h  V  -xy  +  c  Ly, 

où  a,  0,  c  sont  des  entiers  tels  (|ue  a,  c,  b\\  n'aieriL  pas  de  facteurs  communs, 
et  où  Xj  y  sont  respeclivcmcnt  de  la  forme 

•^0  ^^  Yn  <'''"'t  entiers.  1*,  dt''sif;ne  le  plus  ^rand  produit  de  modules  (jui  divise 
le  coefficient  de  xy,  n  l(;  plus  ^'rand  commun  diviseur  de  b  et  de  1*/.  Une  telle 
forme  s'appellera  forme  (juadratitjue  altachée  au  groupe  donné.  La  substi- 
tution à  deux  variables 

cLq-x-h'^hy 
X,  - 


Y  .27  +  ùQ.y 
7' 


''   r^  +  sQ.  /' 

étant  une  sul)stitulion  du  groupe  donné,  transformera  la  forme 

ax'-h  bP-xy  -+-  cLy- 

cn  une  autre  qui  sera  dite  équivalente,  dans  laquelle  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  le  multiplicateur  de  P-xy  et  P',  est  encore  cr,  et  qui  aura  même 
discriminant  DP-. 

On  nommera   classe  l'ensemble  des  formes  équivalentes  à  une  forme  donnée, 
D,  n  et  P-  sont  les  mêmes  pour  toutes  les  formes  d'une  classe. 

M.  StoufT  s'occupe  ensuite  de  représenter  un  nombre  entier  donné  ni  par  une 
forme  donnée 

m  =  aq^xl^  bP.x,y^-h  cq'jyl. 

IV.  Le  nombre  des  classes  de  formes  pour   lesquelles  D,  a  et  P-  sont  donnés 
est    limité;   pour   le  démontrer,  M.  StouU'  part  des  considérations  suivantes  : 

étant  donnée  une  substitution  l     '  '^  |    telle  que   >vp  —  ixv  =  i ,  appelons   (B)    le 

/a    3  L \ 
groupe  de  ces  substitutions.  Considérons  le  sous-groupe   (A),  (     '  '""^s    )  tel  que 

ao —  [âyL  =  i.  A  une  substitution  du  groupe  (B)  on  peut  faire  correspondre 
une  substitution  du  groupe  (A)  telle  que  le  produit  de  la  première  par  la 
deuxième  appartienne  à  un  certain  système  fini  dit  système  de  représentants 
du  groupe  (B)  dans  le  groupe  (A),  système  déterminé  comme  il  suit  :  i°  si  p. 
et  L  sont  premiers  entre  eux,  le  produit  des  deux  sul)stilulions  sera  de  la  forme 

I  .    )'  '"  '-'^'^'^•^  w  nombre  compris  entre  o  et   L;>"  si   a   et  L  ont    un  plus 
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/  a,  —  d\ 
n»mmin»  diviseur  r/,  le  |)rii(hiil  des  (Itii  \  siiltsi  il  ni  khis  sci;i  de  l.i  loriiu;  (  I 

/•    (■•l;ml    ((Miiinis    tiilrc    «>   »l    I.,  coiiiiru    à   i   (  niod  </),        »'liiiil    rii\iiiil-<l(;niièrc 

réduite  de  la    iVael  ion  — !— — — --  Ar\r\n\)\)rr.    eu    liaeliou  eoiiliiiue.  Cela    pose-,  ou 

ohlieiil  des  représeulaiils  de  joules  les  rlasses  de  formes  pour  les(|U(dies  I),  l\ 
cl  n  sont  douiu's,  en  formaul  dans  le  sens  «)rdiuaiie  loiiles  les  rôduiLcs  de  dé- 
terminanl  I)l\,  donl  le  uoiuliie  est  fini,  eu  lianslornianl  ces  réduites  par  tous 
les  représentants  du  j^roupe  (!i)  dans  le  {,'r()upe  (A),  et  eu  prenant  parmi  les  formes 
obtenues  celles  dont  le  second  coefficient  est  divisible  par  ctI*,,  et  le  troisième 
par  L.  Il  est  possible  (|ue  l'on  obtienne  ainsi  à  la  fois  plusieurs  représentants 
pour  une  même  classe.  M.  Slouiï  donne  le  mo^en  (!<■  reconnaître  si  deux  repré- 
sentants sont  écjuivalents  ou  non. 

V.  M.  StoulT  indi(|ue  un  procédé  pour  connaître  le  nombre  des  classes  sans 
être  obliiïé  de  fornierdcs  représentants  de  eluujue  classe. 

VI.  INI.  Slouiï  se  |)ropose  ensuite  la  reciicrche  des  points  sin-^uliers  offerts  par 
l'équation  fuchsienne  qu'cn}^endre  un  groupe  donné  par  ses  modules.  Une  sub- 
stitution de  période  n  peut  être  caractérisée  par  l'équation  de  ses  points 
doubles.  Toutes  les  substitutions  qui  correspondent  à  des  formes  d'une  même 
classe  ont  des  points  doubles  homologues  les  uns  des  autres  dans  le  groupe 
donné,  et,  par  suite,  correspondent  à  un  même  point  singulier  de  l'équation 
fuchsienne. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  forme 

avec 


^k(à'P,l\-  f^acp)  =-  ^s\n^l 


dans  laquelle  P-  et  P^.  sont  des  produits  de  modules  did'ércnls,  0  étant  premier 

P' 

avec  ~ -,  on  peut  l'identifier  avec  le  premier   membre  de  l'équation  des  points 

doubles  d'une  substitution  telle  que 

aP.z  +  ^L\ 

Y2-f-ûP.  y' 

les  nombres  a,  [â,  y,  Ô  que  l'on   trouve  ainsi  n'auront  de  valeurs  entières  que 
pour  n  =  00,  2,  3,  4,  6.  M.  Stouff  examine  en  détail  chacun  de  ces  cinq  cas. 

VII.  M.  StoulT  indique  plusieurs  généralisations  de  la  théorie  précédente  : 
1°  Imaginons  un  système  de  /■  substitutions  linéaires  à  coefficients  entiers  et  à 
déterminant  i 


(0,  qi^)) 


(1  —  1,2,  .  ..,  r), 


puis  /•  systèmes  de  n  nombres  entiers  tels  que 

a\'i,    a('),     ...,    a\i^  (^  =  «,2,  ...,/•), 

a;''rt(')...«l/'  =  L;', 

qu'on  nomme  systèmes  de  modales. 
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Les  modules  d'un  même  système  sonL  premiers  entre  eux  deux  à  deux.  1'/', 
P'^',  ...,  py  désignent  des  produits  de  modules  correspondants,  chacjue  mo- 
dule ne  pouvant  fifi;urer  plus  d'une  fois  dans  le  produit  correspondant.  Soient  A, 
n,  r,  A  des  entiers   satisfaisant   aux   conditions  suivantes 

AA-nr  =  vy>,  v^/\  ...,  py. 

A  -4-  A  2  r  m('')  /i(')  H-  (  A  —  A  )  [  «('■)/?('■)  +  m(')  qi'i  ]  —  '^  lî  p<^^  7^ 


et 


pii'i  p{il 

j  j 

sont  entiers  et  de  mùme  parité; 

r  /?(')-  +  (  A  —  A  )  /i(')  7(')  —  H  7<'i- 

est  divisible  par  L(')  ii  —  i,  2,  ....  /*).  — ,  sera  l'expression   générale  des 

^  '      ''      r(;3)4-A  ^  " 

substitutions  d'un  groupe. 

2°  On  peut  remplacer  les  nombres  entiers  par  des  nombres  complexes  de  la 
forme  a  -+■  bi,  a  et  b  étant  entiers. 

Lercli.  —  Sur  certains  développements  en  série  trigonomé trique. 
(Extrait  d'une  lettre  de  M.  Lorch  à  M.  Appell).  (C,  i-i  i). 

Il  s'agit  de  la  série 

;»  :=:  -H  00 
^'{X,S,U)=        ^         ^ -\ 

«7  =  -  00  [{x  —  m  y-\-  u  Y 

X,  u,  s  sont  des  quantités  réelles;  la  quantité  ^^{x)  +  u  est  positive,  êV{x) 
désignant  la  plus  petite,  en  valeur  absolue,  des  quantités 

{x — m)  (  m  =  o,  ±  I,  ±  2,  . . .). 

s 
Enfin  la  puissance  {{x  —  /»)^+  u]'^  est  prise  dans  le  sens  arithmétique. 
Lorsque  s  — i  est  positif,  ainsi  que  u,  on  a  la  formule  qui  suit 

T.~  -^vi-  s\^'{x,  s,  u)  —  1"  ( ]it        -     "^  ^    \,    '^'"  C0S2/î7rX, 

--s 


«  =  1 
en  posant 

TZ' n'     .y  — 3 


L'intégrale  rAo„  est  une  fonction   transcendante  entière  de  la  variable   com- 
plexe s,  en  sorte  que  la  difTérence 

.V  —  I 

tt"!  r(;^  s)  ^{x,s,  i()  —  r(^~)u~~^ 

est  une  fonction  transcendante  entière  de  la  variable  s,  résultat  remarquable, 
puisque  la  fonction  ^  n'était  définie  c{uc  [)()ur  les  valeurs  de  s  dont  la  partie 
réelle  est  supérieure  à  l'unité. 


urvuK  i)i<:s  i'Uiji.ications.  its 

l,";mlfiir  s'occnitc  ciisiiilc  dit  (■;!<  ]);ii'l  ictilici' i»ii   //        m.   Il   iiimilic  (|ii'uii    a 


lin.     l  „       I'(  '        "M  {~ny-'; 


iM  (l;ins  le  (Ms  <»ii  s  es!   ii('::alif 


//        so 


lim  y 4.,,  r  --'W'  ■  y — 

/;       I 
Il  (Ml  coiirliil .  (Ml  posant 


w  -1 


'^  (•()S2/nra7 


V,  \-<    (•()S2i 


n  =  l 

la  formule 


en  supposant  la  pailic  réelle  de  .s  négative. 

D'autre  part,  pour  les  valeurs  de  5  supérieures  à  l'unité  et  pour  les  valeurs 
réelles  de  x  qui  ne  sont  pas  des  nombres  entiers,  on  a 

lim  rf  {x,  s,  a)  —     / 


11  =  0 

»7  =:  —  50 


^^    {x  -h  m  y 


Soit  <l>(x,  5)  la  fonction  analytique  de  la  variable  complexe  s  définie  par  cette 
série.  Si  l'on  pouvait  démontrer  l'identité  de  cette  fonction  *l>{x,s)  avec  celle 
qui  est  donnée  par  l'expression  lim  i^{x,s,  u),  (5<o),  on  en  déduirait 

T(^s\<l^{x,s)  =  2r(^l^^-"'~^'^{x.i-s), 

formule  exacte  qu'on   peut  vérifier  en  appliquant  la  méthode  dont  s'est  servi 

Riemann   dans  son   Mémoire  sur   la    totalité    des    nombres   premiers  moindres 

qu'une  limite  donnée  {Œuvres,  p.  i36). 

L'auteur  termine  par  la   démonstration  de    la    formule  suivante  :  Soit  E{x) 

un  entier  tel  <|u'on  ait 

G  <.  X  —  E{x)  <  I. 

/n=Zao 

Posons  Jl(.r,  s)  —  >         ■; -• 

//i  =  -  E  (  .r  ) 
On  a 

/  -s 

„,      ^  "-*  COS     2/171 J7 

:^  r  (  *  )     \^  \  2 

Jl(X,  1-5)  ^   — -^^     >       ^ 

^    '         '       {•>.Tzy  ^^  iv 

nszl 

Si  l'on  pose  x—  ^»  a  <  [i   étant  deux  nombres  entiers  positifs,  celle  formule 

nous  donne  les  relations  remarquables  dues  à  INI.  Ilurwilz  {Zcilsclirifl  de 
M.   Schlomich,  t.  WVII,  p.  HO),  c'est-à-dire    les  relation?  contenues  dans    la 
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formule 


en  posant 


r=  I 
m  —  ce 


/(»!'•.?)=  I  ,-7T^ 


'^.  i« 


in=:0 


{r  -h  m^) 


Andoyer.  —  Sur  un  j)roblcme  de  Géométrie.  (D,  i-6). 

Si  l'on  considère  les  systèmes  de  coniques  qui  touchent  en  quatre  points  une 
quartique  à  un  seul  point  double,  d'après  Clebsch  {voir  §  11  d»  Vil"  Livre  des 
Leçons  sur  la  Géométrie)  le  nombre  de  ces  systèmes,  qui  est  32,  se  réduit  à  3i, 
si  l'on  considère  seulement  les  coniques  proprement  dites  :  le  82"  système  est 
composé  de  toutes  les  droites  du  plan  comptées  chacune  2  fois.  Parmi  ces  3i 
systèmes,  il  y  en  a  3o  qui  contiennent  chacun  4  couples  de  tangentes  doubles^ 
chacune  des  16  tangentes  appartenant  à  i5  de  ces  systèmes.  Quant  au  Si"  système, 
Clebsch  dit  qu'il  contient  les  G  tangentes  à  la  courbe  issues  du  point  double, 
comptées  chacune  2  fois. 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  LXXXVII  des  Sitzungsberichte  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Vienne,  M.  Amescder  affirme  qu'il  est  impossible  que 
le  3i"  système  soit  composé  de  coniques  proprement  dites^  lyiais  qu'il  doit 
être  identique  au  32"  système. 

M.  Andoyer  se  propose  de  montrer  que  ce  3i''  système  se  compose  des  droites 
passant  par  le  point  double,  comptées  chacune  2  fois.  Le  nombre  3i  des 
syslètncs  de  coniques  de  contact  doit  donc  être  réduit  à  3o.  On  met  ainsi 
d'accord  les  formules  de  Clebsch  avec  celles  de  M.  Cayley.  De  même  le  nombre 
des  systèmes  de  coniques  de  contact  pour  une  quartique  à  2  points  doubles  est 
i3,  et  non  pas  i5;  les  deux  autres  systèmes  indiqués  par  Clebsch  sont  les  fais- 
ceaux de  droites  issues  des  points  doubles  et  comptées  2  fois.  Pour  une  quar- 
tique à  3  points  doubles,  le  nombre  des  systèmes  de  coniques  de  contact  sera 
4  et  non  7;  les  3  systèmes  à  supprimer  sont  les  faisceaux  de  droites  comptées  2 
fois,  ayant  pour  sommets  les  points  doubles. 

Cosserat  {E .).  —  Sur  le  cercle  considéré  comme  élément  géné- 
rateur de  l'espace.  (E,   1-8 1  ). 

L  L'ensemble  de  deux  points  s'appellera  un  double  point.  On  appellera 
couple  le  système  formé  par  l'ensemble  d'un  double  point  et  d'une  sphère 
passant  par  ce  double  point,  et  couple  simple  le  système  formé  par  l'ensemble 
d'un  point  simple  et  d'une  sphère  passant  par  ce  point. 

Imaginons  une  circonférence  C  et  un  point  1*  du  plan  de  cette  circonférence, 
puis  tous  les  couples  tels  que  les  sphères  passent  par  C,  et  que  les  doubles 
points  soient  situés  sur  C,  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  chaque  double 
point  passant  par  P;  quatre  de  ces  couples  sont  dits  en  relation  harmonique 
si  le  rapport  anharmoniqiic  des  quatre  sphères  est  égal  au  rapport  anharmo- 
nique  des  droites  des  quatre  doubles  points.  Il  faut  deux  paramètres  pour  dé- 
finir l'un  (le  ces  couples.  Donnons-nous  une  relation  entre  ces  deux  paramètres; 
les    couples    correspondants    forment    une    corrélation.   Si    m    doubles    points 


(•(>rrts|iiiiiilriil  ;"i  une  spln  ic,  cl   ;j.  s|ili(rcs  ii  un  (IdiiMi-  |Miiril,  «m  dil  (|iic  l;i  corrc- 

Lilioii    l'i'/'   fsl    (lu   /// ordre  cl    dr  l:i  ;x'""'"  c.liissc.  (Miiilic  couples   d'iiiic   corré- 

hilioii  1";  soiil  cil  rcliilioii  iiiili;irmoiii(|iic,  et  rcciproqucnicnt  les  coii()le.s  (|ui  sont 
en  rcl.ilion  iiiiliiirnioiii(|iic  ;ivcc  I lois  couples  (ixcs  (înfîcndrcnl  nne  corrélation  PJ, 
i|n'on  ;ip|tcllc  anssi  corrcldlion  (inli<irm<tni(/ii<;.  Deux  corrélations  T^  ,  V^^  ont 
CM  coiiiiiiiiii  (///;j.'-l    m' \i)  couples. 

Siip|»osons  (|iie  la  circonférence  C  fasse  partie  d'une  surface  cerclée.  Toute 
sphère  passant  par  C  louclie  la  surface  en  deux  jjoinls  de  C  Les  droites  des 
doubles  points  de  ci>nlart  concourent  en  iiii  point  \\  et  les  couples  formés  par 
cliacpie  s|)licre  lanj;ciilc  cl  le  double  point  de  contact  correspondant  enf,M;ndrenl 
une  corrélation  anharnioni(|ue.  Une  autre  surface  cerclée  passant  par  C  donnera 
lieu  1»  une  autre  corrélation  anharnioni(iuc  relative,  en  général,  à  un  point  I*, 
différente  de  P;  on  en  conclut  que  deux  surfaces  cerclées  passant  |)aï- un  même 
cercle  C  sont  en  j^énéral  tan^'cntes  en  (juatre  points  de  ce  cercle. 

Si  les  points  V  et  I*,  coïncident,  il  existe  deux  sphères  passant  par  C  et  ayant 
même  double  point  de  contact  par  rapport  aux  deux  surfaces. 

Si  les  deux  corrélations  coïncident,  les  deux  surfaces  cerclées  sont  tangentes 
tout  le  long  du  cercle  (C),  et  récipro([ucment. 

Si  l'on  imagine  une  surface  cerclée  passant  par  G,  toutes  les  surfaces  cerclées 
passant  par  C  et  tangentes  t^  la  première  en  tous  les  points  de  C  peuvent  être 
envisagées  comme  contenanl  un  même  cercle  infiniment  voisin  de  C,  cercle  qui 
suffit  à  déterminer  la  corrélation  anharmonique  des  sphères  passant  par  C  et 
des  doubles  points  de  contact.  Un  cercle  (m)  dépend  de  six  paramètres  w,, 
M,,  ...,  u^.  ^o\l  {u  ■+■  du)  le  cercle  infiniment  voisin;  si  <,,  t.^,  ...,  ^^  sont  des 
quantités yt/?fe>ç  proportionnelles  à  du,,  du^,  ...,  du^,  on  pourra  dire  que  les 
quantités  t  sont  les  coordonnées  homogènes  d'une  corrélation  anharmoni(|ue 
sur  le  cercle  («).  Ces  corrélations  anharmoniques  forment  une  quintuple  infi- 
nité. Si  leurs  coordonnées  satisfont  à  des  équations  linéaires,  on  aura  des 
systèmes  linéaires  de  corrélations  que  l'on  représentera  par  les  symboles  ^\^, 
Mj,  Mj,  M,,  M^,  lindicc  indiquant  l'indétermination  du  système. 

Considérons  les  corrélations  engendrées  sur  un  cercle  (u)  par  les  cercles 
infiniment  voisins.  Le  point  P  correspondant  à  l'une  de  ces  corrélations  est 
le  point  qui  a  même  puissance  par  rapport  au  cercle  (u)  et  au  cercle  infi- 
niment voisin.  Le  cas  général  est  celui  où  le  point  P  est  quelconque. 

Si  le  point  P  est  sur  le  cercle  (a),  la  corrélation  est  singulière.  Le  double 
point  dont  la  droite  est  tangente  en  1*  au  cercle  (u)  et  la  sphère  correspon- 
dante constituent  le  couple  singulier.  S'il  y  a  une  infinité  de  points  P  en  ligne 
droite,  et  si  cette  droite  coupe  le  cercle  (m)  en  deux  points  distincts,  la  corré- 
lation est  doublement  singulière,  triplement  singulière  si  cette  droite  est 
tangente  au  cercle  (u). 

H.  La  condition  qui  exprime  que  les  deux  cercles  (w)  et  {u  +  du)  se  ren- 
contrent est  l'évanouissement  d'une  forme  biquadratique  N  (  rfw)  des  six  quan- 
tités du^.  Multiplions-la  par  une  expression  arbitraire  K  indépendante  des 
quantités  du^,  et  soit  M(rfw)  =  KN(c/a). 

La  forme  M{du)  s'appelle  forme  fondamentale  relative  au  cercle.  Son 
évanouissement  exprime  que  la  corrélation  relative  aux  cercles  (a),  {u-{-du) 
est  singulière.  II  y  a  trois  formes  adjointes  au  sens  indiqué  par  1>L  Kœnigs 
{Sur  une  classe  de  formes  de  différentielles  {Acta  Mathematica,  t.  X)].  On 
les  obtient  en  exprimant  que  les  cercles  {u),  (u-hdu)  ont  deux  points  communs. 
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puis,  que  les  dciw  points  coinriiuns  sont  confondus.  Ce  sont  des  forincs  quadra- 
tique el  l)i(iuadraLique  des  diiïérenliellcs. 

IMus  généralement,  adoptons  comme  élément  générateur  de  l'espace  une 
courbe  dépendant  de  {n-\-i)  paramètres  m,,  u^,  ...,  «„  ;  la  rencontre  de  deux 
éléments  infiniment  voisins  s'exprime  par  l'évanouissement  d'une  forme 
M(w  I  du),  définie  à  un  facteur  près  indépendant  des  difrérenlieilcs  c/m,.  liem- 
plaçons  les  quantités  du-  par  des  quantités  proportionnelles ///î/e*  t-,  et  consi- 
dérons ces  dernières  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  l'espace 
à  n  dimensions.  Si  nous  exprimons  le  contact  de  l'espace  linéaire  à  (n  —  i)  di- 
mensions 

t;^,  +  tu.,  +  ...  +  t;,+i^„^,=  o, 

avec  la  surface  I\I(m|/)  =  o,  nous  aurons  le  système  adjoint,  composé  de 
(/i  — 3)  formes,  de  M.  Kœnigs, 

De  môme,  en  exprimant  le  contact  d'un  espace  linéaire  à  {n  —  /:)  dimen- 
sions avec  la  surface  M(m|^)=:o,  nous  obtiendrons  un  système  adjoint  de 
A"'^"*  espèce,  composé  de  {n  —  k  —  i)  formes 

d\L.{u  I  T',  T%  . .  .,  T^  )         (y  =,,  o,  ...,„_/,_  ,  ). 

III.  Adoptons  toujours  comme  élément  une  courbe  dépendant  de  (/«  +  i)  pa- 
ramètres et  soient 

^  =/(-  I  ",,  u,,  ■■',  w„+J  =/(-  I  u), 

r  =  ?  (  - 1  w  ) 

ses  écjuations.  Nous  désignerons  par  S-  un  système  de  courbes  que  l'on  peut 
former  avec  l'élément  considéré,  l'indice  indiquant  l'indétermination  du 
système.  Soit 

0,(w,,  «^,  ...,  a„^.,)  =  0        {i  =  i,2,  ...,k), 

les  relations  définissant  un  système  S„_^^,  ;  les  courbes  du  système  S,^_^_^_,  qui 
satisfont  aux  relations 

^\       du     du  du  J  vy         '  / 

sont  les  courbes  singulières  du  système.  Elles  forment  une  congruence,  et  sont 
tangentes  à  une  certaine  surface  dite  surface  de  singularités,  qui  est  une  des 
nappes  de  la  surface  focale  de  la  congruence. 

Si  k  =  n  —  r,  toutes  les  courbes  d'une  congruence  peuvent  être  considérées 
comme  singulières;  la  surface  de  singularités  coïncide  avec  la  surface  focale  de 
la  congruence.  La  surface  de  singularités  d'un  système  S„_;.  contenu  dans  le 
système  S„_,_^,  est  circonscrite  à  la  surface  de  singularités  de  S„_j.^,.  C'est  une 
enveloppe  des  surfaces  de  singularités  des  systèmes  S„_,._^,  qui  contiennent  ce 
système  S„_,.  La  surface  de  singularités  d'un  système  S„_n,  contenu  dans  le 
système  S„_;..^j  est  tangente  en  un  nombre  limité  de  points  à  la  surface  de  sin- 
gularités de  S„_,_^3;  c'est  une  enveloppe  des  surfaces  de  singularités  des 
systèmes  S„_^.^,  qui  contiennent  S„_,,. 

Une  courbe  {u  -+-  du),   infiniment    voisine   d'une   courbe  (u)   d'un    système 
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S^,    j^i  cl   ;i|)|i;ii'l('ti,inl    ii  ce    syslriiic   \('iili('   les  /,    (mi  ii;il  ions 

Ou,        '       f)//^        •  W//„    ,        "  " 

La  rourho  (;/)  sera  une  rourhe  <louhli'  ilii  sysl<''m<;  S„  ^ , ,  si  ce  système  (l'i-qua- 
tions  est  indi'-lcrtniiii*.  Ocla  posé,  les  coiirhcs  d'iiri  syslèriK;  S,,  ^  ^  ^  passaiil  par 
un  poini  r  (le  l'espace  l'orinent  un  sysIcnKî  S„  ,. .,  :  le  li(-'ii  du  point  I'  Ici  (jne 
I  une  (les  («Miilx's  [)assanl  pai'co  point  soit  une  eoniixMlouhle  du  système  S„  j  ., 
est  la  surlaec  do  sin^ularih's  d(>  S„_j^,.  La  conihc  double  est  une  courbe  singu- 
lière de  S„_.^,.,. 

l\  .  Supposant  connue  la  classilieation  des  surfaces  cerclées  due  à  M.  Iwmeper, 
jarrive  aux  congruences  de  cercles  :  les  corrélations  sur  un  cercle  d'une  con- 
gruenee  qui  appartienncMit  à  la  congruenee  forment  un  système  M,.  Parmi  elles, 
il  y  en  a  (juatre  singulières,  autrement  dit,  il  existe  quatre  cercles  de  la  con- 
gruenee inliniment  voisins  du  premier  et  le  rencontrant.  Les  quatre  points  de 
rencontre  sont  les  points  focaux.  Le  lieu  des  points  focaux  est  la  surface  focale, 
à  laquelle  les  cercles  de  la  congruenee  sont  tangents  en  chacun  de  leurs  points 
focaux.  Les  sphères  focales  sont  précisément  les  sphères  des  couples  singuliers 
des  corrélations  singulières.  Elles  sont  tangentes  à  la  surface  focale.  On  peut 
regarder  les  équations  d'un  cercle  d'une  congruenee  comme  des  fonctions  des 
coordonnées  d'un  point  d'une  surface,  et  à  chaque  point  V  de  la  surface  faire 
correspondre  l'un  des  points  focaux  du  cercle  qui  répond  au  point  \*.  La  trans- 
formation ainsi  obtenue  jouit  des  propriétés  des  transformations  de  contact. 

Les  corrélations  anharmoniqucs  sur  un  cercle  d'un  complexe,  qui  appar- 
tiennent à  ce  complexe,  forment  un  système  linéaire  M^.  Étant  donné  un  cercle 
du  complexe,  il  existe  trois  cercles  du  complexe  infiniment  voisins  du  premier, 
cl  le  rencontrant  chacun  en  deux  points. 

Tout  cercle  du  complexe  appartient  à  trois  surfaces  de  la  troisième  classe  du 
complexe.  Les  cercles  singuliers  du  complexe  forment  une  congruenee,  et 
l'une  des  nappes  de  la  surface  focale  de  cette  congruenee  est  la  surface  de  sin- 
gularités. 

Dans  un  système  de  cercles  quadruplement  indéterfiiinés,  toutes  les  corréla- 
tions anharmoniqucs  sur  un  cercle  du  système  qui  appartiennent  à  ce  système 
forment  un  système  linéaire  M^.  Les  cercles  du  système  qui  passent  par  un 
point  donné  forment  une  congruenee  qui  peut  se  transformer  par  inversion  en 
une  congruenee  de  droites. 

Enfin  dans  un  système  de  cercles  quintuplement  indéterminés,  toutes  les 
corrélations  anharmoniqucs  sur  un  cercle  du  système  qui  appartiennent  à  ce 
système  forment  un  système  linéaire  M,. 

Les  cercles  du  système  qui  passent  par  un  point  donné  forment  un  complexe 
auquel  on  peut  faire  correspondre  par  inversion  un  complexe  de  droites.  Aux 
droites  singulières  et  à  la  surface  de  singularités  de  ce  complexe  de  droites 
correspondront  les  cercles  singuliers  et  la  surface  de  singularités  du  complexe 
de  cercles. 

Seconde  Partie.  —  \.  Imaginons  cincj  sphères  S,,  S^,  S3,  S,,  S.  deux  à  deux 
orthogonales,  puis  d{in\   cercles  tracés  sur  S.,  ayanl  pour  èi|uations,  en  eoor- 
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tlonnres  pcntasplicriqucs 

1  1 

Si  Ton  pose  p,j=  n^b,.—  fi^b^,  les  six  quantités  />.;,  liées  par  la  relation 

peuvent  être  envisagées  comme  les  coordonnées  du  doul)lc  point  intersection 
des  deux  cercles,  ou  bien  comme  les  coordonnées  pluckéricnnes  de  la  droite  de 
ce  double  point,  le  tétraèdre  de  référence  ayant  pour  sommets  les  centres  des 
sphères  S,,  S^,  Sj,  S,.  Un  cercle  et  un  double  point  sont  orthogonaux  lorsque 
le  cercle  sera  orthogonal  à  tous  les  cercles  de  S^  passant  par  le  double  point. 
Deux  cercles  sont  dits  en  involution  quand  par  l'un  d'eux  on  peut  mener  une 
sphère  orthogonale  à  l'autre.  Deux  doubles  points  ^nt  dits  e/i  mco/M^wn  quand 
par  l'un  d'eux  on  peut  mener  sur  S^  un  cercle  orthogonal  à  l'autre.  La  condi- 
tion d'involution  sera  i(/?,  p')  —  o,  en  désignant  par  £(/?,  p')  la  forme  po- 
laire de  £,(/?)  =  '^p)j. 

Considérons  un   système  linéaire  Kj  de  doubles  points  situés  sur  S.,  défini 
par  l'équation 

Toutes  les  droites  des  doubles  points  de  K,  situées  sur  un  cercle  G  passent  par 
un  même  point  O,  foyer  du  plan  du  cercle  C  par  rapport  au  complexe  linéaire 
formé  par  les  droites  des  doubles  points.  Soit  C  l'intersection  de  la  sphère  et 
du  plan  polaire  du  point  O  par  rapport  à  la  sphère  :  les  points  doubles  de  K^ 
situés  sur  C  feont  orthogonaux  à  un  cercle  G'  qui  lui-même  est  orthogonal  à  G. 
La  réduction  à  la  forme  canonique  <vl',/J;^,^-|- alo^^ûp,.  de  la  forme  bilinéaire 

-«,A- Piu        (  ^  ^'  =  I '  ^,  3,  4  ),        /?,,,.=  x-y^  —  y^x^, 

au  moyen  d'une  même  substitution  orthogonale  sur  les  x  et  sur  les  y,  revient 
à  la  recherche  de  deux  droites  conjuguées  à  la  fois  par  rapport  à  la  sphère  et 
au  complexe  linéaire,  et  dont  l'existence  repose  sur  la  proposition  suivante  : 
Une  quadrique  et  un  complexe  linéaire  ont  quatre  droites  communes  formant 
un  quadrilatère  gauche.  On  peut  arriver  à  la  même  réduction  en  cherchant  les 
cercles  G  qui  coïncident  avec  le  cercle  G'  qui  leur  correspond.  Il  y  en  a  quatre, 
ils  sont  de  rayon  nul;  leur  détermination  dépend  d'une  équation 

s'+  \s-+  J  =  0, 

où  I  =  E(a),  J  =  [w(a)]^  \{a)  et  w(a)  étant  les  formes  adjointes  de  JE1(/?  )  et 
de  Q.{p). 

Si  J  =  0,  le  complexe  linéaire  de  droites  est  spécial;  si  l'axe  du  complexe 
n'est  pas  une  génératrice  de  la  sphère,  l'un  des  points  du  double  point  est  sur 
une  droite  isotrope  déterminée;  si  l'axe  du  complexe  est  une  génératrice  de  la 
sphère,  appelons  foyers  d'un  double  point  situé  sur  une  sphère  les  deux  points 
cercles  de  cette  sphère  qui  passent  par  le  double  point  :  tous  les  doubles  points 
du  système  K,  peuvent  être  réunis  par  un  cercle  à  un  double  point  fixe  (a,,  a^) 
et  on  involution  avec  un  autre  point  double  fixe  (/>,.  ^,  ).  Les  deux  points  de 
l'un  des  doubles  points  sont  les  foyers  de  l'autre. 
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Itiins  III)  systciiir  l\  ,.  Il  s  iluiililrs  [tuiiils  suiit  en  i  ii\  oliil  ion  ;i  ver  (l(!U\  doiihlcs 
puiiils  (i\cs,  ou  hicii,  ils  pciivonl  «'^Iicî  ri'imis  [i.ir  des  cercles  à  deux  douhles 
points  lixes.  Les  loyers  des  doiildes  points  du  système  forment  .iiissi  un 
système  K^. 

I>iins  un  syslèm(>  K,  lesdoiihles  points  sont  disirihués  sur  une  cyclique.  Les 
doubles  points  d'un  système  K  ,  ;iii  noinliic  di-  deux,  sont  ;'i  l'intersection  de 
deux  cycli((ues. 


II.  Soient 


\   r7,  .r,  =  0  y.  ^^i'^i  ~  ° 


les  équations  d'un  cercle  en  coordonnées  penlaspli<'ri(|iies.  Posons 

P,k  =  «/  b^-aj),,        d 'o  1 1        /?,,  - .  o ,    /; , fc  -    -  /^t , . 

On  aura  les  dix  coordonnées  du  cercle.  Soient  a,  jj,  y,  o,  z  les  cinq  premiers 
nombres  entiers  écrits  dans  l'ordre*  de  permutation  naturelle  à  j)aitir  de  l'un 
d'eux,  a.  Posons  . 

On  aura 

Û^=  a^=  Q,=  £2^r-  i2.  =  o. 

Réciproquement,  si  des  quantités  p-,.  {i,  k  =  i,  2,  3,  /|,  5),  vérifient  les  relations 
précédentes,  ce  sont  les  coordonnées  d'un  cercle. 

Si  p^„  n'est  pas  nul,  les  conditions  ii^  =  o,  Q.  =  o  sont  les  conséquences  des 
conditions  Q,  =  0,  ^2  =  ^1  ^3  =  o- 

Supposons  les  dix  coordonnées  d'un  cercle  liées  par  des  équations  linéaires 
et  homogènes,  on  aura  des  systèmes  linéaires  que  l'on  désigne  par  les  symboles 
Aj,  A^,  A3,  Aj,  A,,  Ap,  l'indice  indiquant  l'indétermination  du  système. 

Le  système  A^,  se  compose  de  cinq  cercles.  C'est  le  pcntacycle  de  M.  Sté- 
phanos. 

III.  Etant  donné  le  système  A.  le  plus  général,  il  existe  une  sphère  k  et  un 
complexe  linéaire  de  droites  L  qui  jouissent  de  la  propriété  suivante  :  La  droite 
du  double  point  d'intersection  d'un  quelconque  des  cercles  du  système  avec  la 
sphère  K  engendre  un  complexe,  et  ce  complexe  est  L.  Réciproquement,  les 
cercles  qui  coupent  une  sphère  fixe  K  en  un  double  point  dont  la  droite 
engendre  un  complexe  linéaire  constituent  un  système  A.  de  cercles. 

Soit  j 

l'équation  qui  définit  le  système  A.  de  cercles.  Supposons  d'abord  que  Tune  des 
quantités  ^j(«)  n'est  pas  nulle.  Si  ^^—  iÇi^^-  0,  il  existe  une  sphère  K,  et  un 
complexe  linéaire  de  droites  qui  déterminent  le  système  A..  Le  complexe  n'est 
jamais  spécial.  Si  Q.. —  t  £2.  =  o,  la  sphère  centrale  K  est  un  plan.  Si  c'est  un 
plan  quelconque,  les  points  d'intersection  des  cercles  avec  ce  plan  forment  un 
système  linéaire  K^  de  doubles  points  dans  ce  plan;  si  c'est  le  plan  de  l'infini, 
les  axes  des  cercles  forment  un  complexe  linéaire  de  droites.  Si  toutes  les 
quantités  ^,{fi)  sont  nulles,  deux  cas  sont  à  distinguer.  Dans  le  premier,  tous 
les  cercles  A.  peuvent  être  réunis  par  des  sphères  ;'i  deux  points  fixes,  ou  bien 
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ils  rcnconlrcroiU  uuc  di'oiLc  isotrope  dcLcrmincc.  Dans  le  second  cas  les  plans 
des  cercles  passent  par  un  point  fixe. 

Hcvcnons  au  cas  général  :  les  cercles  A^  qui  sont  des  droites  forment  un 
complexe  linéaire  de  droites;  les  cercles  A^  (jui  passent  par  deux  points  sont 
sur  une  même  sphère.  Les  plans  de  tous  les  cercles  A^  qui  coupent  en  deux 
points  un  cercle  \  de  la  si)hèrc  centrale,  passent  par  un  même  point  0  du  plan 
de  ce  cercle  X,  savoir  le  foyer  de  ce  plan  par  rapport  au  complexe  linéaire  de 
droites. 

Soit  '?^{(()  la  forme  adjointe  de 

l{p)  -.  ïlp-j, 
el  (<}■(«)  la  forme  adjointe  de 

ii,(/^)         (^'  =  1,  2,  3,  4,  J). 
La  condition 

V[o.,(«)]==0 

exprime  que  la  sphère  centrale  est  de  rayon  nul;  l'équation  \{a)  =  o  indique 
que  le  complexe  linéaire  L  et  son  polaire  réciproque  par  rapport  à  la  sphère 
centrale  K  sont  en  involution. 

La  surface  de  singularités  d'un  S3'stème  A.  est  la  sphère  centrale.  Les  cercles 
singuliers  sont  les  cercles  de  la  sphère  centrale  dont  les  plans  ont  pour  pôle, 
par  rapport  au  complexe  linéaire  L,  un  point  de  la  sphère  centrale.  Les  sphères 
passant  par  les  cercles  singuliers  forment  un  complexe. 

Les  cercles  d'un  SN^stème  linéaire  A^  situés  sur  une  sphère  passent  tous  par 
deux  points  A  et  B  de  cette  sphère.  Ceux  de  ces  cercles  qui  sont  des  droites 
forment  une  congruence  linéaire.  Tous  les  cercles  de  A^  qui  passent  par 
un  point  P  de  l'espace  rencontrent  chacun  en  un  second  point  deux  cercles 
passant  par  le  point  P.  Il  n'y  a  qu'un  cercle  A^  passant  par  deux  points  quel- 
conques. 

Tous  les  cercles  de  X^  qui  rencontrent  C  en  deux  points  rencontrent  égale- 
ment en  deux  points  une  cyclique  qui  passe  par  deux  points  a,  et  a^  de  C. 
L'enveloppe  de  leurs  plans  est  la  quadrique  déterminée  par  la  cyclique  et  la 
droite  a^a^.  Si  l'on  suppose  que  le  cercle  C  varie  en  passant  par  deux  points 
fixes,  le  lieu  des  cycliques  que  l'on  associe  à  chaque  cercle  est  la  surface  de 
singularités  du  complexe  de  cercles  défini  par  la  condition  que  ses  cercles 
soient  des  cercles  A^  qu'on  puisse  réunir  par  des  sphères  à  deux  points  fixes. 
Ce  qui  précède  ne  s'applique  pas  lorsque  C  est  un  cercle  de  A^. 

Si  l'on  imagine  tous  les  systèmes  A.  qui  contiennent  les  cercles  du  système  A^ 
considéré,  leurs  sphères  centrales  admettent  pour  enveloppe  la  surface  de  sin- 
gularités de  A^,  qui  est  une  cyclide  à  deux  points  doubles.  Tout  système  A^  peut 
être  défini  comme  l'ensemble  des  cercles  qui  rencontrent  deux  plans  suivant 
des  doubles  points  engendrant  respectivement  dans  chacun  des  plans  des 
systèmes  linéaires  K,  de  doubles  points. 

Il  n'y  a  qu'un  cercle  d'un  système  A,  sur  une  sphère  quelconque  de  l'espace. 
Ceux  des  cercles  A,  qui  sont  des  droites  forment  un  système  de  génératrices 
d'une  quadrique;  les  cercles  A^  qui  passent  par  un  point  P  sont  situés  sur  une 
cyclide  ayant  pour  point  double  le  point  P.  L'enveloppe  de  cette  cyclide,  quand 
P  varie,  est  la  surface  de  singularités  de  A^  :  cette  dernière  est  une  surface  du 
sixième  degré  admettant  le  cercle  imaginaire  de  l'infini  comme  ligne  triple. 
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Il  y  a  dans  rt'S|);ir(Miii(|  cimiilcs  de  |)(iiiils  |mii  vaut  ri  rc  r/'iinis  j)ar  des  sphères 
ù  cliacnii  dos  cercles  ('  d'une  congruenco  lin('iiirr.  :  ce  sonl.  les  foyers  de  cinq 
rcrries  fornianl  un  penlaeyele. 

IU'('ipr()(|iieni(*nl ,  les  eeiTles  en  iii\  oliil  ion  avee  (juaire  rereles  (ornienl  une 
r<)n;;riience  Jint'aire  el  sont  en  in\o|ntion  avee  un  (•in(|iiièine  cercle  (jui  forrnc 
avec  les  premiers  un  penlaeyele. 

Les  splièies  (|ni  passent  par  les  cercles  de  la  congrucncc  roinicnl.  un  com- 
plexe 11.  Il  n\  a  (|iie  deux  sphères  do  ce  complexe  U  |)assanL  par  un  cercle 
arbitraire  (.'.  do  l'ospaec. 

Les  plans  dos  cercles  d'une  congrucncc  envelop[)cnl,  uni;  (jiiadrifjuc.  Le  lieu 
des  foyers  des  cercles  de  la  congrucncc  est  la  surface  S^  de  M.  SLéphanos. 

La  surface  S^,  (|ui  est  du  sixièiiKî  degré,  el  admet  le  cercle  imaginaire  de 
l'inlini  comme  ligne  Iriplo,  peut  être  délinie  comme  le  lieu  des  couples  de 
points  qu'on  peut  lier  par  des  sphères  à  4  cercles,  savoir,  [\  quelconques 
des  5  cercles  du  ponlacycle  associé  à  la  congrucncc.  Il  existe  un  système 
de  if)  cercles  ij  {i,j  =  o,  i,  2,  3,  4,  5),  i  /-j,  le  cercle  Ij  n'étant  pas  distinct  du 
cercle  j'i,  situés  sur  S^,  et  jouissant  des  propriétés  suivantes  :  deux  de  ces 
cercles  sont  situés  sur  une  mémo  sphère  quand  leurs  symboles  n'ont  pas  d'in- 
dice commun  :  ils  sont  situés  trois  à  trois  sur  i5  sphères.  Ils  peuvent  se  grouper 
en  6  pentacycles  :  les  cercles  appartenant  à  un  même  pentacycle  ont  un  indice 
commun.  On  peut  former  avec  ces  cercles  20  triples  ijk  renfermant  3  cercles 
Jk,  ki,  ij\  Icsciuels  se  rangent  en  10  couples  {ij'k,  Imn).  Les  cercles  de  2  tri- 
ples associés  sont  orthogonaux  à  une  même  sphère  T.  Les  plans  des  i5  cercles 
se  coupent  par  groupes  de  G  suivant  les  centres  des  10  sphères  T. 

Une  sphère  de  l'espace  ne  contient  en  général  que  2  couples  de  foyers  des 
cercles  de  la  congrucncc.  Les  sphères  v  telles  que  les  2  couples  de  foyers  situés 
sur  ces  sphères  coïncident  forment  un  complexe  V.  La  surface  S  lieu  des 
centres  des  sphères  de  rayon  nul  contenues  dans  le  complexe  V  est  du  huitième 
ordre,  elle  est  touchée  par  chacune  des  10  sphères  T  le  long  d'une  biquadra- 
tique;  elle  admet  le  cercle  imaginaire  de  l'infini  comme  ligne  quadruple,  et 
pour  points  doubles  les  foyers  des  i5  cercles  ij.  Celle  surface  S^  est  la  surface 
focale  de  la  congruence  linéaire  de  cercles. 

Les  cercles  d'un  système  A,  sont  en  général  répartis  sur  une  surface  du 
dixième  degré  admettant  comme  ligne  quintuple  le  cercle  imaginaire  de  l'infini. 
Ces  cercles  peuvent  être  reliés  par  des  sphères  à  5  doubles  points,  d'une  infi- 
nité de  façons  :  le  lieu  des  doubles  points  pouvant  ainsi  servir  à  la  génération 
de  la  surface  est  une  ligne  double  de  la  surface,  c'est  une  courbe  du  dixième 
degré.  Le  lieu  des  foyers  des  cercles  A,  est  une  courbe  du  dixième  degré,  inter- 
section de  2  surfaces  S^  de  M.  Stéphanos  :  c'est  une  focale  de  la  surface  cerclée 
engendrée  par  les  cercles  A,.  Comme  cas  particulier,  les  cercles  d'une  même 
série  d'une  cyclide  font  partie  d'un  système  A,.  Les  cercles  A,  coupent  une 
sphère  quelconque  en  des  doubles  points  dont  les  droites  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire.  Enfin  les  génératrices  de  la  surface  réglée  formée  par  les 
axes  des  cercles  A,  appartiennent  à  un  complexe  linéaire  de  droites. 

Legoux  (A.).  —  Sur  l'intégration  de  l'équation 

r/52  =  E  du"^ -i-  2F  du  dv  -h  G  dvK 
(F,  1-2). 

M.  Legoux  indique  une  méthode  d'intégration  fondée  sur  des  considérations 
Bull,  des  Sciences  matkéni.,  2"  série,  t.  WIL  (Septembre  1893.)  R.ii 
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de  Mécanique  ralionnclle  (position  d'c^juilibrc  d'un  iil  placé  sur  la  surface 
ayant  le  cls'^  considéré);  il  applique  des  considérations  analo{îues  à  l'intégra- 
tion de  l'équation  ds'^  =  f^  du''+ g' dK>--\- h^  clw''  (position  d'équilibre  d'un  fil 
dans  l'espace  ).  , 

Stielljes  (T.-,/.).  —  Sur  la  réduclion  en  fraction  conlinue  d'une 
série  procédant  suivant  les  puissances  descendantes  d'une  va- 
riable. (H,  1-17)- 


Soit  la  série 


S  =  ^»  —  ^  +  ^ 
X         x'^        x^ 


+  (-')"-rh+--- 


X 


on  pourra,  en  général,  la  développer  en  une  fraction  continue 

C. 


F  = 


X 


14-. 


Le  développement  de  la  iV"""'  réduite  ^  suivant  les  puissances  descendantes 

Se» 

de  X  donnera  une  série  dont  les  n  premiers  termes  coïncident  avec  deux  de  S. 
F  peut  se  transformer  en 

c 
p'—  ° 


cc„ 


X 


X 


c^c. 


X 


p' 


Soit  — ^  la  /i'*""*  réduite  de  cette  nouvelle  fraction  F',  on  a 

p,.    p„.. 


Si  l'on  pose 


a 


a., 


Bo=i,        K  = 


n— I  II 

a,     a, 

«r.     «„  +  . 


on  aura 


c„=  a„ 


c,>„ t  — 


A„_,B.,, 

c„„  = 

A„..B„., 

A„B._, 

2n 

A„B„ 

Considérons  une  série  de  quantités  a^^,  p.^  déterminées  comme  il  suit 

a„„  =  I , 


a. .  =  o 


si         /  >  A, 
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On  a  le  tliron'-iiic  siiivaiil   :  «  La  lonnc  (piadral  i(|ii(-  à  iitic  infiniU'  de  variables 

^^«M^^.X*  est  égale  à 


De  tiu'iiu'.  la  forme  quadratique    >    7   a.^n^,  XjX^  est  égale  à 

0      0 


d'oi'i  l'on  roiichil 


ï^,.=  c„c,xc„c,c,c,x...xc„c,c,...c,„_,. 


En  second  lieu,  si  l'on  a  idcnli(jucnicnt 


^^a,^^\,\,  =  t,[\,-+-  cc^X,-i-  <x^X,-h. .  .y 

+  eJX,+  ?,X,  +  ...]^+eJX,+  Y3X, +  ...]'  +  ..., 
on  a  en  môme  temps 

^a  «,  «J  ^,  £« 

X  X'  ^'  X* 


37  H-  a. — 


•^  +  ?.-a,- 


Comme  première  application  soit 

(  sec  xY=  a^-\ '-x'-\ î—r  x*-h...: 

1.2  1.2.3.4 

alors  l'intégrale 


n 


e^-v  e 
donne  le  développement  (divergent) 


a^       a,        a,        a, 

ce  X^  X'  X'' 

D'où  l'on  conclut 


e-"  dz 


f 


2(A-  -r-l) 

57  -J-   -  ' 


3(^-i-2) 

a?  -\-  • 


X  4-. 


Cette  fraction   continue  est  convergente  et  représente  eiïectivement   e'  inté- 
grales si  l'on  suppose  A-  >  o,  x  >  o. 
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Une  autre  application  donne 


/      e-^^  sin 

«^0 


am  z  dz  = 


x'-\-l  — 


1 .2».3A-' 


co-^^Pl--  ■'■'<•■'"' 


x^-h  5^1 / 

x'-h-jU-i-. 


où  /  =:  1  +  A'  {k  étant  le  module  de  sinam^) 


I 
e~^'  cosamz  clz  = 


c-x^  ^amz  dz 


}' 

■A'k' 

I 

(2/1—  l)' 

^  H 

X  +.  ^ 

2^ 

^-H., 

X  -{-.  ^ 

Rouquet   (F.).  —  Etude  d'un  complexe  du  sixième  ordre.   (I, 

I-20). 

Il  s'agit  du  complexe  que  forment  les  directrices  d'une  section  plane  d'une 
quadrique  donnée.  Pour  qu'une  droite  (D),  située  à  distance  finie,  non  tan- 
gente à  une  quadrique,  et  non  isotrope,  soit  directrice  d'une  section  plane  de 
cette  quadrique,  (S),  il  faut  et  il  suflit  que  le  cercle  représentatif  (A)  (suivant 
Laguerre)  du  segment  aa'  que  la  droite  (D)  intercepte  dans  la  surface  ren- 
contre la  droite  (A)  conjuguée  de  (D)  par  rapport  à  (S)  :  ce  point  de  ren- 
contre F  est  le  foyer  correspondant  à  (D)  dans  la  section  de  la  quadrique  par 
le  plan  (F,  D).  Les  seules  directrices  doubles  sont  les  droites  parallèles  soit 
aux  directions  principales  de  la  surface,  soit  aux  quatre  directions  isotropes 
de  son  cône  directeur.  Il  y  a  sept  points  dans  le  plan  de  l'infini  pour  lesquels 
le  cône  du  complexe  est  indéterminé  :  ce  sont  les  traces  des  axes  de  S,  et  les 
points  de  rencontre  de  S  avec  l'ombilicale  (cercle  de  l'infini).  Le  cône  du  com- 
plexe est  du  sixième  ordre,  et  de  seizième  classe.  Quand  le  sommet  s'éloigne  à 
l'infini,  le  cône  du  complexe  se  décompose  en  un  cylindre  du  second  degré,  et 
le  plan  de  l'infini  compté  quatre  fois;  il  est  du  quatrième  degré  si  S  est  de  ré- 
volution. 

La  courbe  du  complexe  située  dans  un  plan  P  est  homofocale  à  la  section  de 
la  quadrique  proposée  par  ce  plan,  pourvu  que  le  plan  considéré  ne  soit 
parallèle  à  aucune  des  directions  isotrope  du  cône  asymptote  de  (S).  Si  le 
plan  P  est  parallèle  à  l'un  des  plans  principaux  de  S,  la  courbe  du  complexe 
est  une  conique  homofocale  à  la  conique  de  section.  Les  seules  directrices  situées 
dans  un  plan  cyclique  de  la  quadrique  (S)  sont  les  directrices  singulières 
qui  lui  sont  parallèles.  La  courbe  du  complexe  est  dans  le  cas  général  une 
courbe  (lu  dixième  degré,  admettant  la  ilroile  dt>  l'infini  pour  tangente  qua- 
druple,  et  (]uatre    tangentes  doubles. 
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Si  le  pliiii  I'  ("Si  |)('r|i(Mi(li(Ml.iiic  À  un  |il;iii  iiriti(i|>;il  de  S,  la  rf)url)C  du  forri- 
\Ac\r  dcvicnl  du  sixième  (U';j;rr,  et  adiiicl  liois  I  an  fécules  doiiMcs  dont,  deux 
setilcint'Ml   à  dislaiice  (iiiio. 

y\p/trll  (/^).  —    Sur  les  cqiialions  dilïVnînliclIcs  liomogcncs  du 
S(M()M(I  ordi'c  \\  ('oonicicnls  conslants.  (K,  \-\'a). 

SoiL  ({;(y,  r',  y)  =  o  une  éqiialioii  diiïérenticlle  drxil  le  [)rcmier  membre 
est  un  polynôme  homogène  irréductible  par  ra|)pf)rt  à  une  fonction  y  àc  la  va- 
riable X  et  A  ses  dérivées,  y\  y"  :  les  coefficients  de  ce  polynôme  sont  sup- 
posés constants.  Kn  posant  y  —  e^'"'"",  l'équation  devient  ^iu'-\-  u\  a,  i)=  o  et 
donne  x  en  fond  ion  de  it  par  une  intégrale  abélienne.  On  peut  trouver  des 
solutions  de  l'équation  différentielle  proposée  ayant  la  forme  y  ~  CC*,  C  étant 
une  constante  arbitraire,  r  une  racine  de  l'équation  4'(''%''>  0  —  o.  Il  s'agit 
de  savoir  si  ces  intégrales  sont  singulières  ou  particulières. 

Mettons  l'équation  4'(w'+  u' ,  «,  i)  —  o  sous  la  forme 

u'"  9„(  «)-+-"'"-'?,(«)+•  ••+"'?,.-!  (")  +  ?,.(«)  =  fJ- 

Soit  /•  une  racine  de  l'équation  ©„(/')  =  o,  si  pour  u  =  r  l'équation  en  u' 
n'a  (ju'une  racine  nulle,  alors  u  =  r  est  une  intégrale  particulière  par  ra[)port 
à  la  branche  de  la  fonction  intégrale  qui  s'annule  pour  u  =  r.  S'il  y  a  plusieurs 
valeurs  de  u'  qui  tendent  vers  zéro  pour  u  =  /',  elles  se  partagent  en  systèmes 
circulaires.  Pour  chacun  d'eux,  on  aura  un  développement  de  la  forme 

f)  i  - 

u'  =  a{u  —  r)^  [i-\-  a^{u  —  ryf  -h  a^{u  —  r)'J  +•••], 

p  et  (j  étant  des  entiers  positifs;  si  l'on  a  —  ^i,  l'intégrale  u  =  r  sera  parti- 
culière; mais  si  —  <i,  l'intégrale  u  =  r  sera  singulière. 

Ainsi    si    l'équation    ^{u'^-\-u',  u,  i)  —  o    est  telle   que  l'intégrale  abélienne 


X 


■-  I   —f  soit  de  première  espèce,  toutes  les  solutions  de  la  forme  u=^r  sont 

singulières. 

M.  Appell  applique  ces  remarques  au  cas  d'une  équation  homogène  du  se- 
cond ordre  et  du  second  degré  et  s'occupe  en  particulier  du  cas  où  il  y  a  deux 
intégrales  particulières,  et  deux  singulières. 

Cosserat  {E.).  —  Sur  les  formes  bilinéaires.  (M,  1-12). 
Le  problème  de  la  réduction  de  la  forme  bilinéaire 

à  la  forme  canonique 

X,^,Ti,-4-...+  >.J„-n,., 

par  des  substitutions  orthogonales  opérées  les  unes  sur  les  variables  x,, 
Xj,  . . .,  x„,  les  autres  sur  les  variables  y^,  y^,  . . .,  y„,  est  identique  au  suivant  : 
Déterminer  deux  substitutions  orthogonales  qui,  appliquées  respectivement  aux 
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deux  formes 


âP_V 

àyj 


et 


^\dx) 


les  réduisent  à  des  sommes  de  carrés. 
Après  avoir  démontré  cette  proposition,  M.  Cosscrat  s'occupe  du  cas  où  le 

polynôme  bilinéaire  est  de  la  forme  P  =  -  2_,^i^Piki  en  posant  p-f.  =  x-y^.  —  37;^,. 

Le  premier  membre  de  l'équation  en  5  relative  à  cette  forme  bilinéaire  P  con- 
sidéré comme  forme  quadratique  des  2/1  variables  :r,,  ...,  œ„,  JK,,  •••1  y„  est 
un  carré  parfait.  Cette  équation  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  la  va- 
riable, et  l'équation  'transformée  en  (  —  s-)  est  l'équation  en  s  relative  à  la 
fâP 

substitution  sur  les  x  et  sur  les  jk,  d'amener  le  polynôme  P  à  la  même  forme 

M,  Cosserat  se  borne  au  cas  où  ai  =  5  :  la  réduction  de  P  dépend  de  la  solu- 
tion du  problème  suivant  :  «  Trouver  les  maxima  et  les  minima  de  P,  lorsque 
les  variables  x  el  y  restent  assujetties  aux  relations 


forme   quadratique  \    i  -— 


Il  est  de   plus   possible,  en   opérant  la    même 


■y\ 


■yi 


xi-^xi+...-\-xi  =  i,       y\ 
Le  minimum  ^k  est  donné  par  l'équation 

D  ^■X2(7^4_iv-f-  J)==  o, 

où  I  =  \  a)j,  J  =  7   ^(j^(a),  [a,  p,  . . .,  £  sont  les  cinq  premiers  nombres  entiers 

//  a 

écrits  dans  l'ordre  de  permutation  naturelle  à  partir  de  l'un  d'eux,  a,  et  l'on  a 


^„(«) 


;«eY+«e.V^- 


Soient  X,,  \^  les  racines  distinctes  de  À^ —  I>r-+-  J  =  o,  P  prendra  la  forme  cano- 
nique P  = 'X,  (^,Tfi,— ?,T,J  H- \(^3T,^— T,3^J.  On  peut,  dans  le  cas  où  l'on  a 
"Xj  5z£  ^2,  calculer  a  priori  les  coefficients  d'une  des  substitutions  que  l'on  doit 
employer  pour  opérer  la  réduction  à  la  forme  canonique.  Dans  le  cas  où  J  est 
nul,  le  problème  est  impossible. 

Bioche  (C/i.).  —  Sur  les  sjslèmes  de  courbes  qui  divisent  homo- 
graphiquement  les  génératrices  d'une  surface  réglée  (N,  1,  40- 

Première  Partie.  —  M.  Bioche  résume  les  théorèmes  généraux  et  établit  les 
formules  utiles  à  l'étude  qu'il  veut  faire.  Il  rappelle  la  proposition  suivante  due 
à  M.  0.  Bonnet  :  «  Si  la  ligne  de  striction  coupe  les  génératrices  d'une  surface 
réglée  sous  un  angle  constant,  elle  est  ligne  géodésique  et  réciproquement  ». 
De  l'équation  des  lignes  asymptotiques,  il  déduit  que  les  génératrices  d'une 
surface  réglée  sont  divisées  homographiquement  par  ces  lignes  si  la  surface 
n'est  pas  à  plan  directeur;  la  division  se  fait  en  segments  proportionnels  pour 
les  surfaces  à  plan  directeur,  et  en  segments  égaux  pour  celles  de  ces  surfaces 
dont  le  paramètre  de  distribution  est  constant. 

Soient  K  le  paramètre  de  distribution,  6  l'angle  de  la  génératrice  avec  la  ligue 
de  striction,  s  l'arc  de  la  ligne  de  striction;  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
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pour  que  deux  surfaces  gauches  soicul  ii|i|(lir;il)I(s  rime  sur  l'iiulrc  est.  r|ue 
le  système  des  fonctions  K  et  0  de  l'arc  s  soit  I(î  ujùmic  pour  les  deux  sur- 
f;i("es.  Partiii  loulcvs  les  surfarcs  gauches  ap|)lical)lcs  les  unes  sur  les  autres,  il  y 
en  il  nue  à  phin  direcleur  (Uour).  On  peut  toujours  déformer  une  surface  de 
façon  (|ue  la  li^ue  de  striction  devienne  ligne  de  couihure,  si  cette  ligne  n'est 
pas  Mil  j<Mi()ir(>  <>rl  lio;;()ualo  des  génf'ralriccs. 

Deu.vicnie  Ihirtie.  —  M.  Hioche  démontre  d'abord  que  les  trajectoires  ortho- 
gonales sont  les  seules  lignes  (jui,  coupant,  toutes  sous  un  même  angle,  les 
génératrices  d'une  surface  gauche,  déterminent  sur  ces  génératrices  des  divisions 
honjoi;raphi(|ues.  Pour  les  surfaces  dévcloppables,  les  trajectoires  sous  un  angle 
constant  divisent  toujours  les  génératrices  en  segments  proportionnels.  Ceci 
s'applique  aux  trajectoires  des  tangentes  à  une  courbe  plane.  M.  Bioche  s'oc- 
cupe ensuite  du  cas  où  l'angle,  constant  pour  chaque  courbe,  varie  d'une  courbe 
à  l'autre. 

Les  surfaces  cherchées  satisfont  aux  deux  conditions 

6  =  const.,  — ■  —  (J.(sinf)  )  s  +  ;x', 

\x.  et  jx'  étant  des  constantes. 

y 
Si  [X  7^  o,   6  =  90°,  on   obtient  des  conoïdes  ^  —  Ce  •*".  Si  6  7^  90',  on  a 

des  hélicoïdes  tels  que  la  projection  sur  le  plan  directeur  de  la  ligne  de  striction 
soit  une  spirale  logarithmique.  INI.  Bioclie  appelle  ces  surfaces  des  conoïdes  et 
des  hélicoïdes  logarithmiques,  et  il  appelle  surfaces  logarithmiques  les  sur- 
faces applicables  sur  celles-ci;  elles  satisfont  aussi  au  problème. 

Pour  JX  =  o,  6  5^  90°  on  obtient  des  surfaces  applicables  sur  des  hyperboloïdes 
de  révolution. 

Les  trajectoires  homographiques  sur  ces  surfaces  sont  telles  qu'en  chaque 
point  le  pian  tangent  fait  un  angle  constant  avec  le  plan  central  correspondant. 
On  en  déduit  que  les  trajectoires  qui  divisent  les  génératrices  en  segments 
proportionnels  sont  elles-mêmes  divisées  en  arcs  proportionnels  par  les  géné- 
ratrices. Pour  les  surfaces  logarithmiques,  il  y  a  toujours  une  des  trajectoires 
du  système  homographique  qui  est  orthogonale  aux  génératrices.  Sur  les  héli- 
coïdes et  conoïdes  logarithmiques  les  trajectoires  homographiques  sont  des 
hélices  cylindroconiques  (courbes  que  M.  Tissot  a  étudiées).  Sur  les  surfaces 
logarithmiques  quelconques,  les  trajectoires  homographiques  ont  leur  rayon  de 
courbure  géodésique  proportionnel  à  l'arc.  L'hélicoïde  minimum  est  la  seule 
surface  sur  laquelle  les  lignes  asymptotiques  constituent  un  système  de  trajec- 
toires homographiques  :  sur  les  hélicoïdes  logarithmiques,  la  trajectoire  ortho- 
gonale qui  appartient  au  système  logarithmique  est  une  asymptotique  :  les 
génératrices  d'un  hélicoïde  logarithmique  sont  les  normales  principales  d'une 
hélice  logarithmique.  Il  y  a  deux  catégories  de  surfaces  dévcloppables  telles 
que  les  trajectoires  coupant  les  génératrices  sous  un  angle  constant,  angle  qui 
varie  d'une  trajectoire  à  l'autre,  forment  un  système  homographique  :  dans  la 
première  catégorie  la  première  courbure  to  de  l'arête  de  rebroussement  est  con- 
stante; le  développement  de  la  surface  sur  un  plan  donne  pour  l'arête  de  re- 
broussement et  les  trajectoires  des  cercles.  Dans  la  deuxième  catégorie,  c'est  le 
produit  liis  qui  est  constant  {s  étant  l'arc  de  l'arête  de  rebroussement),  le  déve- 
loppement de  ces  surfaces  sur  un  plan  donne  pour  larêle  de  rebroussement  et 
les  trajectoire  des  spirales  loi,'arilhnii(|ues. 
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Troisième  Partie.  —  M.  Biochc  cLabliL  que,  si  un  système  de  courbes  divise 
homogryplii(iuement  les  génératrices  d'une  surface  gauche,  le  systènne  con- 
jugué les  divise  aussi  homographiquement;  il  en  conclut  que  les  génératrices 
d'une  surface  gauche  sont  divisées  homographiquement  par  les  courbes  de  con- 
tact des  cônes  dont  les  sommets  sont  en  ligne  droite,  et  (|ue  réciproquement  si 
un  système  de  lignes  d'ombre  divise  homograpliiqucmcnt  les  génératrices  d'une 
surface  réglée,  les  rayons  émanent  de  points  en  ligne  droite.  Le  système  con- 
jugué des  trajectoires  orthogonales  des  génératrices  donne  pour  les  surfaces  à 
plan  directeur  des  courbes  telles  que,  en  tous  leurs  points,  le  plan  tangent  à  la 
surface  fait  un  angle  constant  avec  le  plan  central  correspondant.  Sur  les  héli- 
coïdcs  et  conoïdes  logarithmiques,  le  système  homographi((ue  de  trajectoires  a 
pour  conjugué  le  système  des  trajectoires  orthogonales. 

Si  un  système  de  courbes  divise  en  segments  égaux  les  génératrices  d'une 
surface  gauche,  le  système  orthogonal  les  divise  homographiquement;  réci- 
proquement, si  deux  systèmes  orthogonaux  divisent  simultanément  les  généra- 
trices d'une  surface  gauche  en  segments  homographiques,  Viine  des  divisions 
se  réduit  à  une  division  en  segments  égaux.  Sur  une  surface  développable  les 
deux  systèmes  orthogonaux  pourront  donner  tous  deux  des  divisions  en  seg- 
ments proportionnels  :  les  tangentes  aux  différentes  courbes  d'un  môme  système 
aux  points  où  elles  sont  rencontrées  par  une  même  génératrice  sont  parallèles. 
Ces  propositions  s'appliquent  aux  systèmes  de  tangentes  à  une  courbe  plane. 

Si  un  système  de  lignes  de  courbure  divise  homographiquement  les  généra- 
trices d'une  surface  gauche,  l'autre  système  les  divise  aussi  homographique- 
ment, et  pour  l'un  des  systèmes  la  division  se  fait  en  segments  égaux  :  les 
seules  surfaces  réglées  dont  les  génératrices  soient  divisées  homographiquement 
par  les  lignes  de  courbure  sont  les  surfaces  à  paramètre  de  distribution  con- 
stant dont  la  ligne  de  striction  est  ligne  de  courbure  :  une  surface  gauche  dont 
le  paranièti-e  de  distribution  est  constant  peut  être  appliquée  sur  une  autre 
dont  les  génératrices  sont  divisées  homographiquement  par  les  lignes  de  cour- 
bure, pourvu  que  la  ligne  de  striction  ne  soit  pas  trajectoire  orthogonale  des 
génératrices,  conime  dans  le  cas  où  la  surface  donnée  est  une  surface  de  binor- 
males  de  courbe  à  torsion  constante,  ou  un  hélicoïdc  minimum.  Si  la  ligne  de 
striction  est  trajectoire  orthogonale  des  génératrices,  la  surface  à  lignes  de 
courbures  homographiques  est  la  surface  gauche  de  révolution. 

Quatrième  Partie.  —  L'auteur  se  propose  de  chercher  dans  quels  cas  on  peut 
trouver,  sur  une  surface  gauche,  un  système  de  lignes  géodésiques  qui  divise 
homographiquement  les  génératrices  :  il  arrive  à  la  conclusion  suivante  : 

«  S'il  existe  sur  une  surface  gauche  un  système  de  lignes  géodésiques  divi- 
sant homographiquement  les  génératrices,  cette  surface  peut  s'obtenir  par  la 
déformation  d'une  surface  du  second  degré.  Il  n'existe  en  général  qu'un  de 
ces  systèmes,  composé  des  transformées  de  celles  des  génératrices  qu'on  n'a  pas 
laissées  rectilignes.  Sur  les  surfaces  applicables  sur  un  hyperboloïde  de  révolu- 
tion, il  existe  un  second  système  constitué  par  les  transformées  des  méridiens. 
Sur  les  surfaces  développables,  les  géodésiques  partant  d'un  même  point  de  la 
surface  constituent  un  système  homographique,  de  même  que  celles  dont  les 
tangentes  aux  points  situés  sur  une  même  génératrice  sont  parallèles;  ces  der- 
nières divisent  les  génératrices  en  segments  proportionnels  :  à  un  système  de 
géodésiques  divisant  les  génératrices  en  segments  proportionnels  correspond  un 
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syslèinc    <»rlli()^i)ii;il,   ('•;^iil('iMCiil   loi-rm';   (h;  y('()(lési(|iics,  r;L  divisutiL  Ic^   g(';m';ra- 
liiccs  (le  la  mriMc  laroiî. 

CiU'KUiUo  (/i.).  —  Mxlcnsloii  (le  l:i  iiH'lliodc  (le  (Iriillr.  —  iM(';lli()(lc 
|)r;ili(|uc  pour  la  r(''S()lMLl()ii  iiiiin(''ri(|ii(!  compN'Lc  des  équaLions 
alg(U)riquos  ou  Iranscciidaiilcs.  ((),   i,4<>)- 

Soirnl  c  une  (pianUlô  iinai;inairc,  z'  une  valeur  approelu-e  de  z.  Veneur  (ih- 

soluc  (le  z'  est  z' — ;;.  La  sfi-fifideur  de  celle  erreur  esl  inod  (^' —  ^)  ;  Veneur 

,  mod(z'  —  z)     ,,...,  ■    I-        ,,     ,  1 

rcUdn'c  csl ^ — ; L  iiuaiimairc  z  — «  csl  nesli'Jcahie  devanl  z  (iiiatid 

mod  z 

^^ — ^  csl  inférieur  à  rcrrcur  relalive  qu'on  lolèrc  sur  z. 

mod;; 

On  rangera  les  racines  d'une  équalion  suivanl  l'ordre  de  grandeur  décroissanle 
des  modules,  sauf  à  laisser  arbitraire  l'ordre  des  racines  de  mèinc  module.  Deux 
racines  sont  séparées  quand  la  deuxième  sera  négligeable  devanl  la  première. 
Si  deux  racines  ne  sont  pas  séparées,  si  l'on  élève  ces  racines  à  une  même 
puissance  [x,  on  pourra  concevoir  ;x  assez  grand  pour  que  les  nouveaux  nombres 
obtenus  se  scparcnl.  On  aura  donc  à  former  l'équation  aux  carrés  des  racines 
de  la  [)roposée,  puis  l'éciualion  aux  carrés  des  racines  de  la  transformée,  etc. 
IM.  Carvallo  préfère  former  Vérjuation  aux  carrés  changés  de  signe  des  racines. 
Pour  trouver  le  coefficient  d'un  terme  quclconcjuc  de  la  transformée,  on  re- 
marque qu'il  égale  le  carré  du  coefficient  correspondant  de  ré(iualion  donnée, 
moins  le  double  produit  des  deux  coefficients  qui  le  comprennent,  plus  le 
double  produit  des  deux  coefficients  qui  comprennent  ceux-ci,  cl  ainsi  de 
suite  jus(ju'à  ce  qu'on  arrive  à  l'un  des  termes  extrêmes  de  l'équation  supposée 
orilonnéc.  Considérons  les  coefficients  d'une  même  puissance  de  l'inconnue 
dans  les  transformées  successives.  S'il  arrive  qu'à  partir  d'un  certain  rang 
le  coefficient  en  question  soit  toujours  le  carré  du  précédent,  les  doubles  pro- 
duits qui  s'y  ajoutent  étant  négligeables  devant  ce  carré,  on  dit  que  le  coef- 
ficient est  régulier  à  partir  de  la  transformée  correspondante.  M.  Carvallo 
s'occupe  du  nombre  des  transformées  à  faire  pour  séparer  deux  racines  consé- 
cutives. Puis,  il  démontre  le  théorème  suivant  :  «  Pour  que  les  racines  a  et  a^^^ 
du  polynôme /(x)  =  .r"'+  A,^'"-'  +  . ..+  X  x'"-i'-\-.. .+  A,„  soient  séparées,  il 

i  1 

faut  et  il  suffit  que  (  — r— -  )    soit  négligeable  devant  (  ■—-  \    pour  toutes  les 

valeurs  de  A"  et  de  /.  Le  polynôme  f{x)  se  sépare  alors  en  deux  fragments  :  le 
premier,  obtenu  en  négligeant  les  ternies  qui  suivent  x\  ,  donne  les/;  premières 
racines;  le  second,  obtenu  en  négligeant  les  termes  qui  précèdent  A  ,  donne 
les  m  — p  dernières  racines.  On  peut  donc  séparer  l'équation  en  fragments  tels 
que  chacun  d'eux  donne  les  racines  d'égal  module.  Prenons  l'une  des  équations 
partielles  obtenues  :  si  elle  a  des  coefficients  réels,  on  divise  les  racines  par  le 
module  commun,  on  se  débarrasse,  s'il  y  a  lieu,  des  seules  racines  réelles  pos- 
sibles, ±1,  et  l'équation  finale  sera  réciproque.  L'équation  résolvante  aura 
toutes  ses  racines  réelles  et  pourra  être  résolue  par  la  méthode  de  GriilTe. 
Si  l'équation  partielle  a  des  coefficients  imaginaires,  on  posera 

■0       ^  +  i^  ...  /         ,         ^J 

a;  =  e'"  =  ;-  >  don  |  ^  --  tang  - 
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L'équation  en  2  a  toutes  ses  racines  réelles  et  peut  être  résolue  par  la  méthode 
de  Griifre. 

Pratiquement,  et  sauf  des  cas  exceptionnels,  on  est  averti  que  l'équation  se 
fragmente  sur  le  terme  A    quand  le  coefficient  A    est  devenu  régulier. 

Si  a  est  la  valeur  approchée,  réelle  ou  imaginaire  pour  une  des  racines 
distinctes  ou  non  de  l'équation  f{x)  =  o,  posons  x  =  a  ■+■  z,  et  soit 

/(aH-5)=B„2'»+n,x;'»-'-h...  +  B„.. 

Pour  calculer  pratiquement  les  coefficients  B^,  B,,  ...,  B^,  on  remarque  que 

/{x)=  B,(a7-a)'"+B,(^-a)'"-'  +  ...+  B,„_,  (x  -  a) -h  B„,  ; 

B,,j  est  le  reste  de  la  division  de  f{x)  par  {x  —  a).  Soit 

/(^)  =  (:r-a)/,(.2;)H-B„j 

B,„_,  est  le  reste  de  la  division  de  f^{x)  par  (x  —  a.)  et  ainsi  de  suite. 

Soit/(^)  une  fonction  holomorphc  à  l'intérieur  d'un  cercle,  et  supposons 
que  l'on  cherche  les  racines  de  l'équation  f{cc)—  o  situées  à  l'intérieur  de  ce 
cercle.  Transportons  l'origine  au  centre  du  cercle;  soit 


x^ 


/(^)  =  /(o)  +  ^/'(o)+-./"(o) 


X" 


/lo)  +  R- 


Supposons /(o)  7^  o.  On  peut  trouver  un  nombre  n  tel  que  R  soit  négligeable 
devant /(o)  pour  tous  les  points  du  cercle.  Alors,  dans  le  calcul  des  racines,  on 
peut  négliger  R. 
L'auteur  donne  de  nombreux  exemples. 

Kœnigs  (G.).  —  Etude  bibliographique.  —  La  Géométrie  réglée 
et  ses  applications. 

Chapitre  L  —  L'espace  réglé  se  transforme  en  un  espace  réglé  soit  par  ho- 
mographie, soit  par  dualité  :  il  suit  de  là  qu'il  y  a  avantage  à  définir  une  courbe 
gauche  ou  une  surface  par  ses  tangentes. 

Considérons  un  espace  ponctuel  rapporté  à  des  coordonnées  homogènes 
ponctuelles.  Soient  x^,  x.^,  x^,  x^  les  coordonnées  d'un  point  x  et 

|,jc, +  ^^.27^+^3.373+  l.,x^^  o 

l'équation  d'un  plan  ;  ^,,  ^^,  ^^,  ^^  seront  les  coordonnées  homogènes  d'un  plan  |. 
Une  droite  déterminée  par  deux  points  x,  y  ou  à  l'intersection  de  deux  plans 
^,  ri  aura  six  coordonnées  homogènes 

'\.  =  ? ( '^. '<■.> --  '^1, \.,)  =  ^{x.^  r, - y,x^ ) , 
^4,  =  p  (  "^j^.  —  •'^u  ;  J  =  =^  (  -2^1  y,  -  .r,  ^ J» 
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Ces  coordonnées  vtrilit-nl  la  rchilion  (pia(lrali(|ii<; 


Si  nous  posons 

••>  <'  î-  /•'  ^  -     .         ...... 

la  condition  de  rencontre  des  deux  droites  /'  cL  /'  s'exprimera  par  l'équation 

t)i{r,  /•')  —  0. 

Exprimons  les  paramètres /-^^  en  fonction  Iin(';aircdc  six  nonveanx  paramètres 
x^y  x^,  ...,x^,  le  détcrfliinant  de  la  substitution  linéaire  n'étant  pas  nul;  soit 
^{x)=  (ù{r),  on  aura  ^(.r,  x')  ^  o)  (/•,/•' ).  A  tout  système  de  six  variables  a;,, 
Xj^x^,  x^,  x,^,  x^,  lices  par  une  relation  ([uadrati(juc  ^{x)  —  o  de  discriminant 
diirércnt  de  zéro,  on  peut  faire  correspondre  une  droite  déterminée  de  l'espace, 
l'équation  l{x,  x')=o  exprimant  que  les  deux  droites  x,  x'  se  rencontrent. 

On  appelle  faisceau  l'ensemble  des  droites  issues  d'un  point  dans  un  plan. 
Un  faisceau  est  déterminé  par  deux  droites,  a,  b  :  toutes  les  autres  ont  des 
coordonnées  de  la  forme 

x-—\a--\-  ]xb-        ( i  —  1 ,  2,  . . . ,  d ). 

Si  l'on  prend  quatre  droites  a,  |ii,  y,  o  du  faisceau,  que  l'on  désigne  par  p,  c,  x,  d 

les  valeurs  correspondantes  de  —  >  on  aura 

u. 

(a,  ^^,  y,  o)=:.(p,  (J,  T, -j). 

Trois  droites  qui  se  coupent  forment  un  triangle  ou  un  trièdre.  Dans  les  deux 
cas,  indifféremment,  on  appellera  hyperfaisceau  l'ensemble  des  droites  qui  ren- 
contrent les  trois  droites  données.  Soient  a,  6,  c  trois  droites  d'un  hyperfaisceau. 
Les  coordonnées  d'une  droite  quelconque  de  l'h}  perfaisceau  seront  de  la  forme 
x-=  'ka--\-  iJL^,H-  vc-. 

On  appellera  espace  réglé  l'ensemble  de  toutes  les  droites  de  l'espace,  com- 
plexes les  systèmes  de  droites  à  triple  indétermination,  congruences,  séries 
réglées,  ensembles  de  droites  les  systèmes  d'indétermination  double^  simple  ou 
nulle. 

Chapitre  II.  —  Les  complexes  linéaires  de  droites.  —  Un  complexe  est  dit 
linéaire  lorsque  parmi  les  droites  d'un  faisceau  arbitraire,  il  n'y  en  a  qu'une 
qui  fasse  partie  du  complexe.  Les  droites  d'un  complexe  linéaire  issues  d'un 
point  P  engendrent  un  plan  qu'on  appellera  le  plan  polaire  du  point.  Les 
droites  d'un  complexe  linéaire  tracées  dans  un  plan  passent  par  un  point  fixe 
du  plan,  le  foyer  ou  \e  pôle  de  ce  plan.  On  appelle  faisceau  du  complexe  les 
faisceaux  dont  toutes  les  droites  font  partie  du  complexe. 

Soient  O  et  II  un  point  et  un  plan  unis  (le  plan  contient  le  point),  leurs  cor- 
respondants polaires  sont  un  plan  t:'  et  un  point  o',  unis.  On  appelle  droites 
conjuguées  d  et  d'  deux  droites  telles  que  Tune  contient  les  pôles  des  plans 
passant  par  l'autre  :  toute  droite  x  qui  coupe  deux  droites  conjuguées  fait  partie 
du  complexe,  et  toute  droite  du  complexe  qui  coupe  une  droite  d  coupe  aussi 
sa  conjuguée  d'.  Deux  couples  de  droites  conjuguées  forment  quatre  droites 
portées  sur  une  même  quadrique.  Une  droite  du  complexe  est  sa  propre  con- 
juguée. 
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Si  l'on  considère  quatre  plans  passant  par  une  droite  et  leurs  quatre  pôles, 
leurs  rapports  anharmoni(|ucs  sont  é^'aux  :  ceci  a  lieu  même  si  la  droite  fait 
partie  du  connplexe.  Si  l'on  imagine  une  quadri(jue  du  complexe  (c'est-à-dire 
dont  les  génératrices  d'un  système  sont  des  droites  du  complexe),  les  généra- 
trices du  second  système  sont  associées  deux  à  deux  en  génératrices  conjuguées. 
Le  pôle  d'un  plan  mené  par  une  génératrice  d  de  la  quadrique  appartenant  au 
complexe  est  justement  le  point  de  d  où  ce  plan  est  tangent  à  la  quadrique. 
Tout  complexe  linéaire  définit  sur  chacune  de  ses  droites  une  correspondance 
homograpliique  entre  les  points  et  les  plans  de  cette  droite,  qu'on  appellera 
corrélation  normale  du  complexe. 

Un  complexe  linéaire  permet  de  réaliser  une  transformation  dualistique  de 
l'espace. 

Soit  hi{x)  la  forme  quadratique  fondamentale 

f{x)  =  \^x^-h...-\-k^x^=o 

l'équation  du  complexe  linéaire.  Les  droites  qui  rencontrent  une  droite  donnée 
forment  un  complexe  linéaire  spécial  dont  la  droite  donnée  s'appelle  la  direc- 
trice. Pour  un  tel  complexe  on  a  Q(A)=o,  ^(A)  étant  la  forme  adjointe 
de  w(a;).  M.  Klein  appelle  l'expression  Q(A)  l'invariant  du  complexe. 

Soit  z  une  droite  quelconque  d'un  complexe  linéaire  non  spécial,  u  sa  con- 
juguée, on  a 

=  },Z.-h\J.U.  (ï=  1,2,  ...,G), 


et  "k  est  déterminé  par  l'équation 


Q{A)-l}(X,z^)=o. 


Le  Vavasseur. 


MATIIEMATISGIIE  ANNALEN,  publiées  par  F.  Klein,  W.  Dyck  et  A.  Mayer. 

Tome  XXXII;  i888  (i). 

Kiepert  {L.).  —  Sur  la  transformation  des  fonctions   elliptiques 
pour  un  degré  de  transformation  composé.  (i-i35). 

Dans  les  recherches  sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques,  on  s'est 
jusqu'ici  surtout  occupé,  en  ce  qui  concerne  le  développement  eiïectif  des  cal- 
culs, du  cas  où  le  degré  de  transformation  n  est  premier.  On  laissait  de  côté 
le  cas  des  nombres  composés  parce  qu'au  point  de  vue  théorique  il  suffit  de 
savoir  en  somme  que,  en  général,  une  transformation  de  degré  ab  s'obtient  en 
elfectuant  d'abord  une  transformation  de  degré  a,  puis  une  transformation  de 
degré  b. 


(')  Voir  Bulletin,  t.  .\V^,  p.  \ï6,  '^9'- 
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D'iinlrr  p;irl,  dans  les  rii(ili<i<I('s  (•!ii|)loy<'cs  ins(|n'ir'i,  les  diriiriillrs  (Hic  prr- 
S(Mil(Mil  les  ciilcii  |s  imiiuMii|in's  iiii^mciilcnl  d'iiiilaîil  plus  locsqur  //  csL  un  nornbro 
coiuposi'  (\uc  \c  dc^ri':  des  ('•(|uali()iis  niodiiluircs  croil.  I)cau('()ii|)  plus  rapid(-iri(;nL 
que.  \c.  d('<;r(''  de  Iraiisldiuialioii.  Ainsi,  avec,  les  notations  de  Jaeobi,  loi'S([uc  n 
est  r^'al  il  .'^o,  le  de^it-  de  r(''(|ualion  niodulair(;  en  //,  cl.  t^  est  relaliverneiiL  à  cha- 
cune (les  variables  é^'al  à  '^i. 

Il  y  avait  ecpendauL  avantaj^i;  à  ne  j)oint,  se  liiniLcr  au  cas  où  le  nornlji'e  n 
vsl  preniior.  LN'tudt;  du  cas  d'un  nombre  composé  montre  que  les  calculs 
nécessaires  pour  la  transformation  de  de;,' ré  «6  se  présc-ntent  alors  sr)us  une 
forme  beaucoup  plus  simple  qu'avec,  l'emjjloi  des  procédés  antérieurs. 

Soient  J  l'invariant  absolu  de  la  fonction  elliptique  donnée,  J  l'invariant  absolu 
de  la  fonction  ellipti(iue  transformée;  il  existe  entre  ces  (bnix  quantités  une 
équation  dont  on  j)eut  facilement  déterminer  le  genre  p  qui  relativement  au 
degré  de  l'équation  est  un  nombre  petit.  On  peut  dès  lors  trouver  des  quan- 
tités auxiliaires  ^   tiïlles  ([u'cnlre  ^,  J  et  J  existent  des  é(juations 

va,  J)=o,         F.(^,  J)=o, 

qui  relativement  à  J  et  J  sont  de  degré  inférieur  à  l'équation  entre  J  et  J.  Si 
p  =  G,  auquel  cas  n  est  un  des  nombres 

'^  >     ^  >    ■^  >     7  '     '  "^  ' 
4,     6,     8,     y,     10,     12,     i6,     i8,     25, 

Klein  et  Gierstcr  ont  établi  par  une  voie  purement  algébrique  que  l'on  peut 
exprimer  J  et  J  comme  fonctions  rationnelles  d'une  quantité  auxiliaire  ^.  Si 
p  =  I,  il  est  nécessaire  d'avoir  recours  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  pour 
généraliser  le  résultat  précédent  et  pour  établir  que  J  et  J  peuvent  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  d'une  quantité  ç  et  d'un  radical  portant  sur  une 
fonction  du  troisième  ou  du  quatrième  degré  en  ^.  Et  ainsi  de  suite  si  p  est  égal 
ou  supérieur  à  2. 

Mais  il  y  a  avantage  à  ne  pas  introduire,  dans  le  cas  d'un  degré  de- transfor- 
mation composé,  un  paramètre  unique,^,  mais  bien  plusieurs  paramètres.  C'est 
ce  qu'établit  l'auteur  dans  les  premiers  paragraphes  de  son  Mémoire  et  il  en 
donne  des  applications  nombreuses  à  différents  degrés  de  transformation.  Il  ne 
sei'a  pas  inutile  d'indiquer  rapidement  les  nombreuses  applications  que  l'auteur 
a  faites  de  sa  théorie  : 


Consacrées  à  la  théorie  générale 


Section. 

1  / 

2  i 

3 «  =  2,  4,  8,  i6,  ...,  2« 

4 /i  =  3,  9,  27,  8i,  243,  . . . ,  3'^ 

5 /i  =  5,  2.5,  125;  7,  49;  ...,  a'"-  {a  premier) 

(1 n  =  2a;  6,  10,  i4,  22,  2G;  1 1 

7 n  --=  !\a;  12,  20,  28 

8 n  =  Ha,  i6«,  . . .,  y'a;  24,  48,  96;  4o,  Se. 

U /?  =  3a;  i5,  21 

10 n  =  ija;  1 8,  45 

Il w  —  6«:  3o. 
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Cross  (  fV.).  —  Sur  les  combinants  des  s^'stèmes  de  formes  binaires 
qui  correspondent  à  des  courbes  planes  rationnelles.  (i36-i5o). 

§  1.  Généralités  sur  les  courbes  rationnelles.  Définition  des  concomitants. 
Fonctions  génératrices.  Combinants  élémentaires.  Faisceaux  de  courbes  reliés 
à  une  courbe  donnée. 

§  2.  Applications  des  résultats  précédents  aux  courbes  rationnelles  du  troi- 
sième ordre. 

§  3.  Contributions  à  la  théorie  des  courbes  rationnelles  du  quatrième  ordre. 

Baur  {L.).  —  Sur  la  théorie  des  idéaux  de  Dedekind  (i5i-i56). 

Ventura  Reyes y  Prosper.  —  Sur  les  propriétés  graphiques  des 
figures  centriques.  (id^-iSS). 

Sur  la  démonstration  sans  l'emploi  de  la  section  par  un  plan  et  par  suite 
sans  avoir  recours  aux  points  et  droites  impropres  des  propriétés  graphiques 
des  figures  centriques  dont  le  centre  est  un  point  propre. 

Pasch  (AI.).  —  Sur  les  droites  et  les  plans  impropres,  (i  59-160). 

Remarques  sur  la  Note  précédente.  L'auteur  montre  comment  la  démonstra- 
tion de  Ventura  Reyes  y  Prosper  permet  de  simplifier  l'introduction  des  droites 
et  des  points  impropres  en  Géométrie. 

Voss  (A.).  —  A  la  mémoire  de  Axel  Harnack  (161-174)- 

Cari  Gustav  Axel  Harnack,  né  à  Dorpat  le  7  mai  i85i,  mort  à  Dresde  le 
3  avril  1888,  a  été  successivement  privat-docent  à  l'Université  de  Leipzig, 
en  1875;  professeur  de  Mathématiques  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Darmstadt,  en  1876;  professeur  de  Mathématiques  au  Polytechnikum  de  Dresde, 
depuis  1877. 

Nous  donnons  d'après  Voss  la  liste  de  ses  travaux  : 

L  —  Dans  les  Matheniatische  Annalen  : 

1.  Sur  l'emploi  des  fonctions  elliptiques  clans  la  géométrie  des  courbes 
du  troisième  degré.  Dissertation  inaugurale.  Leipzig,  t.  IX,  p.  i;  1875. 

2.  Sur  la  théorie  des  formes  cubiques  ternaires,  t.  IX,  p.  218. 

3.  Sur  l'emploi  des  coordonnées  homogènes  dans  l'étude  des  différentielles 
algébriques,  t.  IX,  p.  371. 

4.  Sur  le  nombre  des  branches  des  courbes  planes  algébriques,  t.  X, 
p.  189. 

5.  Sur  la  représentation  des  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  de 
première  espèce  et  de  leur  système  de  sécantes  par  des  fonctions  double- 
ment périodiques,  t.  XII,  p.  47- 

6.  Remarque  sur  la  Géométrie  :  sur  les  surfaces  réglées  du  quatrième  ordre, 
t.  XIII,  p.  49. 

7.  Sur  une  propriété  des  coefficients  de  la  série  de  Taylor,  t.  XIII,  p.  555. 

8.  Notice  sur  la  représentation  au  moyen  de  paramètre  algébrique  de 
l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre,  t.  XV,  p.  56o. 
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y.  i>ur  1(1  Si- rie  Iri^^ono/nctrit/KC  et  la  rcprcsciilalion  des  /unetiona  arbi- 
traires, l.  WIll,  p.    ni. 

10.  Sini/>/i/ir(fti()/i  </<'s  (/('//lonsfratio/is  (lans  la.  théorie  de  la  série  de 
Fourier,  L.  \I\,  p.  .!;)."). 

11.  Correction  à  ce  Mémoire,  l.  XIX,  p.  Vu. 

12.  Application  de  la  série  de  Fourier  à  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  complexe,  t.  XXI,  p.  .Sof). 

13.  Les  théorèmes  généraux  sur  la  relation  entre  les  fonctions  d'une  va- 
ri<d)le  réelle  et  Icms  dérivées.  Premiers  l'arlic,  t.  \XIII,  p.  344-  Seconde 
Farlie,  l.  XXIV,  p.  -m-. 

14.  Note  sur  l'application  d'une  multiplicité  linéaire  continue  sur  une 
multiplicité  discontinue,  t.  XXIII,  p.  '^85. 

10.  Sur  le  contenu  des  Punktmcngc,  l.  XXV,  p.  ^p.i. 

16.  Remarques  sur  la  théorie  de  l'intégrale  double,  l.  XXVI,  p.  506. 

17.  Sur  les  vibrations  des  cordes,  t.  XXIX,  p.  4^6. 

18.  Sur  la  seconde  démonstration  de  Cauchy  pour  la  convergence  de  la 
série  de  Fourier  et  sur  une  ancienne  méthode  de  Poisson,  t.  XXXII. 

11.  —  Dans  les  Sitzungsberichte  de  la  Société  de  Physi(jue  et  de  Médecine 
d'Erlangen  : 

1.  Sur  l'emploi  des  fonctions  elliptiques  dans  la  géométrie  des  courbes 
du  troisième  ordre,  i3  juillet  1874. 

2.  Sur  la  théorie  des  formes  cubiques  ternaires,  8  février  1875. 

3.  Sur  une  démonstration  du  théorème  d'Abel,  12  juillet  1875. 

III.  —  Dans  les  Bcrichte  de  la  classe  de  Mathématiques  et  de  Physique  de  la 
Société  saxonne  des  Sciences  de  Leipzig  : 

1.  Contribution  à  la  théorie  de  l'intégrale  de  Cauchy^  12  novembre  1880. 

2.  Démonstration  d'existence  dans  la  théorie  du  potentiel  dans  le  plan  et 
dans  l'espace,  2  mai  i886. 

3.  Sur  la  représentation  d'une  fonction  arbitraire  par  les  fonctions  de 
Fourier-Bessel,  12  décembre  1887. 

IV.  —  Dans  le  Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik  de  Schlomiich  : 

1.  Sur  les  constructions  linéaires  des  courbes  planes  du  troisième  ordre, 
t.  XXII,  p.  38. 

2.  Sur  la  théorie  de  la  conduction  de  la  chaleur  dans  les  corps  solides, 
t.  XXXII,  p.  91. 

V.  —  Dans  d'autres  journaux  : 

1.  Sur  les  différentielles  algébriques  {Ann.  di  Matem.,  t.  IX^,  p.  3o2). 

2.  Théorie  de  la  série  de  Fourier  {Bull.  Darb.,  t.  CVI^;  i883). 

3.  Sur  les  méthodes  les  plus  simples  pour  le  calcul  approché  des  surfaces 
planes  {Civil  Ingénieur,  t.  XXVIII). 

VI.  —  Discours  et  Festchriften  : 

1.  Sur  la  notion  générale  d'espace  et  son  application  dans  l'étude  de  la 
nature  {Sitzb.  nat.  Gesell.  Jsis,  1878). 

2.  Sur  la  théorie  de  la  conduction  de  la  chaleur  dans  les  corps  solides 
{Festchrift  de  la  Société  Isis  de  Dresde,  \\  mai  i885). 
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3.  Étude  de  la  nature  et  philosophie  naturelle.  Conférence  à  la  Société  Isis 
de  Dresde.  Leipzig?;  i885. 

4.  Sur  l'emploi  de  V infini  en  Matliéniatiques,  p.  17-29  du  FesLsckrift  pu- 
blié pour  le  soixanle-dixiènie  anniversaire  de  'J'h.  Ilarnack  par  ses  fils. 

5.  Importance  de  Leibniz  dans  l'histoire  des  Mathématiques,  Dresde;  1887. 

\\\.  —  Analyses  et  comptes  rendus  : 

1.  Compte  rendu  du  Traité  de  INIathématiques  publié  par  Schlomilch,  Ileger 
et  Keidt,  à  Breslau,  1879,  dans  le  tome  XXIX  du  Civil  Ingénieur. 

2.  Analyses  nombreuses  de  travaux  allemands  dans  le  présent  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  de  187G  à  1886. 

3.  Une  série  d'articles  de  Mathématiques  dans  VEncyclopédie  de  Ersch  et 
Gruber;  en  particulier  les  articles  :  Fraction  continue,  Courbure,  Cercle,  etc. 

VIII,  —  Ouvrages  publiés  à  part  : 

1.  Éléments  du  Calcul  différentiel  et  intégral,  i  vol.  Leipzig;  1881. 

2.  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de  J.-A.  Serret.  Traduction  en 
trois  volumes,  Leipzig;  i88|-i885. 

3.  Les  fondements  de  la  théorie  du  potentiel  logarithmique  et  des  fonctions 
potentielles  datis  le  plan,  i  vol.  Leipzig;  1887. 

4.  Publication  de  Ilankel  :  Les  éléments  de  la  Géométrie  projective  exposés 
synthétiquement.  Leipzig;  1875. 

Harnack  (A.).  —  Sur  la  seconde  démonstration  de  Cauchj  pour 
la  convergence  des  séries  de  Fourier  et  sur  une  méthode  plus 
ancienne  de  Poisson.  (i^5-202). 

Le  Mémoire  célèbre  de  Diriclilet  Sur  la  convergence  des  séries  de  Fourier 
(/.  de  Crelle,  t.  4)  commence  par  une  critique  de  la  démonstration  donnée 
par  Cauchy  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  VI,  1827,  et 
Dirichlct  remarque  que  ce  travail  de  Cauchy  était  le  seul  qu'il  connût  sur  cet 
objet.  Cependant  le  Tome  XII  (fascicule  19)  du  Journal  de  l'École  Poly- 
technique (1828)  contenait  déjà  les  recherches  de  Poisson  sur  la  convergence 
des  séries  trigonométriques  et  des  séries  cylindriques  et  d'autre  part  le  Tome  II 
àcs  Exercices  de  Mathématiques 'àe  Cauchy,  paru  en  1827,  contient  une  nouvelle 
démonstration  de  la  convergence  des  séries  de  Fourier  donnée  par  Cauchy  à  la 
fin  de  sa  Théorie  des  résidus  dans  un  Chapitre  sur  les  résidus  des  fonctions 
exprimées  par  des  intégrales  définies  (p.  341-37G).  Les  deux  auteurs  ne  consi- 
dèrent pas  seulement  la  série  ordinaire  ordonnée  suivant  les  multiples  entiers 
de  l'argument  et  que  Dirichlet  a  seule  considérée,  mais  ils  prennent  aussi  le 
cas  plus  général  où  les  paramètres  dépendent  d'une  équation  transcendante 
quelconque  donnée. 

Harnack  se  propose  dans  le  Mémoire  présent  : 

1°  D'exposer  les  parties  essentielles  du  travail  de  Cauchy  qui  paraît  être 
tombé  dans  un  oubli  immérité  (Riemann  n'en  fait  non  plus  aucune  mention 
dans  son  Mémoire  de  i854)  et  de  montrer  dans  quelles  conditions  les  résultats 
qui  y  sont  obtenus  sont  valables; 

2°  De  modifier  l'exposé  de  Cauchy  et  de  montrer  comment,  dans  le  cas  général 
où  les  paramètres  suivent  une  loi  quelconque,  la  convergence  des  séries  dépend 
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loiijniirs  (l*>  la  roiivcr^cncc  de   riiil)-;;iMli'  toniiiic  de  I  tiridili  I .   Imil   ,iu>si   iiicii 
<|ii('  <laiis  le  cas  plus  siiii|il('  cxainiiu'î  |>ar  I  )iii(lil('l  ; 

À"  De  prrsnilcr  la  imllKidr  de  l'ois^ori  \  Mc'niniic  sur  la  d  isl  lihitl  iaii  <lc  hi 
cluilrttr  (Idits  les  corps  sol  ùlcs  {.1 .  de.  l' l'^c.  l'oyt..,  I.  \II)|,cii  iiioii  I  laiil  (in'cllc 
ic|)()sc  en  l'ail  sur  K-  ralnil  des  rrsidiis. 

/iirc/iC  (^h\y  —  vSur  raolion  ('proiivcc  p;ir  des  Mimoaiix  an  ropos 
dans  nn   Ii(|ni(l(;  in('()in|)i(*ssd)lo.  ('>.Ov^-'>,  i  v, ). 

l!(|iriM!ii(t  ion  d'un  Mciiioiic  paiii  dans  Ins  Adcliricli  Icii  (I.  I(.  Gescll.  d.  If. 
zti  (idfti/iL;i'n  m  n()\oinl»r(!  iXS-  oii  Tanlciir  doiinn  iiih;  d(-rrir)nstiali()n  plus 
f;ciu;rale  de  la  pi'oposili'Hi  coniuic  de.  Kircliliod'.  L'aulcur  cile  eu  tcnniiianl,  les 
M'sullals  énoncés  en  18-0  par  \V.  'l'IioinsDii,  mais  sans  d(  inorisl  lalion,  On  Ihc 
forces  e.vpcrirnrrd  hy  solids  iniDiei'scd  in  <t  wovini^  Lifjiiid  {  Proc.  ICdinh. 
Ji.  S.). 

Lie  (S.).  —  Classification  cl  inlc^falion  des  c(|naLi()ns  difTcrcii- 
liclles  ordinaires  entre  x  et  y  qui  adnicllcnL  un  ^i()n|)f'  de 
transformation.  (2o3-:^(Si). 

Ce  Mémoire  est  la  rcptodiiclioii  d'un  liavail  |)aru  en  iS,S3  dans  Lie  Aorweg. 
Arcliiv  et  qui  coiilicnt  de  noinbrcuix  et  importants  résultats. 

Section  I.  —  Classification  de  toutes  les  équations  didérenlielles  ordinaires 
entre  x  cl  y  qui  admettent  un  j^roupe  de  transformation   entre  ces  variables. 

s^  1.  Groupes  qui   ne   laissent   invariable    aucune    écjuation    diiït'rentielle  du 

premier  ordre. 
s;  '2.  Groupes  qui  laissent  invariables  deux  et  seulement  cb-ux  équations  difTé- 

rentielles  du  premier  ordre. 
§  :i.  Groupes  ([ui  ne   laissent  invariable  qu'une  seule  é(|uation  diflérentielle 

du  premier  ordre. 
^  î.  Groupes  qui   laissent  invariables  une  infinité  d'équations  diiïérentielles 

du  premier  ordre. 
^  5.  Réduction  d'un  groupe  quelconque  à  sa  forme  canoniijuo. 

Section  JI.  —  Intégration  des  équations  diirérentielles. 

^  I.  ïbéorie  de  l'intégration  des  équations  diiïérentielles  à  transformations 
infinitésimales  connues  de  la  forme  X{x)p  +  \{r)g. 

^  2.  Intégration  des  équations  différentielles  à  transformations  infinitésimales 
connues  de  la  forme  \{x) p  -{-  Y {xy)q. 

§  .3.  Intégration  des  équations  difTérentielles  à  transformations  infinitésimales 
connues  de  la  forme  \{xy)  p  -h  \  {xy)q. 

Kiipper  (C).  —  L'cnumération  comme  source  d'erreur  dans  la 
Géométrie  moderne  ('28p,-p,8()). 

Discussion  crili(|ue(lcs  résultats  communi(|U(-s  par  M.  di'  .Ion(|ui("rcs  dans  les 
Comptes  rendus  de  no\cmbie  188-. 

Jiutl.  des  Sciences  mathéni.,  2"  série,  t.  W'II.  (Octobre    itSij.).)  lî.ii 


iJH  SECOND  K    PAUTIK. 

//finri/z  (//.).  —  Sur  les  (ormes  algébriques  «jui  peuvent  èlre 
transformées  univoquement  en  elles-mêmes.  (290-308). 

L'auteur  se  propose  de  délerrniner  loules  les  formes  algébriques 

fis,  z)  ~  o, 

qui  peuvent  se  transform(;r  en  elles-nnèrnes  par  une   transformation   univoque 

réciproque 

.ç' =  çp(.ç,  s  ),  ^' =*]/(. s-,  ^), 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  déterminer  toutes  les  surfaces  de  Hiemann  sur 
lesquelles  existe  une  correspondance  algébrique  (i,  i)  voque,  et  cela  dans  le 
cas  où  le  genre  p  de  la  surface  est  supérieur  à  l'unité.  Il  arrive  aux  résultats 
suivants  : 

Toute  transformation  univoque  d'une  forme  alf;ébrique  en  elle-même  est 
périodique,  c'est-à-dire  que  si,  en  partant  d'une  position  P  quelconque,  on  forme 
la  suite  P,  P',  P",  ...  des  positions  qui  se  déduisent  successivement  les  unes 
des  autres  par  l'emploi  de  la  transformation,  cette  suite  est  fermée;  en  d'autres 
termes,  il  existe  un  nombre  entier  n  tel  que  P(")  est  identique  au  point  P  de 
départ. 

La  période  n  d'une  transformation  univoque  d'une  forme  algébrique  en  elle- 
même  ne  peut  pas  dépasser  une  certaine  limite  qui  dépend  du  genre/?. 

La  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre  n  est  égale  à  io(/?  —  i). 

Toute  forme  algébrique  qui  possède  une  transformation  univoque  en  elle- 
même  de  période  n  peut  être  mise  sous  la  forine 

F(5",  x;), 

la  transformation  univoque  correspondante  étant  de  la  forme 

2  tu 

5'  =  e  "  5,        z'  =  z. 

Kneser  {A.).  —  Démonstration  élémentaire  de  la  représentation 
des  fonctions  elliptiques  comme  quotients  de  séries  uniformé- 
ment convergentes.  (3o9-33o). 

1.  Introduction  des  fonctions  ^{u),  \\{u). 

2.  Lemmes  généraux  d'Analyse. 

3.  Développement  de  la  fonction  snw  suivant  les  puissances  de  u. 

4.  La  fonction  su  i^  comme  quotient  de  deux  séries  uniformément  conver- 
gentes. 

5.  Définition  et  théorème  d'addition  de  la  fonction  p(«). 
G.  Développement  en  série  de  la  fonction  p{u). 

7.  Convergence  uniforme  de  la  série  ^  (u) 

Krause  et  Mohrmann.  —  Sur  le  développement  des  fonctions 
doublement  périodiques  de  deuxième  et  de  troisième  espèce  en 
séries  trigonométriqiies.  (33i-34i). 

Dans  deux  Mémoires  sur  ce  sujet  publiés  dans  le  lome  \\\  des  Mathema- 
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lisvlic    AiiiKilt'ii,  M.    KiMiisc  a    (Iciiioni  i-(';    <|ii('    |r   dt- vt-loppciiicnL   (lt;s   fondions 

(lotililcnicnl   |»tiio(li(|iics  de  (Icuxiriiir  cl.  di;  I  roisirrnc  (;s|)('c,c,  dans  le  ras  où  le 

nomhic  des  /.t'ids  siiipas;^!'  le  ikmiiIhc  dc-<  iiilinis,  sr.  raimiic  au  di'vcloppfiiicnL 

des  (|iiaiil  iU'S 

"h^i  iw   I    tui,  ni  ) 

cl  il  fui  alor>^  coiiduil  à  drii\  mi'lliodcs  indirectes  do  soliilion  du  [irohièmc  On 
(jnrslion.  iMM.  Kiaii^c  ri  Midiirnaim  piM'scnlciil  ici  Mois  rrni  liodc-s  dircctCfi 
pour  arriver.  ;iu  rcsullal. 

Ilillx'rt  (/^.).  —  Sur  la  r(îpr(''.senlali()ii  des  foiirKîs  définies  comme 
somme  (h's  carr(''s.  (.)/Î2-35o). 

Une  forme  ali^clniqiie  d'ordre  pair  n  à  eocfficicnts  réels  contenant  m  variables 
honiof;ènes  s'appt  Ile  de/inie  si  elle  prend  pour  tout  systènne  de  valeurs  réelles 
des  tn  variables  une  valeur  positive  et  si  en  oulrc  son  discrin^iinant  est  dille- 
rent  de  zéro. 

On  sait  que  toute  forme  quadratique  définie  de  m  variables  peut  être  mise 
sous  forme  dune  somme  de  ni  carrés  de  formes  linéaires  réelles.  De  même 
toute  forme  binaire  ddinie  peut  se  mettre  sous  forme  d'une  somme  de  deux 
carrés  de  deux  formes  rt-elles.  L'auteur  s'est  demandé  si  ce  mode  de  représen- 
tation en  somme  de  carrés  pouvait  toujours  s'appliquer.  Dans  le  cas  où  n  =  !\ 
et  ni  =  3  on  a  la  proposition  suivante  : 

«  Toute  forme  ternaire  biquadralique  définie  peut  se  mettre  sous  forme  d'une 
somme  de  trois  carrés  de  formes  réelles  quadratiques.  » 

Mais  la  proposition  ne  peut  pas  être  étendue  au  delà  des  cas  précédemment 
cités.  L'auteur  montre  que  parmi  les  formes  définies  d'ordre  n  pair  à  m  variables, 
il  y  en  a  toujours  qui  ne  peuvent  pas  se  mettre  sous  forme  d'une  somme  finie 
de  carrés  de  formes  réelles. 

Il  n'y  a  exception  à  celle  proposition  S'^nérale  que  dans  les  cas  particu- 
liers où 

n  =  2,  ni  quelconque, 

n  quelconque,         ni  =  ■?., 

n  =  ''i,  ni  =  3. 

Klein    {F.).    —     Sur     les    fonctions     sigma     hj'perelliptiques. 
(Deuxième  Mémoire)  (3r)i-38o). 

Ce  Mémoire  est  une  suite  du  Mémoire  publié  dans  le  Tome  XXVII  des 
Matheniatische  Annalen  auquel  se  rattachent  en  particulier  les  travaux  de 
Wiltheiss  {Math.  Ann.,  Bd.  XXIX,  p.  272)  et  de  Brioschi  {Ann.  di  Matem., 
t.  XIVj,  p.  241).  L'auteur  expose  ici  rapidement  les  résultats  auxquels  il  est 
parvenu  depuis  et  qu'il  a  exposés  dans  ses  leçons  en  été  1887  et  en  hiver  188--88. 

1:5  1.  Rappel  de  quelques  définitions  et  de  quelques  propiiéfés. 

§  2.  Intégrales  de  seconde  espèce. 

§  3.  De  la  périodicité  des  fonctions  r. 

>5   '1.   !{e|)r«'sotitalioii  des  fonrlions  ^  à  laide  des   fonctions  r. 
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§  5.  liCs  fondions  r  cllipliqiies  j)our  un  aif^iiiricnl  ù  plusieurs  termes. 

§  (').  Gén(';iulisalion  correspondante  de  cr  dans  le  cas  où  p  —  2. 

^  7.  Passage  à  une  valeur  quelconque  de  /;.  Délerniinalion  des  intégrales 
correspondantes. 

§  8.  Périodicité  des  intégrales. 

§  9.  Définition  des  fonctions  cr  générales. 

§  10.  Quelques  propriétés  des  fonctions  c 

§  11.  Sur  les  développenients  en  séries  des  fonctions  r  suivant  les  puissances 
croissantes  de  w. 

§  12.  [^réparations  au  calcul  du  premier  terme  des  développements  en  séries. 

§  13.  Calcul  eiïectif  du  premier  terme. 

.^  11.  Périodicité  des  fonctions  r.  Passage  aux  fonctions  ^. 

§  15.  lîemarques  finales. 

Biirkhardt  (//.).   —  Contributions  à  la  théorie  des   fonctions  a 
hyperellip tiques.  (38 1-442). 

L'auteur  se  propose  de  développer  quelques-unes  des  idées  de  M.  Klein  sur 
la  façon  de  considérer  les  fonctions  cr  hyperelliptiques,  en  ayant  recours  aux 
méthodes  et  aux  procédés  de  Weierstrass  et  de  Hiemann. 

Section  I.  —  Intégrales. 

§  1.  Formes  des  intégrales  prises  comme  formes  fondamentales. 

§  2.  Intégrales  de  seconde  espèce  possédant  des  points  de  discontinuité  diffé- 
rents. 

§  3.  l'açon  dont  se  comportent  dans  le  voisinage  d'un  point  les  intégrales  de 
première  et  de  deuxième  espèce. 

§  4.  Façon  dont  se  comportent  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  les 
intégrales  de  troisième  espèce. 

§  5.  Détermination  de  chemins  déterminés  (chemins  des  périodes)  sur  la  sur- 
face de  l^iemann. 

i^  G.  Etude  de  la  fonction  Q  pour  une  variation  quelconque  d'un   argument. 

§  7.  Sur  le  logarithme  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points. 

§  8.  Q  considéré  comme  fonction  analytique  de  quatre  variables  indépen- 
dantes. 

§  9.  Relations  bilinéaires  entre  les  périodes  de  première  et  de  deuxième 
espèce,  d'après  Weierstrass. 

§  10.  Relations  bilinéaires  d'après  Riemann. 

Section  II.  —  Formes  de  passage. 

§  11.  La  fonction  q{x,  y)  =  Q;;^-j:. 

1  — 
§  12.  La  fonction  e^ 

§  13.  Sur  l'emploi  des  variables  homogènes  dans  l'étude  des  fonctions  pluri- 
voques. 

§  l'i.  L'expression  primaire  ^{x,  y),  en  particulier  pour /^  impair. 
§  1.0.  L'expression  primaire  i1{x,  y)  dans  le  cas  où  p  est  pair. 
^  1().  liemarques. 
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St'('tl()/i  III.   —  l'uucliuns  .si;;ma. 

s^   17.   Dcliiiihon. 

v^   1(S.  Inliiiis  cl  /éros. 

!:!  l'.l.  Connexion  cnlrc  les  fonctions  3  ;i  ^v  cl  à  -.«v  —  ■.>  armimcnls. 

1^  \?0.  IV'riodiciU'  des  fonctions  siptna. 

v^  'l\.   I<cs  fondions  si^nia  ne  dcpcndonl  f|iic  des  sommes  d'iiilt':^rales  w,^. 

§  'J"2.  Cas  pailiciilier  on  les  sommes  d'inté^'ralcs  ont  de  petites  valeurs. 

s}  "23.  Les  fondions  si;;ma  sooi  des  fonctions  nnivocpies  entières  de  sommes 
d'inlc}j;rales. 

1^  "l\.  Les  fonctions  sigma  soni  des  fondions  nnivo<|iirs  cniicies  des  coefficients 
de  9  et  vp. 

5^  "Ih.  Valeur  de  j        ,.        lorscjue  les  arj^nmenls  ont  la  valeiii'  z(  ro. 

'  Tj>  4  1  "iy  'r\ 

%  '2().  Les  premiers  termes  des  séries  sigma  en  fonction  de  y^  dy. 

s}  27.  Les  premiers  termes  des  si'-ries  sigma  en  fond  ion  des  (|iiatitilés  w. 

Pick  {Cm,).  —  Sur  la  réduction  des  difïércntielles  hyperelliptiqucs 
à  la  forme  rationnelle.  (44>3-449)- 

lléduction  des  dilférenticllcs  hyperelliptiques  à  une  somme  des  fradions  nor- 
males dans  le  cas  où  le  polynôme  qui  apparaît  au  dénominateur  de  la  difïé- 
rentielle  n'est  pas  décomposé  en  facteurs.  (  Voir  sur  le  même  sujet  llr.nMiTi:, 
IhiUetin;  i883.) 

Peano  {G.).  —  Intégration  par  séries  des  équations  difTérentielles 
linéaires.  (45o-456). 

Emploi  de  la  considération  des  nombres  complexes  pour  établir  la  proposi- 
tion suivante  : 
Soient  données  les  équations  din'érentielles  linéaires  homogènes 

dx, 

dx„  _ 

~dr  -'■".•2^.^---^'-»«-^»' 

où  les  /',  sont  des  fonctions  réelles  de  la  variable  t.  continues  dans  l'inter- 
valle {p,q)  auquel  appartiennent  toutes  les  valeurs  de  ^,  que  nous  allons  con- 
sidérer. Si  l'on  substitue  dans  les  seconds  membres  des  équations  proposées,  à 
la  place  de  .r,,  ...,  a^„,  n  constantes  arbitraires  a,,  ...,  a„  et  si  l'on  intègre 
entre  t^  et  t,  on  obtiendra  n  fonctions  a\,  ...,  a\^  de  t.  Si  l'on  substitue  de 
même  dans  les  seconds  membres  des  équations  proposées  à  la  place  des  x^,  . . ., 
x„  les  fonctions  «', ,  . . .,  a'^^  et  si  l'on  intégre  de  t^  à  C,  on  obtiendra  n  nouvelles 
fonctions  a',',  . . .,  a'^^.  On  déduira  de  même  de  ces  nouvelles  fonctions  a'[,  . . .,  aj^ 
d'autres  fonctions  «',"'  ...,«,',  et  ainsi  de  suite.  Les  n  séri(îs 

X-  =  <7,  -+-  a'j  -h  n'I  + . , . 

seront  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  /dans  l'inlcrvalK;  (/?,  7  )  ;  leurs 
sommes  sont  des  fonctions  de  /  qui  satisfont  aux  équations  données,  et  qui, 
pour  /       /  .  ftrcrincnt  le-;  valeurs  /?, n „. 


i62  SECOND li   l'ARTIlî. 

Dyck  (  W.).  —  ConLrJbiilions  à  VAnalysis  slLus.  Premier  Mé- 
moire. Variétés  à  une  et  à  deux  discussions.  (4^7-51  p.). 

L'auLcur,  après  avoir  passé  en  revue  dans  une  inlroducLion  intéressante  les 
divers  travaux  principaux  publiés  jusqu'ici  sur  VAnalysis  situs,  se  propose  de 
développer  dans  le  présent  IMénioire  et  dans  un  INIémoire  où  les  variétés  ou 
espaces  à  plus  de  deux  dimensions  seront  étudiées,  les  résultats  qu'il  avait 
déjà  communiqués  à  la  Société  des  Sciences  de  Leipzig  en  i885  et  1886. 

L'auteur  arrive  par  de  simples  considérations  géométriques  à  déterminer  les 
caractéristiques  topologiques  des  différentes  variétés  et  retrouve  ainsi  les 
caractéristiques  de  Kronecker  {Monatsb.  d.  Berlin.  Ak.,  p.  lâcj  et  G88;  1869). 
En  fait,  il  s'agit  surtout  ici,  comme  dans  le  second  Mémoire  de  l'auteur  de  la 
détermination  au  point  de  vue  topologique,  des  caractères  d'éléments  donnés 
algébriquement. 

Le  domaine  de  VAnalysis  sitas  est  encore  I)eaucoup  plus  vaste  et  la  détermi- 
nation des  caractères  d'éléments  donnés  d'une  façon  quelconque,  et  non  plus 
algébriquement  car  cela  peut  fort  bien  être  impossible,  est  loin  d'être  actuelle- 
ment une  chose  facile.  Les  travaux  de  M.  Dyck  seront  lus  et  étudiés  certaine- 
ment avec  le  plus  grand  profit  par  ceux  qu'intéressent  les  considérations  de 
cette  nature. 

Braunmiïhl  [A.  von).  —  Sur  le  groupe  de  Gopel  des  caractéris- 
tiques thêta  à  p  termes  qui  sont  formées  avec  des  tiers  de 
nombres  entiers.  Relations  fondamentales  auxquelles  satisfont 
les  fonctions  thêta  correspondantes.  (543-544)- 

Extension  des  résultats  déjà  obtenus  par  l'auteur  dans  un  Mémoire  paru  dans 
les  Abhandlungen  der  k.  bayr.  Académie  der  Wiss.,  II,  CLXVI.  Bd.,  II. 
Abtheil.  On  appelle  caractéristiques  à  p  termes  les  symboles 


(a)  = 


Lilienthal  (/?.  v.).  —  Sur  la  courbure  des  faisceaux  de  courbes. 

(545-565). 

On  peut  considérer  une  surface  comme  une  variété  simple  continue  des 
courbes;  le  problème  le  plus  général  de  la  courbure  se  rapportera  alors  à  une 
variété  continue  à  deux  dimensions  de  courbes.  C'est  une  variété  des  courbes  de 
cette  nature  que  l'auteur  considère.  La  théorie  des  systèmes  de  rayons  de 
Kummer,  la  théorie  des  coordonnées  curvilignes  de  Lamé  se  présentent  comme 
cas  particuliers  du  problème  général.  Les  travaux  de  Voss  {Math.  Ann.,  Bd.  IG 
et  23)  se  rapportent  à  la  même  question. 

Batner  {E .).  —  Sur  une  propriété  de  certaines  équations  diffé- 
rentielles linéaires  irréductibles.  (56G-582). 

L'auteur  s'est  proposé  d'étendre  aux  équations  dillérentiellcs  de  degré  quel- 
conque  les   résultais  obtenus  par  IM.  Ilnrwitz  {Math.  Ann.,  t.  W'Il)  relative- 
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nient  iin\  intc^ialt^s  de  r('i|niil  ion  (lillcicnlicll*' 

azy"-  Oy'-hy. 

L'équation  prccédcnl»;  est  la  seules  (-(inalifMi  du  second  ordre  à  la(|uellc  s'ap- 
plicjiu^  la  inélliode.  I/aulcMir  inonlre  ronunenl  on  peut  foinier  d<;s  (!(|uations  du 
troisième  ordre  el  d'ordre  siipi'ricnr  donl  les  soliilions  donnent  naissance  à  des 
([uantilés  transcenda  ni  es. 

/////•wi/z  (t.).   —   Sur  (les  propriéU's  aiitliin(Hic|ucs  (](;  certaines 
fondions  IninscciMlnnlcs.  (r)8.)-5(S8). 

Le  Mémoire  précédenl  lourniL  à  M.  Ilurwil/.  l'occasion  de  revenir  sur  les  pro- 
positions <|u'il  aNail  doiMu'-es  auparavant  et  de  présenter  une  géni-ralisation  de 
ses  résultais. 

Citons  les  lliéorèines  suivants  : 

La  valeur  de 

III  I  I 


Cp(^,Tl)=  ^       '      ^^^^+'^)     '•  ^(^  +  -^i)(^-+-'^-^.)     3^ 


1  -+- 


est    toujours   irrationnelle,   quelles  (pie  soient   les  valeurs  rationnelles  de  ç,  t,, 

pourvu  que   -  ne  soit  ni  nul,  ni   indni,  ni  entier  négatif. 

Soient /(or)  elg{x)  deux  fonctions  entières  à  coeflicients  entiers  de  x,  assu- 
jetties à  la  seule  condition  que  /  soit  de  degré  inférieur  à  ^  et  que  les  équa- 
tion /{x)=o  et  g{x)  =  o  n'admettent  aucune  racine  entière  négative.  La 
série 

/(o)_     /(o)/(.)^^    ,     /(o)/(.)/(:0   -' 


y  =  i  -h 


g{0)^  g{0)g{l)2\  g{0)  g{l)  g{2)    6\ 


est  telle  que  parmi  les  rapports  y  '.y'  '.y"  :  ■  ■  ■  'y'-''^  (où  r  est  le  degré  de  g)  l'un 
au  moins  est  irrationnel,  quand  on  attribue  à  z  une  valeur  rationnelle  quel- 
conque difTérente  de  zéro. 

Kœnigsberger  (L.).  —  Sur  les  courbes  rectifiables.  (SSg-SgS). 

Recherches  sur  les  théorèmes  obtenus  par  M.  G.  Humbert  dans  son  Mémoire 
Sur  les  courbes  planes  rectifiables  {Journal  de  Mathématiques,  t.  IV;  i888). 
Raison  d'être  de  ces  théorèmes.  Définition  générale  des  courbes  rectifiables. 

Gutzmer  {A,).  —  Un  ihéorèmesur  les  séries  entières.  (096-600). 

La  moyenne  arithmétique  des  carrés  des  modules  de  toutes  les  valeurs  que 
prend  la  série  entière 


sur  le  cercle  \x\  —  r  (où  /•  est    inférieur   au    rayon   du  cercle  de  convergence) 
est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  modules  de  tous  les  termes. 


i<>»  SECONDE  PARTIR. 

Tome  XXXIII,  i88(j, 

/\ill.inf^(^G.).  —   La  composition  des  groupes  de  Lransfonnation 
finis  coiilinus.  Deuxième  Partie.  (i-48). 

Siiiledu  Mémoire  pain  dans  le  l'orne  XXVI,  p.  o.^-i,  des  Math.  Ann.  L'auteur 
s'occupe  ici  touL  parlicnlièremenl.  de  la  fonction  des  f^ronpes  simples,  c"est- 
a-dire  des  groupes  (pii  ne  possèdent  pas  de  sous-f^roupes  invaiiahles. 

Le  Mémoire  coristilne  un  tout  par  liii-mènu;  et  l'auteur  y  donne  des  démon- 
strations nouvelles  des  théorèmes  qu'il  avait  déjà  obtenus  précédemment.  L*au- 
lenr  trouve  toute  une  série  de  j;r'oupes  simples  présentant  des  propriétés  in- 
connues jus(prici.  Les  connii)utif)ns  apportées  ainsi  à  la  théorie  des  groupes  de 
transforniation  nous  paraissent  des  plus  importantes.  Nous  ne  pouvons  songera 
en  donner  ici  une  idée-.  Disons  simplement  que  M.  Killing  est  arrivé  à  toute 
une  série  de  propositions  en  faisant  l'étude  complète  de  l'équation  caractéristique 
dont  Lie  avait  déjà  montré  l'importance  qui  conduit  à  la  solution  de  la  question  : 
«  Trouver  tous  les  sous-groupes  à  deux  termes  à\\  groupe  X,/,  ...,  X^/  qui 
contiennent  le  sous-groupe  à  un  terme  ti/X,/-)-.  .  .m- r,.X^/. 

ScliLir  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  nombres  complexes  formés  avec 
n  unités  fondamentales.  (49-60). 

Si  l'on  considère  les  nombres  complexes  appelés  yZ/?/5^  c'est-à-dire  tels  que  les 
opérations  efrcctuécs  sur  ces  nombres  ne  conduisent  pas  dans  un  domaine  d'un 
nombre  de  dimensions  supérieur  à  n,  on  peut  considérer  un  nombre  complexe 
comme  un  point  d'un  tel  espace  déterminé  par  ses  n  coordonnées.  Alors  un 
calcul  quelconque  dans  lequel  apparaissent  plusieurs  nombres  complexes  et  en 
particulier  un  nombre  complexe  variable  dans  tout  l'espace  à  «  dimensions,  en 
d'autres  termes  une  fonction  d'une  variable  complexe  fait  correspondre,  à  tout 
point  du  domaine  un  autre  point  du  même  domaine.  Nous  pouvons  donc  dire 
qu'une  fonction  d'une  variable  complexe  définit  une  transformation  dans  ce  do- 
maine à  n  dimensions. 

En  particulier  l'addition  et  la  multiplication  de  dc\\\  nombres  complexes  dont 
l'un  est  variable  définissent  deux  faisceaux  de  x"  transformations  de  la  variété 
à  n  dimensions.  L'auteur  se  propose  de  déterminer  quelles  formes  particulières 
doivent  posséder  ces  faisceaux  de  transformations  pour  que  les  lois  de  l'associa- 
tivité  et  de  la  commutativité  subsistent  et  pour  que  les  deux  transformations 
soient  reliées  entre  elles  par  la  loi  de  distributivité.  Rappelons  que  déjà  en  1884 
Poincaré  avait  indiqué  dans  les  Comptes  rendus  la  relation  qui  existe  entre  la 
théorie  des  transformations  et  la  théorie  des  nombres  complexes.  Et  même  on 
peut  dire  que  les  matrices  de  Cayley  (i85/|)  que  Cayley  appelait  lui-même  wirt- 
trice  de  substitution  et  qui  comprennent  toute  la  théorie  des  quantités  com- 
plexes, comme  l'ont  montré  les  Peirce,  ont  en  réalité  pris  naissance  dans  la  consi- 
dération des  transformations.  Dans  le  Mémoire  présent,  le  point  de  vue  est 
cependant  un  peu  différent,  il  se  rattache  plus  directement  aux  travaux  de  Lie. 

Sfro/i  (-Ê.).    —   wSui'   une  j)i"()[)riél(''    londanuMilalc  du   procédé  de 
Iransvection  et  son   enjjdoi  dans  la  llu'orie  des  formes  binaires. 
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Si  l'un  (iiiisid)  Tf  la  I  laiisvccl  ion  iioii  [),i->  (  uiiiiiic  un  proct'ilc,  mais  comme  iim; 
«tpi'ialiun  (|ni  pcrmcl  «le  lonnc  r  à  l'aide  di'  deux  rormcs  |)inair(>s  doiint-cs  y,  !f  ou 
hicn  de  liois  lormcs  Ici-iiaiics  /',  ■^,  -{/  une  nouNtdlr  loiiiic  (/'f  )',  {/'•f>'^)'j  <>'>  est, 
(itiidiiil  à  sr  (|(>mandcr  à  <|ii(dlcs  lois  siiiifdt'S  csl  assujettie;  cotte  espèce;  (lV)p(;- 
ralinn.  l.a  deleiniin.il  ion  des  lois  aM\(|nelles  satisfait,  la  t  lansveel  ion  consid(';r(*e- 
Cfimme  o|»eialiou  peiiiiel,  lois(|u'(dlc  a  été  nettement,  élaldie,  de  «vjiidnire  iini- 
fonm-ment  cl  simplement   les  calculs  les  plus  complicpiés. 

v5   I.   Loi  dislrihiitive  et  loi  commulalivc  pour  la  t.ransvccLioii. 

v5  'J.   Relation  entre  les  I ransveclions  de  trois  formes  binaires. 

îj  .'?.  Loi  associialive  pour  la  traiisvcctioii. 

i^   'i.  (',oiisé(|uences  (le  la  loi  associative  ()our  les  transvections  de  trois  formes. 

|:j  .").  riiéorèmi's  généraux  sur  les  transvections  d'un  nombre  quelconque  de 
formes. 

§  (j.  Tliéorèmes  sur  la  formation  des  transvections  linéairement  indépen- 
dantes. 

§  7.  Démonstration  que  les  formes  d'un  groupe  sont  linéairement  indéperi- 
<lantes. 

§  8.  Klablisscment  de  toutes  les  relations  linéaires  (jui  existent  entre  les 
transvections  simples  dun  nombre  quelconque  de  formes. 

§  9.  Application  aux  groupes  de  quatre  formes  du  quatrième  ordre. 

§  10.  Nombre  de  formes  qui  existent  dans  un  groupe  de  transvections 
simples. 

v^  II.  Spécialisation  pour  les  formes  de  même  ordre. 

§   l'2.  Groupes  de  transvections  multiples. 

§  13.  Transvections  multiples  de  formes  du  quatrième  ordre. 

§  14.  Connexion  entre  les  groupes  de  transvections  multiples. 

§  15.  Sur  une  espèce  particulière  de  groupes. 

§  IG.  Développement  des  covariants  asyzygétiques  de  degré  quelconque  dans 
un  système  de  formes  simultanées. 

§  17.  Les  syzygants  entre  des  transvections  simples. 

§  18.  Les  syzygants  entre  transvections  simples  de  trois  et  ilc  quatre  formes 
binaires. 

§  19.  Les  syzygants  de  poids  i,  2,  3  et  4- 

§  20.  Réduction  des  syzygants  entre  transvections  multiples  à  des  syzygants 
entre  transvections  simples. 

§  21.  Les  syzygants  dans  le  système  complet  de  formes  relatif  à  une  forme 
binaire. 

§  22.   Représentation  typique  de  syzygants. 

Kiause  (J/.).  —  Sur  le  développement  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  deuxième  et  de  troisième  espèce  en  séries  trigo- 
nométriques.  (108-118).  (Troisième  Mémoire). 

Suite  des  rcclicrches  sur  le  développement  en  séries  trigonomélriques  des 
fonctions 

ts^{  nv  H-  lia,  ni  ) 

ÏV)//- les  Tomes  \\  \  il   \\\lde>.    \/nl  livnindschc  Annalcn. 
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Pringslieiin  {A.).   —    Sur  la  convergence  des   produits  infinis. 
(i  19-154). 

Les  tlicorèmcs  fondamentaux  sur  la  convergence  des  jjroduils  infinis  ont  été 
démontrés  tout  d'abord  par  Caucliy  dans  son  Cours  cl' Analyse  algébrique  (1821) 
à  l'aide  de  la  théorie  des  logarithmes  et  des  séries  logarithfni((ues.  Ce  procédé 
peut  être  le  plus  simple,  puisque  de  la  sorte  toute  la  théorie  des  séries  infinies 
se  trouve  d'un  seul  coup  réduite  à  la  théorie  des  séries  infinies,  mais  ce  pro- 
cédé n'est  peut-être  pas  le  plus  logi(|ue,  et  il  ne  parait  pas  inutile  de  déduire 
directement  les  conditions  de  convergence  des  séries  infinies  de  la  définition 
même  de  ces  produits.  L'auteur  se  propose,  dans  ce  Mémoire,  d'établir  d'une 
façon  purement  élémentaire,  et  sans  introduire  la  connaissance  des  transcendantes 
logarithmiques,  le  critérium  de  convergence  de  ces  produits. 

§  1.  Définition  de  la  convergence  d'un  produit  infini  et  établissement  des  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes. 

§  2.  Produits  de  la  forme  II(i  +  a,J,  où  «,,^0. 

§  3.  Convergence  absolue  d'un  produit  réel  ou  complexe  comme  condition 
suffisante  pour  que  la  convergence  soit  sans  restriction. 

§  4.  Produits  particuliers,  qui  ne  convergent  que  d'une  façon  absolue  et  sans 
restriction. 

§  5.  La  convergence  absolue  d'un  produit  infini  est  la  condition  nécessaire  de 
la  convergence  sans  restriction. 

§  6.  Lemmes  sur  certains  produits  infinis. 

§  7.  Convergence  restreinte  des  produits  réels. 

Nous  devons  renvoyer  à  l'auteur  pour  la  définition  précise  des  mots  conver- 
gence absolue  et  convergence  sans  restriction  et  pour  la  démonstration  de 
l'importance  de  la  distinction  entre  les  deux  notions. 

lUigens  (^/.).  —  Stir  la  lliéorie  de  VVeierstrass-Cantor  des  nombres 
irrationnels.  (i54-it>o). 

Discussion  sur  la  définition  des  nombres  irrationnels,  sur  la  façon  de  les  in- 
troduire, sur  le  sens  attribué  ou  à  attribuer  aux  symboles  que  l'on  emploie. 

Ifeun  (K.).  —  Sur  la  théorie  des  (onctions  de  Riemann  du  second 
ordre  à  quatre  points  de  ramification.  (ic)i-i-y). 

La  série  hypergéométrique  de  Gauss  a  été  maintes  fois  généralisée.  Ou  bien 
on  a  augmenté  le  nombre  des  paramètres  et  Ton  est  arrivé  à  des  fonctions 
qui  satisfont  à  des  équations  dillerentielles  du  troisième  ordre  ou  d'ordre  su- 
périeur, ou  bien  l'on  a  introduit  à  la  place  des  éléments  originaux  des  quantités 
exponentielles  et  les  fonctions  ainsi  définies  satisfont  à  des  équations  aux  dilTé- 
rences  du  second  ordre.  C'est  là  la  voie  qui  avait  été  ouverte  par  Heine.  Appell 
a  marché  dans  un  sens  différent;  il  a  introduit  au  lieu  du  (juatrième  élément 
plusieurs  variables  indépendantes  et  augmenté  eu  même  temps  le  nombre  des 
paramètres.  Les  fonctions  que  l'on  obtient  alors  satisfont  à  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre.  L'aulcur  examine  ici  les  fonctions  de 
l\iotnann  à  quatre  ramifirai  ions  ([nj  dt-vicniicnl  dos  fond  ions  hyporgéométriqucs 
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(le  (iaiis^  l()i'M|iii  rnii  liiil  roiiiiiili'i-  dciis  tli-^  |)uinls  «Ir  raiiiificiil  ion  i.-l  )|ii(-  l'on 
iillriluic  il    un  cciliiin   |i,ii-.iin(ii  c  une   \.il(  iir  |mi  I  iciiliiic 

I/;iiil(iii-  i'->|  .linsi  condiiil  .1  l'i  iidiii-  les  lion  lions  di-linics  [t;ii-  r('(|ii;il  ion  dif- 
l'i  rcnl  iflli- 

-f-  j  (a  ^-  jâ  -<- 1  )  X'  —  I  a  H-  p  t-  <■!  Y  -<-  («  —  •  )  5  -M  I  .r  1-  c/y  j  ^^  -(-  a^  (x  —  7)  JK  =  o. 

I.(>  prcnncr  inonihrt'  de  cctlc  ('(iiialion  devient,  lorsfpic  l'on  y  fait  a  —  \  et  7  =  i 
divisildc  par  .1:  —  i  cl  fournil,  alors  l'éciualion  (|ni  dédniL  la  série  liyperf^éonic- 
lri(|ue  de  (ianss,  !•'(  a,  [i,  y,  ^" ). 

Si  l'on  y  (ail  d    -  o.  f/  —  o,  on  ohlienl,  après  avoir  divisé  par  x  l'éqiialion, 

(]iii  est  satisfaite  par  la  fonction   I"'  (a,  ji,  a  H-  |i  —  ô  H-  i,  ^). 

L'aulcnr  étudie  la  série  !<'(«,  7;  a,  p,  y,  S;  x)  qui  satisfait  à  ré(|ualion  diflc- 
rentiello  généralisée;  il  établit  ses  conditions  de  converj^encc,  il  donne  toute 
une  série  d*inléi;ralcs  de  ré(|uation  différentielle  exprimées  au  nnoyen  de  cette 
fonction  et  montre  enfin  les  relations  qui  existent  entre  cette  fonction  remar- 
quable et  les  fonctions  de  Kieniann  à  (|uatre  points  de  ramification. 

Jleuii  (A.).  —  CoiilribiiLions  à  la  llicorie  des  fondions  de  Lamé. 
(180-196). 

Les  fonctions  de  Lamé  sont  des  fonctions  particularisées  de  Riemann  du  second 
ordre  à  quatre  points  de  ramification,  les  paramètres  de  la  fonction  générale  de 
Hiemann  ayant  alors  pris  des  valeurs  spéciales.  L'auteur  applique  les  résultats 
trouvés  dans  le  Mémoire  précédent  à  l'étude  plus  approfondie  de  ce  cas  parti- 
culier. Il  arrive  par  exemple  à  cette  propriété  :  toute  fonction  de  Lamé  peut 
être  mise  sous  la  forme 

i-s,  1-3,  l_^c, 

X    *     {x  —  i)     '*     (x  —  a)    '*     X'"- 

X  IM  -  »   7  ;   —  in,  —  m  ^ — ■■,    —  -2  111  -^  z  —  1 ,    I -\    - 

\a     ^  -2  2      X 

où  7  est  une  des /n  +  i  racines  d'une  certaine  é(|uation  g(7)=o  de  degré //< +i. 
L'auteur  étudie  particulièrement  les  développements  en  fractions  continues  ana- 
logues à  ceux  qui  ont  fait  l'objet  des  travaux  de  Heine. 

GalL  {v.).  —   Les  sjzjganls  de  deux  formes  simultanées  binaires 
hiquadraliques.  (197-222). 

On  sait  que  le  système  complet  des  formes  fondamentales  relatives  à  deux 
formes  binaires  bi(|uadrali(|urs  simultanées  est  constitué  par  .?<S  formes.  On 
peut  représenter  l'une  de  ces  formes  par  le  symbole  {ikl)  qui  désigne  un  cova- 
riaril  du  i"''"''  degré  cl  du  /,'*""'  degré  relativement  aux  coefficients  des  deux 
formes  liiipi;idi-,iliipies  donm'es  /"  et   -^  ci   d'ordic  /  par  rapport    aux   xariables^. 
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Les  28  formes  fonclariicntales  sont  alors 

(():>o),  (o3o),  (110),  (rio),  (200),  (iio),  ('.vio),  (.'loo), 
(ri2),  (i:>:>),  (i32),  (212),  (22:^),  (232),  (3.2),  (322), 
(0.4),       (02^,       (iQ/i),       (,,^,),       (,24),       (20^,),       (21I), 

(o3G),     (116),     (126),     (21G),     (3oG). 

Les  identités  données  par  Gordan  dans  sa  Théorie  des  formes  binaires  se 
prêtent  assez  difficilement  à  la  résolution  de  toutes  les  transvections  qui  ne 
figurent  pas  dans  le  système  complet.  La  réduction  se  présente  beaucoup  plus 
simplement  si  l'on  a  recours  aux  deux  opérations  d  et  5  définies  comme  l'on 
sait  par  les  équations 

dW  =  'S:a,^,  oxr  =  A,^. 

Après  avoir  montré  l'application  au  système  complet  des  opérations  d  et  S, 
l'auteur  arrive  à  la  détermination  des  relations  (syzygants)  qui  existent  entre 
les  formes  de  ce  système.  Il  applique  une  méthode  présentée  par  M.  Steplianos 
dans  le  tome  XCVI  des  Comptes  rendus  «  Sur  les  relations  qui  existent  entre 
les  covariants  de  caractère  pair  d'une  forme  binaire  a^  »  et  procède  dans  le 
présent  Mémoire  au  calcul  des  transvections  qui  dans  le  cas  présent,  comme 
dans  celui  étudié  par  Stephanos,  constituent  la  partie  la  plus  importante  dans 
une  recherche  de  cette  nature. 

llilbert  {D.).  — ■  Le  système  des  invariants  pour  les  formes  bi- 
naires fondamentales  est  en  nombre  fini.  (223-226). 

Gordan  a  démontré  le  premier  que  le  nombre  des  invariants  pour  un  système 
donné  de  formes  fondamentales  est  fini.  L'auteur  donne  ici  une  nouvelle  démon- 
stration de  cette  propriété  remarquable,  qui  présente  quelques  analogies  avec 
celle  de  Gordan  (  Vorlesungen  iiber  Invariantentheorie,  t.  II,  p.  23i),  mais  se 
rapproche  d'autre  part  de  celle  due  à  Mertens  {Journal  de  Crelle,  t.  100,  p.  223  ). 

Hllbert  (D.).  —    Sur  les  faisceaux  de  formes  binaires  ayant  un 
déterminant  fonctionnel  donné.  (22--236). 

Un  faisceau  de  formes  binaires  d'ordre  v  relativement  aux  variables  homo- 
gènes X  ei  y 

dépend  de  iv  —  2  constantes  différentes  et  ce  nombre  est  précisémeoit  celui  du 
déterminant  fonctionnel 

•^        ()x  ôy        ôy  ôx       ^^'  '^''• 

Si  /  est  donc  fonction  donnée,  on  est  conduit  à  se  demander  quelles  sont  les 
formes  qui  admettent  /  comme  déterminant  fonctionnel,  ou  bien,  en  d'autres 
termes,  la  question  revient  à  déterminer  les  involutions  d'ordre  v  qui  ont  2v  —  2 
éléments  doubles  donnés.  Les  cas  les  plus  simples  où  v  =  3  et  v  =  4  ont  été 
étudiés  par  Stephanos  dans  son  Mémoire  Sur  les  faisceaux  de  formes  binaires 
ayant  une  même  Jacobienne  {Mémoire  présente  à  l' Académie  des  Sciences, 
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t.    \\\  M  )  ri  |Mr  Ihill  :  Hchcr  biniire  Fornicn  uiid  die  (Hcichung  G""  Grades 
{Mdth.  An/i.,  \.  \\).  L'aut(;ur  (Hudit*  ici  lo  cas  {,'(:n<'ral. 

Stolz   {O.).    —    Cj('nri;ilis;il  KM)   (11111    llirorrnu;   de  Cancliy.   {'^^'J- 
Iliii'witz  {A.).  — Sur  les  zéros  des  fondions  de  Bcssel.  {'À/\6-i('yi')). 

\jVs  points  où  la  lonrlioii  de;  Hcssel 


•'■■  ( - ) ^^ (  - j  2-  r(n  +  /'  +  i)r(r-M 


s'annule  sont  de  f;rande  importance  en  l'liysi(jiie  nialliématiqu».".  On  sait  (|iie 
CCS  zéros  sonl  tous  réels  si  l'indice  n  a  une  valeur  réelle  qui  n'est  pas  plus 
petite  que  —  i  [voir  Poisson,  Théorie  de  la  chaleur,  p.  178;  Stuum, /owr/2a/ 
de  LiouvUle,  t.  I,  p.  38'f,  etc.;  Stkhn,  Ueber  die  Aujlôsung  der  transcendenten 
Gleichiingen  {Journal  de  Crelle,  t.  22,  p.  i,  ...)',  Schlafli,  Math.  Ami.,  t.  X, 
p.  137).  Ce  dernier  a  montré  que,  si  l'on  considère  un  zéro  comme  fonction 
vj/(/?)  de  l'indice/?,  la  fonction  (^(«  )  croit  d'une  façon  continue  lorsque  Ji  aug- 
mente à  partir  de  zéro  d'une  façon  continue. 

Dans  le  présent  travail  l'auteur  étudie  les  zéros  dans  le  cas  plus  général  oîi  n 
a  une  valeur  réelle  (juelconque.  Il  examine  également  les  valeurs  imaginaires 
de  n  dont  la  partie  réelle  est  positive. 

]Viltlieiss  {E .).  —  Les  équations  aux  dérivées  partielles  des  fonc- 
tions thêta  hyperelliptiques.  (267-290). 

L'auteur  avait  déjà  étudié  dans  plusieurs  Mémoires  (/oa/viût/^e  Crelle,  t.  \C1\, 
p.  236;  Math.  Ann.,  t.  XXIX,  p.  272,  t.  XXXI,  p.  i34  et  p.  i5i)  les  équations 
aux  dérivées  partielles  des  fonctions  thêta  hyperelliptiqucs,  et  dans  le  cas  où 
l'on  prend  les  dérivées  par  rapport  aux  arguments,  et  dans  celui  où  on  les 
prend  par  rapport  aux  paramètres.  Il  revient  ici  sur  la  formation  par  un  nou- 
veau procédé  de  quelques-unes  de  ces  équations. 

StaJil  {II')'  —  Sur  la  représentation  des  fonctions  univoques, 
qui  se  reproduisent  par  des  substitutions  linéaires,  à  l'aide  de 
produits  infinis.  (291-309). 

§  1.  Hemarques  préliminaires  sur  les  groupes  fuchsiens,  les  fonctions  fuch- 
siennes  et  les  fonctions  tliètafuchsiennes. 

§  2.  Le  théorème  d'Abel  pour  les  fonctions  fuchsiennes. 

§  .3.  Représentation  des  fonctions  fuchsiennes  par  des  intégrales  de  troisième 
espèce. 

§  4  et  .5.  Formations  de  certaines  expressions  Q(^),  P(-)  et  P(c,c,,î^,)  à 
l'aide  des  fonctions  fuchsiennes.  Leur  représentation  au  moyen  des  séries  tlièta- 
fuchsiennes. 

§  fi.  Hepréscntation  des  fonctions  fuchsiennes  par  des  produits. 

§  7.  liemarque  finale.  Relation  entre  le  procédé  de  l'auteur  et  les  méthodes 
de  NVcierstrass  et  Mittas-Leffler. 
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Jloin  (./.).  —  Sur  los  positions  .singiili(;res  des  intégrales  d'une 
équaLiuii  linéaire  aux  dérivées  partielles,  (oio-^i/j). 

Sclilcsinger  {().).  —  Note  sur  le  Mémoire  sur  les  courbes  con- 
juguées. [Mailt.  Aiui.,  t.  XXX,  p.  4'>4)-  (3i  5-.'jif)). 

L'auLciir  ii'avaiL  pas  connaissance,  à  rc()()(|nc  de  la  publicalion  de  son  Mémoire, 
du  travail  de  ftF.  de  Paolis,  Quelques  applications  de  ia  théorie  générale  des 
courbes  polaires,  public  en  juin  188G  dans  la  R.  Ace.  dei  Lincei. 

Maschkc  {II-)-  —  Etablissement  du  système  complet  de  formes 
d'un  groupe  quaternaire  de  5 1840  substitutions  linéaires.  (3i-- 

344)- 

Uunvitz  (yi-)-  —  Sur  les  équations  différentielles  du  troisième 
ordre  auxquelles  satisfont  les  formes  qui  se  reproduisent  par 
des  transformations  linéaires.  (345-352). 

Toute  forme  C5  (w,  w^)  =  wi'/(a)),  où  l'on  pose  w  =  — i  qui  ne  cliange  pas 
lorsque  Ton  ciïectue  les  substitutions 


'  — 

a 

,w  + 

*, 

(jj 

^, 

rOJ   -H 

d, 

a- 

d; 

— 

b,C;^ 

-  I 

que  l'on  suppose  former  un  groupe,  satisfait  à   une  équation  difTércntielle  du 
troisième  ordre  dont  les  coefficients  sont  indépendants  de  w,  et  w^. 
Jj'équation  dilTérentielle  à  laquelle  satisfait  la  fonction 

;^,  (  o  )  =  I  +  2  7  -h  •>  7 '•  H-  2  ^'«  + . . . 
se  présente  comme  cas  particulier  du  théorème  général. 

Pocliîiammer  (L.)-  —  Sur  certaines  équations  aux  dérivées  par- 
tielles auxquelles  satisfont  des  intégrales  bjpergéométriques. 
(353-371). 

L'auteur  forme  les  équations  aux   dérivées   partielles  auxquelles  satisfont  les 
intégrales  de  la  forme 


—    I      {i(  —  a^V'f-'  . .  .{u  —  a 


y=j      {u-a^  )''.-  ...(«-  «,„)''"'-' ( u  -  vy-^  (  u  -  .r)'-  du, 
S 

J7  et  y  étant  les  variables  indépendantes.  La  question  avait  déjà  été  résolue  par 
des  procédés  diiïérenls  pour  m  —  2  par  M.  Appell  et  par  MM.  Picard  et 
Goursat. 

Goiclan  (/'*.).  —   Ec  système  de  foiwncs  étendu.  (372-089). 
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I.)*  svstiMix'  siin  iilliiiii-  piiiir  im  ((-i-hiiii  iiuiiiiiic  de  Ioiiik^s  (|iKi(lriil  i(|iu's 
liiiMiics  /",,  f^ f^  csl   r<»iiiic  (li's  roniies 

C'i's  formes  soiU  tlos  types 

(■)  ./■••   (/,/)-  i(/./)./h   (.A/)% 

1111  l'on  .il  1  iihiK'  .iii\  /'  (les  indices.  ()ii  |mmiI  ;i|t|>eler  le  s^slrme  (ij  le  sysLciiie 
t'iriulu  |iiiiii-  une  seule  foriiie  (|ii;i(lr;il  i(|ii(!  /,  en  opposition  avec  le  syslème  com- 
plel  simple,  i|ui   ne  eonipreiid  (|iie  les  deux   roniies 

L'auteur  a  elaldi  poiii-  les  lormes  binaires  d(;  flef^ré  (|ueleon(|ue  le  système 
életxlu  (|ui  leur  correspond,  (mi  suivant  la  voie  (|ui  lui  a\ait  servi  à  établir  le 
système  simple.  De  tels  systèmes  ('-tendus  |)ermettent  de  construire  des  systèmes 
de  formes  binaires  conleiiaii  I  des  variables  (|ui  sont  soumis«^s  à  des  su bst  il  ni  ions 
linéaires  in(lé|)endantcs. 

//  cher  (//.).    —   Sur   la    miiliiplication   complexe  des    fondions 
('lli|)h(|ues.  (3()()-'|  10). 

Suite  des  travaux  de  l'auteur,  publiés  dans  deux  Mémoires  sur  la  Théorie 
des  fondions  elliptiques  dans  les  Acta  inatlieniatica,  t.  VI,  p.  339,  et  t.  XI, 
p.  333.  L'auteur  cite  sur  ce  sujet  les  travaux  récents  de  Sylow  Sur  la  multi- 
plication complexe  des  fonctions  elliptiques  {Journal  de  Liouville,  l.  III,) 
et  de  t'ireenhill  {Quart.  Journ.  of  Math.,  1887). 

La  méthode  précédemment  employée  n'est  pas  applicable  en  général,  mais  l'ap- 
plication des' résultats  obtenus  par  Kroneckcr  dans  ses  recherches  Sur  la  solu- 
tion de  V équation  de  Pell  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  { Monatsb.  Berl. 
AI:.,  i8G3)  conduisent  rapidement  et  sans  grand  calcul  au  but  cherché. 

Sdileainger  (0.).  —  Sur  les  résultanls  et  les  discriminants  des 
("onctions  E»  de  degré  supérieur.  (41  i-/îl3). 

Schlesinger  (O.).  —   Sur   les  courl)es  elliptiques  dans  le  plan. 

(444-469). 

Kober  (G.).  —  Sur  le  groupe  des  huit  surfaces  du  second  degré 
harmoniques.  (/\~o-.i'^3). 

Exposé  des  principaux  résultats  contenus  dans  la  dissertation  inaugurale  de 
l'auteur  Les  surfaces  du  second  degré  liarmonique.  Halle,  1888. 

kiippcr  (G.).  —  i-e  théorème  de  Pohike.  (Iji-ij)). 

Démonstration  simple  du  théorème  connu   : 

«  Trois  segments  oa',  où',  oc'  situés  dans  un  |)lan  peuvent  toujours  être  re- 
gardes comme  les  projections  parallèles  de  trois  segments  égaux  oa,  où,  oc, 
portés  sur  les  arêtes  d'un   trièdre  trirertangle.   » 
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Canfor  (G.).  - —    Kcniiircjuc  sur  la  Noie  rclalive  à  la   llnjoric;  dfs 
nombres   irraLionii(;ls   de    WeiersLrass-CanLor.  [Matli.    Ann., 

V.  XXXlir,  |).  i54).  (47C). 

Sziltz  [N.  V.).  —  Sur  la  théorie  des  délerminanls.  (477-49^)- 

iMulli   (P.).   —   Sur  la   signification    géométrique  des   invariants 
des  collinéalions  et  des  réciprocités  dans  l'espace.  (493-5  ro). 

Meyer  {F-)-  —  Sur  la  r(';solution  des  (''qualions.  (.')i  i-5si4). 
Le  problème  posé  esL  le  suivant  : 
«  Déterminer  \x  séries  de  quantités  rationnellement  déterminables 

telles  que  la  valeur  limite  de  H„  fournisse   une  racine  déterminée  d'une  équa- 
tion donnée. 

On  sait  que  ce  problème  a  déjà  été  posé  maintes  fois,  par  Cayley  par  exemple 
{Desiderata  and  Suggestions),  que  Schroder  a  essayé  d'y  répondre.  Il  a  même 
été  avancé,  un  peu  vite  peut-être,  que  la  question  était  insoluble.  L'auteur  re- 
marque ici  que  l'on  peut  transformer  la  série  des  quantités  H  en  une  série 
convergente  qui  fournit  un  exemple  nouveau  de  fonctions  représentant  dans 
(les  portions  dilTérentes  des  plans  des  fonctions  différentes  (des  constantes  dans 
le  cas  présent).  L'exemple  bien  connu  dû  à  M.  Schroder  et  à  iM.  Tannery  d'une 
fonction  ayant  la  valeur  +  i  ou  la  valeur  —  i  correspond  à  l'équation  du  second 
degré  ayant  pour  racine  ±1. 

NoetJier  [M.).  —  Siir  une  classe  de  plans  doubles  applicables  sur 
un  plan  simple.  (5^5-545). 

Tous  les  plans  doubles  qui  peuvent  être  appliqués  rationnellement  et  d'une 
façon  univoque  sur  le  plan  simple  peuvent  par  des  transformations  planes  uni- 
v()(|ues  de  Crcmona  se  ramener  à  trois  classes  essentiellement  distinctes  suivant 
(|u'ils  présentent  : 

L       Une  courbe  de  passage  d'ordre  2 m  pos$édant  un  point  {2m—  2  )"!''■"; 

II.  Une  courbe  de  passage  du  quatrième  ordre; 

III.  Une  courbe  de  passage  du  sixième  ordre  possédant  deux  points  triples 
infiniment  voisins. 

Clebsch  {Math.  Ann.,  t.  III;  1870)  et  de  Paolis  {Mein.  R.  Ace.  dei  Lincei, 
t.  I  et  II,;  1877  et  1878)  ont  étudié  les  deux  premiers  cas.  Le  troisième  cas  a 
déjà  fait  l'objet  d'une  Note  de  l'auteur  parue  dans  les  Silzb.  pli.  med.  S.  Er- 
langen  (1878).  Il  i-evient  \r.'\  d'une  façon  plus  approfondie  sur  son  examen  et  le 
soumet  à  une  étude  détaillée. 

Noether{M.).  —  Sur  les  surfaces  ralionnellcs  du  quatrième  ordre. 

(516-5-,). 


IIHVUK   l)l-;S  PUHIJCATIONS.  i7i 

rarini  les  surfaces  du  (pialiiciiie  oïdn;  doiil  les  coortIoiiDecs  peuvent  s'ex- 
primer en  fonctions  ratif)nnelles  de  deux  paramètres,  on  connaissait  jusqu'ici, 
outre  les  surfaces  à  c<jurl)es  nuiltipics,  la  surface 

FJ  )  ~-  xl  x]  H-  ar^x,  /,  (a:, ,  x.^,  a:,  )  -I  /^  (  a:,,  x^,  x J  =  o. 

I.a  représentation  île  cette  surface  sur  le  plan  se  fait  à  l'aide  des  ce'  courbes 
du  sixième  ordre 

où  les  points  r?,,   ...,  a,,  ^,,  ...,  i\  sont  sur  une  courhe  de  troisième  ordre. 

l/autenr  a  trouvé  (|u'il  y  avait  en  outre  deux  autres  es[)èccs,  et  deux  seule- 
ment, de  surfaces  rationnelles  du  quatrième  ordre  possédant  un  seul  point  sin- 
gulier. L'une  d'elles  F'/^'  est  appli(|uée  sur  le  plan  au  moyen  de  oc' courbes  du 
septième  ordre 

où  les  points  a,  6,,  ...,b^  sont  des  points  d'une  C3  possédant  une  position  par- 
ticulière. L'autre  F^^^)  admet  une  représentation  plane  à  l'aide  de  00'  courbes 
du  neuvième  ordre 

C,{a',,al,  ...,  a],b\,  6), 

les  points  a  el  b  étant  ici  encore  sur  une  C^.  Le  Mémoire  est  consacré  à  la  dé- 
monstration de  celte  proposition  et  au  développement  de  ses  conséquences. 

Bochert  (A.).  —  Sur  la  limite  de  transitivité  des  groupes  de  sub- 
stitution qui  ne  contiennent  pas  le  groupe  alterne.  (5^2-583). 

Suite  du  Mémoire  paru  dans  le  tome  XXL\  des  Math.  Ann. 

Bochert  (A.).  —  Sur  le  nombre  des  valeurs  différentes  que  prend 
une  fonction  lorsque  l'on  permute  les  lettres  qui  y  apparaissent. 
(584-590). 

Quelques  remarques  importantes  sur  cette  question  difficile. 

Krazer(A.).  —  Sur  la  formation  des  fonctions  a  générales,  (oqi- 
599)- 

Résultats  obtenus  par  l'auteur  relativement  aux  questions  soulevées  par 
M.  Klein  dans  ses  recherches  sur  les  fonctions  <s  générales  des  t.  XXVII  et  XXXII 
des  Math.  Ann. 

Ptaszycky.  —  Sur  la  réduction  de  certaines  intégrales  abéliennes 
à  la  forme  normale.  (600-604). 

M.  Hermite  a  montré  {Bull,  cjies  Se.  Math.,  i883)  que  la  réduction  des  inté- 
grales hyperelliptiques  à  la  forme  normale  peut  être  efTectuée  à  l'aide  des 
seules  opérations  arithmétiques.  L'auteur  se  propose  ici  de  montrer  que  ce 
résultat  s'étend  à  l'intégrale  qui  dépend  d'une  racine  quelconque  d'un  pohnôme 
entier  [le  travail  de  M.  Pick  {Math.  Ann.,  t.  XXXII,  p.  44^)  avait  été  publié 
sans  que  l'auteur  eût  connaissance  de  la  Note  de  M.  Hermite]. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XVII.  (Octobre  1893.)  R.i3 
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Tomo  XXXIV;   1889. 

'Segre  (C).  —  Rcchcrclies  générales  sur  les  courbes  elles  surfaces 
réglées  algébriques.  11"  l^arlie.  —  Surfaces  réglées  algébriques. 
(,-.5). 

La  première  Partie  de  ce  travail  a  paru  dans  le  tome  XXX  des  Math.  Ann. 

L'auteur  emploie  la  méthode  si  féconde  de  la  projection  étendue  aux  espaces 
supérieurs. 

Propositions  fondamentales  sur  les  surfaces  réglées  et  sur  les  courbes  qui  sont 
tracées  sur  elles. 

Sur  les  courbes  directrices  des  surfaces  réglées  :  courbes  minima. 

Surfaces  réglées  spéciales. 

Cônes  et  autres  surfaces  réglées  particulières. 

Hôlder  (0.).  —  Réduction  d'une  équation  algébrique  quelconque 
à  une  chaîne  d'équations.  ( 26-56). 

L'auteur  se  propose  de  généraliser  le  théorème  suivant  fondamental  dans  la 
démonstration  par  la  méthode  d'Abel  de  l'impossibilité  de  résoudre  les  équa- 
tions générales  de  degré  supérieur  au  quatrième  :  «  Si  une  équation  peut  être 
résolue  par  radicaux,  on  peut  toujours  donner  à  la  solution  une  forme  telle 
que  tous  les  radicaux  qui  s'y  présentent  soient  des  fonctions  rationnelles  des 
racines  de  l'équation  donnée  ». 

Le  Mémoire  nous  paraît  constituer  une  application  remarquable  des  idées  et 
des  résultats  de  KronecUer  {Grundzùige einer  arithnietisc/ien  Théorie  der  al- 
gebraischen  Knoten,  Berlin;  1882)  et  de  Klein  {Vorlesungen  ilber^  das  Jcosaeder 
und  die  Aujlosung  der  Gleichiuigen  von  5*^^"  Grade,  Leipzig;  1884)  et  une 
extension  importante  des  propositions  établies  par  Jordan  dans  son  Traité  des 
substitutions  et  des  équations  algébriques. 

Killing  (  W.).  —  La  composition  des  groupes  de  transformation 
finis  et  continus.  Troisième  Partie.  (07-122). 

Le  présent  Travail  a  pour  objet  de  déterminer  la  comparaison  de  tous  les 
groupes  qui  sont  leurs  propres  sous-groupes  fondamentaux,  groupes  pour  les- 
quels le  groupe  déterminé  par  les  expressions  (X^X^)  est  identique  à  celui  dé- 
terminé par  les  expressions  X^/.  Le  résultat  de  ces  recherches  est  des  plus 
simples;  l'autre  montre  en  effet  comment  tous  les  groupes  composés  qui  satis- 
font à  la  condition  énoncée  se  réduisent  tout  simplement  et  tout  naturellement 
à  des  groupes  simples.  Il  y  a  lieu  de  distinguer  entre  les  groupes  décomposables 
et  les  groupes  non  décomposables.  Supposons  qu'un  groupe  G  contienne  les  sous- 
groupes  G,,  . . . ,  Gj,  . . . ,  G^,  . . . ,  G,„,  si  à  toute  transformation  de  G  répond  un 
de  ces  sous-groupes  et  un  seul,  le  groupe  identique  étant  exclu,  et  si  toute 
transformation  de  G,  est  permutable  avec  toute  transformation  de  G^,  on  dit 
que  G  se  décompose  en  G,,  . . .,  G„,.  Alors,  si  un  groupe  à  r  termes  est  son  propre 
sous-groupe,  sans  qu'il  soit  décomposable,  on  peut  toujours  choisir  les  ;•  trans- 
formations infinitésimales  X,,  ...,X^,  en  sorte  que  les  /-,  premières  transforma- 


nF':Vl]E   DKS   PUUIJCATIONS.  175 

lions  \,,  ....  \,.  (U'iciiiiiiicnl  un  j;r()n|)f  simple,  tandis  (jiir;  les  Lransforniali<jns 
\^.,,,  ...,  X^ fournissent  un  j^roupe  (le  lan^  mil  ([ni,  pour  h;  groupe  à  r  termes, 
est  un  sous-groupc  invariant.  Lorsqu'un  f,'ron|)e  de  la  nature  indiquée  est  au 
contraire  déroniposablr,  il  faut  tout  d'al)or(l  eir<:ctuer  cette  déf;f)rnposilion  ;  en- 
suite cluKiue  j;roupi'  partiel  possède  la  [)ropriété  énoncée  fjrécéderniuent. 

hof/rr  (E,).  —  La  courbe  hcssicniuî  lrinl(';c   d'une   façon  pure- 
iiKMil  i;éonu'lri(juo.  (i2l\-i/\q). 

La  liessicnn»'  forme  l'objet  fondamental  de  ce  Travail,  mais  l'auteur  com- 
plète tout  d'ahoi'd  (juel(iues-uns  des  r(''sultats  qu'il  avait  obtenus  dans  le  Mé- 
moire paru  dans  les  Abhand.  cl.  Jicrl.  Ak.  en  1887  {Grundzùge  cincr  rein 
gconu'trischcn  Théorie  dcr  algebraischen  ebcnen  Curvcn). 

Les  deux  premières  Sections  sont  consacrées  à  l'étude  plus  a[)profondie  des 
propriétés  bien  connues  relatives  aux  courbes  possédant  des  points  multiples 
et  à  la  façon  dont  se  comportent  les  courbes  polaires  en  ces  points  multiples. 
Dans  la  troisième  Section,  l'auteur  étudie  la  jacobienne  d'un  réseau  de  courbes 
du  second  échelon  et,  en  conformité  avec  sa  définition  par  l'équation 

o^Szho-^^^-, 

il  la  considère  comme  le  lieu  des  points  où  deux  courbes  qui  proviennent  de 
deux  faisceaux  (ixes  du  réseau  présentent  entre  elles  un  contact.  Cette  consi- 
dération conduit  à  la  détermination  de  deux  faisceaux  projectifs  de  courbes, 
(jui  engendrent  la  jacobienne  en  même  temps  qu'une  droite  auxiliaire  et  la  courbe 
iixe  commune  aux  deux  faisceaux  du  réseau.  En  choisissant  convenablement 
les  deux  faisceaux,  on  peut  étudier  la  façon  dont  se  comporte  la  jacobienne 
d'un  réseau  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque. 

Le  Travail  se  termine  par  l'examen  de  la  hessienne.  L'auteur  retrouve  les 
théorèmes  déjà  établis  par  Geiser  {BrioscJii  Ann.,  t.  IX,,  p.  35-4i)  et  par  Del 
F^ezzo  {Nap.  Rend.,  p.  2o3-2i8;  i883)  relativement  à  la  façon  dont  se  comporte 
cette  courbe  en  dehors  des  points  multiples  et,  de  plus,  il  précise  ce  qui  arrive 
en  ces  points.  Nous  devons  signaler  la  détermination  élégante  des  conditions 
sous  lesquelles  une  courbe  et  sa  hessienne  présentent  des  points  d'inflexion  en 
commun. 

Wiltheiss  {E .).  —  Équations  dlfTérenlielles  linéaires  entre  les 
périodes  des  intégrales  liyperelliptiques  de  première  espèce. 
(i5o-i  57). 

Les  fonctions  thêta  générales  à  p  arguments  contiennent  -  p(p  -f- 1)  paramètres 

essentiels.  Si  l'on  veut  employer  ces  fonctions  thêta  à  l'inversion  des  équations 
difl"érentielles  hyperelliptiques,  les  paramètres  s'expriment  à  l'aide  de  2p'  sys- 
tèmes de  périodes  des  intégrales  hyperelliptiques  de  première  espèce 

I      2  0)      ,       2  0) ?  0) 

(  I  )  ' 

i      2  w'     ,        2  0)'     ,...,.?  Oj'     , 
(  la'  ia'  '  ça' 
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entre  lesquelles  existent   les  -p{p  —  i)  conditions  exprimées  par  les  formules 


2 

P 


Or  les  intégrales  hyperelliptiques  ne  contiennent  que  2  p  —  i  constantes  essen- 
tielles, et  par  suite  les  -  p(p  +  i)  paramètres  des  fonctions  thêta  ne  dépendent 
que  de  2p  —  i  quantités.  Il  existe  donc  entre  ces  paramètres 

-p(p  +1)  —  (2p  —  1)  =    ^(p  —  I)(p  -  2) 

conditions.  Il  doit  donc  nécessairement,  puisque  les  périodes  aw^»,  2 w^a  peuvent 
servir  à  exprimer  les  paramètres  des  fonctions  thêta,  exister  entre  ces  périodes, 

outre   les  relations  (2),  un  nombre  égal  à-(p  —  i)(p  —  2)  de  relations  nou- 
velles. 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  établies  par  l'auteur  {Math.  Ann., 
t.  XXXI,  p.  i?>'\;  t.  XXXIII,  p.  267)  peuvent  facilement  être  transformées  en 
sorte  de  faire  disparaître  les  constantes  des  intégrales  et  les  périodes  des  inté- 
grales de  seconde  espèce.  On  obtient  alors  -(p  —  i)(p  —  2)  équations  linéaires 

aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  entre  les  périodes  des  intégrales  hy- 
perelliptiques de  première  espèce. 

Dalwigk  {F.  v.).  —  Sur  la  démonstration  de  Gordan  du  théo- 
rème fondamental  de  l'Algèbre.  (i58-i6o). 

Gordan  avait  donné  dans  le  tome  X  des  Math.  Ann.  une  simplification  de  la 
seconde  démonstration  de  Gauss.  L'auteur  y  signale  une  inadvertance  et  la  ré- 
pare dans  cette  Note. 

Kôpcke  {A.).  —  Sur  une  fonctio„n  continue,  admettant  tine  dé- 
rivée et  présentant  des  oscillations  dans  tout  intervalle,  si 
petit  qu'il  soit.  (161-171). 

Schônjlies  (A.).  —  Sur  les  groupes  de  transformations  de  l'espace 
sur  lui-même.  (172-203). 

Les  groupes  de  transformations  considérés  par  l'auteur  sont  les  groupes  de 
transformations  finies  de  l'espace  sur  lui-même  dans  lesquelles  une  figure 
quelconque  de  l'espace  est  changée  en  une  figure  congrue  à  la  première,  ou 
symétrique  de  la  première. 

Si  la  figure  de  l'espace  reste  constamment  congrue  à  elle-même,  le  groupe 
correspondant  est  un  groupe  de  mouvements.  Les  groupes  de  mouvements  ont 
déjà  été  étudié»  d'une  façon  suivie. 

Les  groupes  qui  confienuent  des  transformations  symétriques  n'avaient  point 
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fait  l'objet  d'un  examcti  systcMnalicpie.  I/aiilcur  appelle  ces  groupes  groupes 
«iliMidus,  et  il  consacre  son  travail  ;\  la  (h'-lnruinalion  de  leur  ensemble.  Les 
groupes  ainsi  examinés  présentent  un  iniénH  tout  d'abord  à  cause  d(;  leur 
simplicité  m(^nic  et  aussi  par  suili-  i\v.  la  courMtxion  i\\\'\  existe  entre  la  qu(;stion 
de  leur  déti  rniination  et  celles  de  la  division  ré;,'ulièrc  de  l'espace  d'une  part  et 
de  la  théorie  de  la  structure  ciistiillinc  (l'aiitic  paît. 

Knescr  (A.).  —  TlK'orrmcs  gcnéraiix  sur  les  singularités  appa- 
rentes des  courbes  gauclies  quelconques.  (?.o4-2a6). 

Dans  un  travail  publié  dans  le  tome  XXXI  des  MaLli.  Ann.  et  intitulé  : 
Becherches  syntlictiques  sur  les  plans  d'osculation  des  courbes  gauches 
quelconques,  l'auteur  s'était  déjà  occupé  de  questions  de  cette  nature. 

Dans  les  recherches  sur  les  différentes  formes  apparentes  d'une  courbe  gauche 
donnée,  que  l'on  projette  de  différents  points,  il  y  a  à  considérer  d'une  façon 
toute  spéciale  les  déplacements  des  centres  de  projection  pour  lesquels  les  sin- 
gularités apparentes  de  la  courbe  gauche,  c'est-à-dire  les  singularités  des  pro- 
jections de  cette  courbe,  se  modifient.  Cela  n'a  lieu,  en  général,  que  si  le  centre 
de  projection  se  trouve  placé  sur  certaines  surfaces,  et  il  y  a  lieu  alors  de  voir 
ce  qui  se  passe  lorsque  le  centre  de  projection  se  déplace  à  partir  d'un  point  de 
la  surface  dans  une  direction  donnée. 

De  l  ries  (J-)-  —  Sur  des  configurations  polyédrales.  (227-246). 

Les  droites  et  les  plans  (  arêtes  et  faces  )  d'un  n  —  èdre  complet  sont  coupés  par 
un  plan  quelconque  suivant  une  configuration 


[Cl:  m 


que  M.  Jung  appelle  configuration  potyédrale  d'ordre  n.  {Sopra  una  classe 
di  configurazioni  d'indice  3  {Rend.  /?.  /.  lomb.,  t.  XYIII^)].  [  Voir  aussi  le 
Mémoire  de  ce  même  auteur  Sur  l'équilibre  des  polygones  articulés  et  la 
relation  entre  cette  question  et  l'étude  des  configurations  {Ann.  di  Mat., 
t.  XIIJ.]  L'auteur  développe  ici  les  résultats  qu'il  avait  déjà  publiés  sur  cette 
questioi>  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Ac.  holland.  des  Se,  t.  V^,  p.  9. 

Papperitz    (E.).  —  Sur   la   représentation    des    transcendantes 
hypergéométriques  par  des  fonctions  univoques.  (247-296). 

L'auteur  appelle  fonction  hyper  géométrique  la  fonction  de  Riemann 


/    0     oc      i  j 

P  <    a      [i      y     X  }. 
(  a      P'     ï'         ) 


Cette  fonction   est  donc  une  solution  de  l'équation  différentielle  linéaire  du 
second  ordre 

rf'P       (a-f-g'  — i)-t-(^47^'-H)x  dV        gg'  — rga'-^-pp'-f-YY')a;-4-^.3'x*      _ 
dx'  x{i  —  x)  dx  x'{v  —  xY 
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où  les  coefficients  sont  des  quantités  réelles  satisfaisant  à  la  condition 

a  +  a' +  [î  +  |i' +  y  H- y' =  I . 

La  possibilité  d'une  représentation  des  transcendantes  hypergéométriques  par 
des  fonctions  univoqucs  a  été  énoncée  ])Our  la  première  fois  par  M.  Klein  dans 
son  Mémoire  sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  et  sur  la  résolution 
de  l'équation  du  cinquième  degré  {Math.  Ann.,  t.  XIV,  p.   lôçj). 

La  proposition  en  (juestion  peut  également  être  considérée  comme  un  cas 
particulier  des  résultats  fournis  par  la  théorie  de  I\L  Poincaré.  Les  procédés  de 
ce  mathématicien  peuvent  conduire  aux  conséquences  établies  dans  le  présent 
Travail,  mais  l'auteur  a  préféré  prendre  un  mode  d'exposition  différent,  analogue 
dans  quelques  cas,  mais  en  général  bien  distinct. 

L'auteur  parvient  à  exprimer  les  fonctions  hypergéomélriques  à  l'aide  de 
deux  fonctions  transcendantes  univoqucs  Z,  (x)  et  Z2(  x),  définissant  un  système 
de  fonctions  zêta  dans  le  sens  de  M.  Poincaré. 

Brill  (A.).  —  Détermination  des  surfaces  d'onde  optiques  à  l'aide 
d'une  seule  seetion  centrale  plane.  (29y-3o5). 

Par  une  section  plane  d'une  surface  des  ondes  passant  par  le  centre  de  la  sur- 
face passe  toujours  une  et  une  seule  surface  des  ondes  réelles  autre  que  la 
surface  donnée.  II  y  a  en  outre  deux  surfaces  des  ondes  imaginaires  qui  sont 
déterminées  par  cette  même  section. 

Stroh  {E .).  —  Les  syzjgants  fondamentaux  des  formes  binaires 
du  sixième  ordre.  (3o6-3i8). 

La  théorie  des  syzygants  des  formes  des  ordres  supérieurs  avait  déjà  fait 
l'objet  des  Travaux  de 

Briosciii,  Siille  relazioiie  esistendi  fra  covarianti  ed  invarianti  di  una 
stessa  forma  binaria  {Ann.  di  Math.,  t.  XI,  p.  29r-3o4.) 

Stephanos,  Sur  les  relations  qui  existent  entre  les  covariants  et  les  inva- 
riants de  la  forme  binaire  du  sixième  ordre  (  Comptes  rendus,  t.  XCV^I, 
p.  282,  i564.) 

Perrin,  Sur  les  relations  qui  existent  entre,  etc.  {  Comptes  rendus,  t.  XCVI, 
p.  426,  479,  1717,  1776.) 

Hammond,  Amer.  J.,  t.  VII,  p.  827;  t.  VIII,  p.  126. 

V.  Gall,  Math.  Ann.,  t.  XXXI,  p.  424. 

L'auteur,  dans  le  volume  XXXIII  des  Math.  Ann.,  a  donné  le  moyen  de 
trouver  tous  les  syzygants  fondamentaux  correspondant  à  une  forme  binaire. 
Il  appliquait  alors  son  procédé  au  cas  le  plus  simple,  aux  formes  binaires  du 
cinquième  ordre.  Jl  détermine  de  la  même  façon  dans  le  présent  Travail  les 
syzygants  fondamentaux  des  formes  binaires  du  sixième  ordre.  Ces  syzygants 
fondamentaux  permettent  de  déduire  par  un  simple  procédé  d'élimination  tous 
les  autres  syzygants  de  première  espèce. 

Cayley  (A.).  —  Sur  le  nombre  fini  des  covariants  d'une  forme 
binaire.  (Siq-St.o). 
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Li-  |>i(»(i'(lc  (le  llillxrt  {Mdlh.  A/l/l.,  I.  WMIl,  p.  ■.•■.>.■{-•>■.><»)  (loiim:  |»<»iir  les 
invariants  d'imc  forinr  binaire  se  simplifie  ronsidrraMiriniil  si  on  r;i[tpli((ue 
aux  ("UN  iiiiaiils,  ou,  ce  (|iii  l'i'vicnl  an  iiit'iiic,  aux  scnii  iii\  aiiaiils  de  la  l'oirru; 
itinuirr. 

Stfo//  [/i.).  —  Sur  \c  système  complcl   dos  comhinanis  de  (Jeux 
lorines  hiiiali-es.  (.'i'.>,  i-.i.'5 1). 

Pouf  nitirnil'  If  sy^lrnic  complet  des  cond)iiianIs  de  deux  loirncs  binaires  du 
;/r*'""  ordre  cp  el  ^,  il  suffit,  d'après  un  théorème  de  Gordan,  d'établir  b;  système 
simultan(-  des  transverlions  impaires 

(0  ('f'l)S    (?'!)%    ('■?•!)%    •••. 

et  alors  tous  les  combinants  s'expriment  sous  forme  rationnelle  et  entière  à 
l'aide  des  formes  fondamentales  de  ce  système.  Mais  la  dépendance  qui  existe 
entre  les  formes  (1)  fait  (jue  leur  système  simultané  n'est  point  le  plus  général 
de  son  espèce;  il  y  a  des  réductions,  et  il  ne  reste  en  soin  me  qu'un  nombre 
minimum  de  combinants,  au  moyen  desquels  tous  les  autres  peuvent  s'exprimer. 
On  suppose  connu  le  système  simultané  des  formes  pour  les  formes  d'ordre 
2  m  —  2,  2  m  —  6,  -2  ni  —  10,  ....  Mais  l'auteur  montre  que  cela  n'est  pas  né- 
cessaire et  il  arrive  à  cette  conclusion  des  plus  remarquables  que  le  système 
complet  des  combinants  pour  deux  formes  binaires  n'est  autre  que  le  système 
relatif  à  une  seule  forme  binaire  d'ordre  supérieur. 

Gall(V.).  —  Les  syzYganLs  fondamentaux  de  deux  formes  binaires 
simultanées  biquadratiques.  (332-353). 

Suite  du  Mémoire  paru  dans  le  tome  XXXIII  des  Math.  Ann. 

Stroh  {E .).  —  Développement  des  sjzygants  fondamentaux  des 
formes  binaires  du  cinquième  ordre.  (354-37o). 

Dans  le  huitième  Volume  de  V American  Journal  of  Matliematics,  Hammond 
a  donné  une  table  des  syzygants  fondamentaux  pour  la  forme  binaire  du  cin- 
quième ordre.  D'après  une  remarque  insérée  au  tome  VII,  p.  2^3,  cette  table  a 
été  construite  en  partie  à  l'aide  des  tables  de  Cayley,  en  partie  par  des  procédés 
d'élimination  dont  l'idée  première  est  simple  et  a  déjà  été  employée  par  Cayley. 
L'auteur  se  propose  ici  de  montrer  que  les  méthodes  symboliques  de  Clebsch 
et  de  Gordan  se  prêtent  simplement  à  la  détermination  effective  de  tous  ces 
syzygants  et,  qui  plus  est,  permettent  de  construire  chaque  syzj'^gant  indépen- 
damment des  autres,  ce  qui  fournit  des  moyens  de  contrôle  bien  utiles. 

Bàckliind  (A.-V.).  —  Sur  la  théorie  des  ondes  dans  les  milieux 
gazéiformes.  (3^1-446). 

Bertini  {E .).  —  Sur  le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des 
fonctions  algébriques.  (447-449)- 
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Noelher  {M.).  —  Sur  le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des 
fonctions  algébriques.  (45o-453). 

Hôlder  (O.).  —  Sur  la  démonstration  de  Soderberg  du  théorème 
fondamental  de  Galois.  (454-462). 

Dans  le  Mémoire  publié  par  l'auteur  dans  le  mênne  volume  (p.  ^2)  des  Math. 
Ann.,  il  avait  manifesté  quelque  doute  sur  la  valeur  de  la  démonstration 
donnée  par  S()dcrberg  {Acta  math.,  t.  XI)  du  théorème  de  Galois.  Le  défaut 
qu'il  signalait  était  celui-ci  :  La  démonstration  de  Sôderberg  supposerait 
que  toutes  les  substitutions  qui  laissent  invariable  la  valeur  numérique 
d'une  fonction  des  racines  forment  un  groupe  et  cette  supposition  n'est  pas 
admissible.  En  fait,  la  démonstration  de  Sôderberg  est  exacte,  elle  ne  s'appuie 
pas,  comme  le  croyait  l'auteur,  sur  une  interprétation  fâcheuse  d'une  portion 
d'un  théorème  de  Lagrange. 

Schlesinger  (0.).  —  Sur  les  courbes  elliptiques.  (463-464)- 

Complément  au  Mémoire  de  l'auteur  {Math.  Ann.,  t.  XXXIII,  p.  444)- 
M.  Ilumbert  avait  déjà  corrigé  dans  son  Travail  sur  les  courbes  de  genre  un 
une  inadvertance  que  l'auteur  avait  remarquée  dans  une  Note  des  Comptes 
rendus  (p.  11 36;  i883). 

Scheibner  (  W.).  —  La  multiplication  complexe   des   fonctions 
thêta.  (465-472). 

Dans  le  tome  III  du  Journal  de  Crelle,  Abel  et  Jacobi  ont  remarqué  presque 
en  même  temps  que,  pour  certaines  valeurs  du  module,  l'équation  différentielle 
elliptique 

dv  dx 

'^         —  m 


\/Ar)         v//(i) 

s'intégrait  algébriquement,  même  lorsque  le  multiplicateur  m  a  une  valeur 
complexe  de  la  forme  a  +  6 y/ —  D.  La  question  de  la  multiplication  complexe 
a  fait  depuis  cette  époque  des  progrès  sans  nombre.  Ne  citons  que  les  noms  de 
M.  Hermite  et  de  Kroneckcr.  L'auteur  a  simplement  pour  but  ici  de  montrer 
comment  la  multiplication  complexe  des  fonctions  thêta  elliptiques  peut  se  dé- 
duire simplement  de  la  considération  simultanée  de  deux  équations  quadra- 
tiques correspondant  à  la  même  irrationnelle. 

Scheibner  (  W.).  —  Sur  la  réduction  des  intégrales  elliptiques, 
hyperelliptiques  et  abéliennes.  Le  théorème  d'Abel  pour  les 
intégrales  simples  et  pour  les  intégrales  doubles.  (473-493). 

Lorsque  l'on  a  à  réduire  une  intégrale  générale  elliptique  ou  hyperelliptique 
à  la  forme  normale,  il  est  essentiel  de  pouvoir  en  séparer  les  portions  qui  sont 
jntégrables  au  moyen  des  fonctions  élémentaires. 

I^'auteur  se  f)ropose  jcj  de  donner  un  prorédé  pour  résoudre  la  question  de 
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se  débarrasser  sans  it-soudrc  (l\'(|iialioiis  al^'('-l)ri(|iies  des  racines  multiples  qui 
existent  sous  le  signe  d'intégration,  il  ;iirivi'  de  la  sorte  ii  établir  nne  liaison 
étroite  avec  les  théorèmes  généraux  dtronverls  par  Ai)el  sur  les  intégrales 
algéhri(iues. 

Scheii)nrr  {  II'.).  —  Sur  la  connexion  cnlrc  les  foiicllons  thêta  et 
les  liil('m-;il('s  ('I!i|)ll(|iio.s.  (4î)4"»'^4'^0' 

Ilorn  {./.).  —  Sur  la  (tonvcrgence  dos  séries  hjpergc'omctriques  à 
(l(Mi\  cl  à  Irois  variables.  (^^/\^\-6oo). 

La  série  liypergé()niélri(jU(>  de  (iauss  est  importante,  pour  la  théorie  des 
équations  diirércnticlles  linéaires,  en  ce  (|uc  la  théorie  de  cette  fonction  prépare 
à  la  théorie  des  é(]ua(ions  diiïérenlicdlcs  g(''nérales  et  (jue,  d'autre  part,  on  peut 
avec  elle  intégrer  complètement  une  équation  diiï(';renliclle  linéaire  particu- 
lière du  second  ordre.  On  a  considéré  sous  le  nom  de  séries  hypergéométriques 
supérieures  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  la  variable 

pour  lesquelles  le  quotient  ——'-  est  une  fonction  rationnelle  de  X  d'ordre  supé- 

rieur,  alors  que  ce  quotient  était  du  second  ordre  pour  la  série  de  Gauss. 
Thomae,  Goursat,  Pochhammer  ont  étudié  ces  fonctions  qui  satisfont  à  des 
équations  différentielles  linéaires  homogènes. 

Appell  {J.  de  Liouv.,  1882)  a  introduit  des  séries  de  puissances  de  deux  va- 
riables, qui  constituent  une  autre  généralisation  de  la  série  de  Gauss.  Ce  sont 
les  séries 


où  les  de»ix  quotients 


SA.  a7V^ 


•^A+i,ix  -'^A,;ji-t-i 


sont  des  fonctions  rationnelles  du  second  degré  de  X  et  [x.  Ces  séries  satisfont 
à  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  simultanées  de  la  forme 

d'' z  â- z  â''z  âz  dz 

,    d'^z       ,       d^z         ,     d-z       ,    âz        ,    dz        , 
"  àx^         "  ôx  dy         "  dy^         '  dx         ^  dy 

les  coefficients  a  et  b  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  dey.  L'auteur 
examine  dans  ce  Mémoire  une  série  de  puissances  de  deux  variables 

Hix,y)  =  i:\-^.^xy<^, 

qu'il  appelle  série  hypergéométrique  lorsque  les  deux  quotients 

/(>>,tx)=  ^(X,jx)=_^ 

sont  des  fonctions  rationnelles  de  a  et  \}.. 
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11  considcrc  également  le  cas  de  trois  variables.  Il  étudie  dans  les  deux  cas 
les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  fonctions 

ou  bien 

f{'k,\x,v),     g{l,ix,v),     h{'K,\x,v) 

pour  que  les  séries  U{x,y)  et  U{x,y,  z)  convergent.  Il  détermine  ensuite  le 
domaine  de  convergence  pour  chacune  de  ces  séries. 


ANNALES  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (  '  ). 

6"  série,  t.  XVII;  i'^''  semestre  1889. 

Collignon  {E.).  —  Note  stir  la  flexion  des  pièces  droites  com- 
primées. (98-124,  II  fig-,  I  pi.,  3  tabl.). 

A  l'équation  différentielle  approximative  de  la  fibre  fléchie,  considérée  habi- 
tuellement dans  les  études  de  résistance  des  matériaux,  et  de  la  forme 

l'auteur  propose  de  substituer  l'équation  rigoureuse 

—  «'=  97, 

p  désignant  le  rayon  de  courbure. 

9  représentant  l'angle  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  avec  l'axe  des  a?,  l'équa- 
tion cherchée  résulterait  de  l'élimination  de  cp  entre  les  deux  équations 

'^        ces  cp  d'S) 
X  — 


i_    n 

'2X 


v/2  Jç^    v/coscp  — COS'-p„ 


y  ■=  a\Ji  \/cos cp  —  cos cpij, 

et  la  courbe  pourra  être  construite  par  points  en  se  servant  des  tables  de  fonc- 
tions elliptiques. 

Application  de  ces  formules  à  la  compression  des  tiges. 

Comparaison  des  limites  usuelles  qu'on  vient  de  trouver  avec  celle  que  fournit 
la  formule  de  Rankine. 

Dans  ce  dernier  article  la  formule  de  Rankine  est  discutée  sous  la  forme  très 
simple  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 


a;^+  B 


(')  Voir  Bulletin,   XI,   259;  11^,  106;  IV„  211;  VU,,  116  et  i85;  VIII,,  71;  XI„ 
17  et  XIV^,  5-26. 
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ColU^non  (/i  .)•  —  Noie  sur  la  drlcrminalion  dos  liinilcs  do  relïoil 
Iranchanl  (Inns  les  poiiiros  d roi  1rs.  (i -ji^-i  47,   '<>  ^'f,^,  '*■  lahl.). 

Dans  l'cLndc  du  |)r(tj(?l  (Ttiiu;  ixxilrc  droite,  on  adiiicL  },'cncralorncriL  rii3poLlièsc 
siinpliliralivc  d'iinc  cliar^M;  unifnrtiictncnl  répartie. 

L'objol  de  celle  Noie  esl  d'clahlir  (|iic  ia  même  liypolhèse  peul  servir  à  dc- 
Icrminer  des  limiles  des  elVorls  Irancliaiils  dus  à  des  charf^es  discontinues,  tout 
aussi  bien  <iue  les  plus  grandes  valeurs  des  moments  fléchissants  ((ue  ces  charges 
produisent . 

PcUeivcau  (yi-)-  —  Mémoire  sur  la  rcparlition  des  pressions  par 
transmission  horizontale  dans  un  massif  de  maçonnerie  appa- 
reillé. (5i3-564,  I  pi.). 

Les  maçonneries  dont  il  est  ici  question  sont  formées  d'éléments  a^^ant  géné- 
raloniont  la  forme  de  parallélépipèdes  rectangles,  (jue  l'auteur  désigne  sous  le 
nom  de  prismes  pour  abréger  le  langage. 

Pans  l'étude  de  la  déformation  de  ces  prismes,  on  rencontre  deux  coefficients 
d'élasticité  :  tension  et  compression.  Ces  coefficients  sont  mal  déterminés.  On 
est  amené  à  les  supposer  inégaux  et  variables  avec  la  pression.  On  admet  aussi 
deux  autres  hypothèses  :  la  non-déformation  des  sections  planes,  et  la  propor- 
tionnalité des  efforts  aux  déformations  qu'ils  ont  produites. 

En  présence  de  ces  incertitudes  multiples,  il  serait  inutile  de  chercher  à  se 
rendre  compte  des  efforts  qui  peuvent  se  développer  dans  un  massif,  si  l'on 
voulait  demander  à  la  théorie  autre  chose  que  ce  qu'elle  peut  donner,  c'est- 
à-dire  des  indications  de  tendance.  Alais,  en  réduisant  la  théorie  à  ce  rôle  mo- 
deste, elle  a  encore  son  utilité. 

Jusqu'à  présent,  on  s'est  préoccupé  surtout  du  coefficient  de  compression. 
Cela  se  comprend,  puisque  les  compressions  ont  paru  pendant  longtemps  devoir 
seules  être  examinées.  Mais  aujourd'hui  que  bien  des  ingénieurs  commencent  à 
croire  au  rôle  souvent  prépondérant  des  tensions,  il  serait  à  désirer  que  l'on 
fit  des  recherches  expérimentales  sur  le  coefficient  de  traction  et  aussi  sur  le 
coefficient  d'adhérence  des  pierres  avec  le  mortier. 

Pelletreaic  (A.).  —  Note  sur  la  détermination  des  moments  flé- 
chissants dans  une  poutre  droite  au  passage  d'un  système  roulant. 
(565-589,  ^  ^ê^"  *  P'-)- 

L'auteur  a  saisi  avec  empressement  la  publication  du  Traité  de  Statique 
graphique  de  M.  Maurice  Lévy  pour  étudier  comparativement  les  résultats  de 
la  nouvelle  méthode  avec  ceux  qu'il  avait  obtenus  par  l'emploi  de  ses  méthodes 
personnelles,  exposées  dans  un  Mémoire  inséré  aux  Annales  en  188G. 

De  Boulongne  {L.).  —  Note  sur  la  conservation  des  câbles  en  fîl 
de  fer  dans  les  ponts  suspendus.  (590-624,  5  fig.  i   pi.). 

Remarques  diverses  au  sujet  de  la  théorie  des  efforts  supportés  par  les  câbles. 

Imbeaux.  —  Note  sur  les  entreloises  des  ponts  métalliques  avec 
voûtes  en  hricjues  pour  voies  de  terre.  (686-709,  19  fig.). 
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Démonstration  de  la  nécessité,  dans  le  calcul  des  enlreloises  d'un  ponl  métal- 
lique avec  voûtes  en  briques,  de  tenir  compte  des  poussées  horizontales  pro- 
duites par  CCS  voûtes  chargées. 

Tourtay.  —  Note  sur  la  variation  de  la  pression  avec  l'épaisseur 
à  la  clef  dans  les  voûtes.  (710-722,  :>.  fig.,  1  pi.). 

L'auteur  a  indiqué,  dans  un  Mémoire  inséré  aux  Annales  de  1888,  au  sujet 
des  voûtes  en  chaînette,  qu'on  ne  pourrait  diminuer  indéfiniment  la  pression, 
dans  une  voûlc  donnée,  en  augmentant  l'épaisseur  à  la  clef.  Il  étudie  à  nouveau 
ce  principe  important  et  il  montre  que  la  même  conclusion  s'applique  aux 
voûtes  en  arc  de  cercle. 


Tome  XVIII,  2®  semestre  1889. 

Flamant.  —  Des  ondes  liquides  non  périodiques  et,  en  parti- 
culier, de  l'onde  solitaire.  (5-48,  4  fig-)* 

L'accueil  favorable  qu'a  reçu  le  précédent  Mémoire  de  l'auteur  {Annales^  1888, 
voir  Bulletin  \l\\,  21)  relatif  à  la  théorie  actuelle  des  ondes  périodiques,  l'a 
engagé  à  le  compléter  par  un  travail  analogue  sur  les  ondes  non  périodiques, 
ou  intumescences,  ou  encore  ondes  de  remous,  dont  une  forme  particulière  a 
été  étudiée  d'abord  par  M.  J.  Scott  Russel,  sous  le  nom  d'onde  solitaire,  et  qui  a 
fait  l'objet,  sous  des  formes  diverses,  de  nombreuses  observations  et  expériences 
de  la  part  de  M.  Bazin. 

La  théorie  complète  de  ces  ondes  se  trouve  dans  VEssai  sur  la  théorie  des 
eaux  courantes  de  M.  Boussinesq  où  elle  occupe  les  §  XXIX  à  XXXIII, 
p.  348-4 Ji;  mais  la  lecture  de  ces  paragraphes  suppose  celle  des  précédents  où 
se  trouvent  établies  les  équations  qui  servent  de  base  au  raisonnement,  et  il 
est  désirable  d'avoir,  des  lois  générales  qui  régissent  ces  phénomènes,  un  exposé 
moins  complet  certainement,  mais  plus  simple.  C'est  ce  que  l'auteur  du  présent 
Mémoire  a  essayé  de  faire  avec  l'aide  des  conseils  de  M.  Boussinesq,  et  l'on  ne 
trouvera,  dit-il,  dans  son  travail,  rien  qui  ne  soit  déjà  explicitement  ou  impli- 
citement dans  l'Ouvrage  qui  vient  d'être  cité. 

Liineau.  —  Notice  sur  les  écluses  et  le  barrage  de  Suresnes.  (49- 
128,  29fig.,  II  pL). 

Mémoire  descriptif,  terminé  par  l'indication  des  calculs  de  stabilité  des  fer- 
mettes de  la  passe  navigable. 

Durand-Claye  (L.).  —  Nouvelle  table  graphique  pour  l'évaluation 
des  profils  en  travers.  (129-181,  i  fig.,  i  pi.). 

Description  du  principe  et  du  tracé  de  tables  graphiques  imaginées  par  M.  II. 
Paulin  pour  l'évaluation  de  l'aire  et  de  la  largeur  d'emprise  des  profils  en  tra- 
vers. 

Soient  /  la  largeur  du  demi-profil  au  niveau  de  la  plate-forme  des  terrasse- 
ments, p  la  déclivité  du  talus,  y  la  cote  rouge,   ±:  jc  la  déclivité  transversale 
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ascendaiiti'  (mi  (lesrt'ud.iiilc  du  loi  liiiii,  c  la  laij^cîur  (rciiipriso,  Z  l'aire  du  dcrni- 
l>i(»lil,  I\   une  ronslanlc  (       -  pour  les  remblais,  —  -  -    f  pour  les  déblais  d'un 

ft)ssc'  de  scclionyj,  on  a  1rs  expressions 


p  ±:  X  1 

Ces  deux  relalions,  (mi  posant 

i_  /  ,     y  -^  ip 

2 

peuvent  se  niellrc  sous  la  forme  y  —  nie  —  ii  et  ;:  =  m' e  —  K. 

Klles  représentent  alors  deux  lignes  droites  ayant  pour  abscisses  communes 
les  valeurs  de  c,  et  dont  les  coeffieicnts  angulaires  sont  m  et  m' . 

On  en  déduit  une  construction  graphique  très  simple,  et  de  nature  à  faciliter 
des  opérations  qui  se  présentent  très  fréquemment. 

Ilcude.  —  Note  stir  une  formule  simphî,  donnant  de  suite  le  mo- 
ment fléchissant  maximum  dû  au  passage  de  deux  voitures  sur 
une  entretoise  ou  une  poutrelle.  (252-256,  2  fig.). 

Exposé  d'une  simplification  très  pratique,  et  dont  l'expérience  justifie  l'em- 
ploi. 

Lancelin.  —  ÎSote  sur  la  forme  du  prisme  de  poussée  des  terres. 
(207-286,  16  fig.). 

Les  Annales  contiennent  de  nombreux  Mémoires  sur  la  poussée  des  terres  et 
les  auteurs  ne  sont  pas  d'accord  sur  la  direction  que  prend  cette  force  contre 
un  mur  dont  le  parement  intérieur  est  vertical. 

La  manière  dont  la  pression  se  propage  et  les  conséquences  qui  en  dérivent 
pour  l'intensité  de  la  poussée  ont  fait  l'objet  de  recherches  analytiques  d'un 
ordre  très  élevé.  La  présente  Note  n'a  pour  but  que  d'indiquer  les  résultats 
approximatifs  auxquels  on  est  conduit  par  des  considérations  élémentaires. 

De  Préaudeau.  —  Remarques  sur  les  calculs  de  résistance  des 
ponts  de  chemins  de  fer.  (33i-338,  2  fig.  3  tabl.). 

A  propos  des  Tableaux  donnés  par  AL  Collignon  dans  le  précédent  Volume, 
l'auteur  est  amené  à  conclure  que,  si  les  poutres  sont  supérieures  à  lo",  pour 
évaluer  avec  une  approximation  suffisante  dans  la  pratique  les  poids  uniformé- 
ment répartis  qu'on  peut  substituer  dans  les  calculs  de  résistance  aux  charges 
d'épreuves,  il  suffit  de  diviser  la  somme  de  ces  charges  par  la  portée,  en  aug- 
mentant le  résultat  de  5  pour  100  pour  les  portées  comprises  entre  50™  et  loo". 

Souleyre.  —  Action  dynamique  des  charges  roulantes  sur  les 
poutres  rigides  qui  ne  travaillent  qu'à  la  flexion.  (34i-44ï» 
34  fig.,  I  p].). 
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Les  efiels  dynamiques  décroissent  avec  les  portées,  mais  moins  rapidement 
qu'on  ne  serait  tenté  de  le  croire  pour  des  portées  de  3o™  à  loo"*. 

Ils  sont  très  variables  selon  la  réf^ion  considérée  sur  la  poutre.  Il  en  résulte 
que,  pour  les  ponts  calculés  selon  les  errements  actuels,  la  matière  est  souvent 
loin  d'être  rationnellement  distrilniéc  Pour  les  ponts  à  travées  solidaires  sur- 
tout, les  méthodes  de  calcul  des  moments  statiques  généralement  usitées  donnent 
une  idée  très  inexacte  de  la  répartition  des  moments  dynamiques, 

Souleyre.  — Déformation  des  barrages  en  maçonnerie  qui  ferment 
des  gorges  étroites.  ( 442-45 1),  9  fig«)- 

En  général,  quand  on  étudie  un  barrage  en  maçonnerie,  on  détermine  son 
profil  comme  si  le  mur  avait  une  longueur  indéfinie.  Mais  il  arrive  très  souvent 
(jue  cette  hypothèse  est  tout  à  fait  gratuite  el  que  la  longueur  du  mur,  à  mi- 
hauteur,  est  à  peine  supérieure  à  la  hauteur  totale.  En  ce  cas,  dans  la  réalité,  la 
résistance  des  appuis  latéraux  ne  saurait  être  négligeable. 

La  présente  Note  a  pour  but  d'examiner  s'il  n'est  pas  possible  de  déterminer 
approximativement  la  manière  dont  se  répartissent  les  efforts  sur  un  barrage 
fermant  une  gorge  de  section  rectangulaire,  la  hauteur  et  la  largeur  étant  des 
dimensions  du  même  ordre  de  grandeur.  Par  induction  on  passera  au  cas,  qui 
se  présente  fréquemment,  d'une  gorge  à  section  triangulaire. 

Tcwernier  (R.)-  —  Note  sur  les  principes  de  tarification  et  d'ex- 
ploitation dti  trafic  voyageurs.  (559-654,  3  pL). 

Suite  à  une  Communication  du  même  auteur  parue  aux  Annales  en  1888,  et 
complément  à  des  développements  exposés  par  difiérenls  ingénieurs. 

Des  études  de  ce  genre,  en  corrélation  intime  avec  la  statistique,  peuvent 
retirer  quelque  avantage  de  la  représentation  graphique  et  de  l'interprétation 
géométrique  des  résultats  ou  des  formules. 

Tome  XIX,  i*'*'  semestre  1890. 

Bazin  (//•)•   —   Expériences  nouvelles  sur  l'écoulement  en  dé- 
versoir. (9-82,  4  fîg")  4  pl-?  38  labl.). 

Suite  de  l'étude  exposée  en  1888  (voir  Bulletin,  Xl\\,  26). 

La  surface  supérieure  des  nappes  a  été  étudiée  par  quelques  expérimentateurs, 
mais  la  surface  inférieure,  moins  facile  à  observer,  présente  peut-être  au  point 
de  vue  théorique  plus  d'intérêt,  car  sa  forme  accuse  nettement  une  contraction 
sur  le  seuil;  par  suite  de  cette  contraction,  la  face  inférieure  de  la  nappe  se 
détache  du  seuil  sous  un  certain  angle  et  commence  par  se  relever,  avant  de 
devenir  horizontale,  puis  descendante.  Ce  relèvement,  à  peine  remarqué  jusqu'à 
présent,  constitue  cependant  une  des  données  fondamentales  du  phénomène  et 
M.  Boussinesq  en  a  fait  le  point  de  départ  d'une  théorie  nouvelle  de  l'écoulement 
en  déversoir  (Comptes  rendus,  juillet  1887).  L'auteur  de  ce  iMémoire  ayant  eu, 
un  an  auparavant,  communication  de  la  nouvelle  formule  de  M.  Boussinesq, 
s'est  proposé  la  détermination  exacte  du  relèvement  de  la  nappe  inférieure,  et 
il  l'a  mesuré  avec  précision,  non  seulement  sur  les  déversoirs  verticaux,  mais 
encore  sur  les  déversoirs  inclinés. 
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lù'L^hin.  —  Mclliodc;  (rapproMmiil  khi  pour  citlciilci'  le  iiioiiiciil 
(rmcilic  cl  la  [josilion  du  cciiLrc  de  ;;ravilc  d'une  aire  plane. 
(241-^43,  I  lig.). 

UiU!  cotii'lx'  (tiuil  sii|i|ios(''(-  tnici-c,  on  lircra  iiik;  siiiiplilicjit ion  de  \,i  inélliodi; 
«le  TliDinas  Sim|»soii  en  prtMiatii  ixiiii-  ordonnées,  dans  la  recherche  du  moinent 
d'itierlie,  h^s  racines  ruhiqurs  de  iioiiihrc^s  en  i)rof:;rcssion  arilhrriéti(|iic,  (;l.  dans 
la  reeherelie  du  ccnlrc  de  f,'ravil('',  les  racines  carrées  de  nombres  pareillenienL 
en  progression  arilhiiK'i  i(|ii('. 

C.hacnnc  de  res  deux  échelles  peut  èlrc  faite  nnc  fois  pour  tontes  sur  du  pa- 
pier à  calquer  que  l'on  appli(|ue  sur  le  dessin.  Dès  lors  le  calcul  ne  présente 
pas  [dus  de  difliculles  (|ue  celui  d'une  aire  plane. 

Clavenad el  Jhissy.  —  Mémoire  sur  la  lillration.  (265-3i2,  17  fig., 

l'Jtude  systéniaticiue  des  résultats  de  nombreuses  expériences  au  sujet  du 
fonctionnement  de  filtres  remplis  de  sable  et  de  gravier. 

Collignon  (A\).  —  Note  .sur  la  résisLance  des  arcs  paraboliques 
surbaissés.  (385-473,  26  fîg.,  2  pi.  8  tabl.). 

IClude  de  la  résistance  des  pièces  courbes,  dans  le  cas  particulier  où  la  pièce 
dont  il  s'agit  a  pour  ligne  moyenne  un  arc  paraboli(|ue  surbaissé,  et  repose  sur 
deux  appuis  de  niveau.  Les  formules  générales  des  pièces  courbes  se  prêtent 
alors  à  des  simplifications  importantes. 

Par  arc  surbaissé,  on  désigne  ici  un  arc  pour  lequel  le  rapport  de  la  flèche  à 
l'ouverture  est  moindre  que  0,20. 

Subdivision  de  l'étude  :  Détermination  de  la  poussée;  efl"ets  des  charges  uni- 
formément réparties;  effets  des  charges  isolées;  détermination  approximative  du 
poids  propre  d'un  arc  parabolique  surbaissé;  détermination  de  la  section  de 
l'arc. 

Fossa-Mancini.  —  Sur  le  débit  des  puits  dans  les  terrains  per- 
méables. (823-854,  6  fîg.,  I  pL). 

Considérations  théoriques  et  résultats  d'expériences  sur  l'alimentation  des 
puits. 

Cette  Note  a  été  publiée  pour  la  première  fois  dans  le  journal  italien  lu- 
ge g  neria  civile  di  Torino  (1889). 

Tome  XX,  2*  semestre  1890. 

Mussy.  —  Note  sur  les  dimensions  et  les  profds  des  rails.  (5-i  17, 
2  pi.,  3  tabl.). 

Discussion  sur  le  poids  et  le  profil  des  rails  à  adopter,  notamment  sur  les 
lignes  parcourues  par  des  trains  rapides. 
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nOcagne  {M.).  —  Note  sur  le  calcul  d'une  pièce  droite  inclinée. 
(i3i-i32). 

On  peut  simplifier  l'expression  du  travail  maximum  R  par  unité  de  section 
en  observant  qu'on  peut  faire  abstraction  de  l'inclinaison  a  et  réduire  la  lon- 
gueur de  la  poutre  à  celle  de  sa  projection  horizontale  a,  en  conservant  les 
autres  données  :  section  normale  Q.  et  charge  uniformément  répartie,  p. 

En  d'autres  termes,  on  peut  réduire  à  son  premier  terme  seulement  l'ex- 
pression 

pua"*         p  sin^a    I 

n  désignant  la  demi-hauteur  de  la  poutre,  I  le  moment  d'inertie  de  la  section. 

Dubois  {H')   et  Gossot   {F.).    —   Théorie  et   tracé  des  courbes 
d'intrados  en  anse  de  panier.  (i45-23o,  7  fîg.,  8  tabl.). 

L'anse  de  panier  étant  admise  comme  courbe  d'intrados  au  lieu  de  Tellipse, 
sa  construction  a  été  jusqu'ici  résolue  par  trois  méthodes  :  celles  de  Lerouge 
et  de  Michal,  qui  dérivent  de  la  construction  d'Huygens  et  se  différencient  par 
le  choix  de  la  loi  de  variation  des  rayons,  et  celle  de  Perronnet  perfectionnée 
par  M.  Revellat. 

Le  principe  de  la  méthode  de  construction  d'Huygens,  qui  consiste  à  ad- 
mettre des  angles  égaux  entre  les  rayons  successifs,  est,  sans  contredit,  le  plus 
simple  et  le  plus  parfait. 

La  nécessité  de  l'égalité  des  angles  étant  admise,  il  est  aisé  de  conclure  de 
cette  égalité  qu'il  existe  deux  relations  fondamentales  entre  tous  les  rayons.  Ces 
deux  relations  proviennent  de  la  double  condition  imposée  à  la  courbe  de  passer 
par  deux  points  donnés  sur  les  axes. 

Le  nombre  de  centres  étant  impair  et  égal  à  (2/1  -t-i),  il  reste  (n  —  i)  rayons 
arbitraires;  il  est  naturel  de  les  supposer  croissants  et  de  les  assujettir  à  une 
loi. 

M.  Lerouge  a  supposé  la  loi  la  plus  simple,  à  savoir  que  les  différences  entre 
rayons  sont  constantes,  et  tous  les  rayons  y  satisfont  rigoureusement.  Les  deux 
constantes  sont  :  le  premier  rayon  et  la  raison  de  la  progression. 

Les  auteurs  du  présent  .Mémoire  ont  été  amenés  à  adopter  une  loi  plus  géné- 
rale, qui  comprend  trois  constantes  au  lieu  de  deux. 

Cette  surabondance  donne  une  grande  élasticité  à  la  méthode  :  elle  permet 
de  construire  une  anse  de  panier  possédant,  au  choix  du  constructeur,  diverses 
propriétés, 

7*  série,  tome  I,  i^'  semestre  1891. 

Gaudard  (/.).  —  Note  sur  les  Ijpes  fondamentaux  de   poutres 
métalliques  et  sur  le  système  cantilever.  (826-892,  i  pi.). 

Le  système  cantilever  ou  à  consoles  se  présentant  comme  un  concurrent  des 
poutres  continues  à  travées  multiples,  dont  il  ne  diffère  essentiellement  que  par 
des  coupures  ou  articulations  rendant  fixes  certains  points  d'inflexion,  la 
discussion  économique  consiste  à  chercher  s'il  est  susceptible  de  réduire  davan- 
tage l'ordonnée  moyenne  du  contour  enveloppe  des  moments  fléchissants. 
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Cl-  (|iii  icsit'  (If  plus  taiacU'risi'  ;'i  l'iiilif  du  cariLiicvc;!",  c'csi.  (ju'il  csL  d'un 
calcul  simple  cl  sur  cl  (luc  la  lil)crt('  de  iiioii vciiiciiL  do  ses  charnicrcs  l'anVancliiL 
di's  pci iiirhalioiis  évciiliicllcs  de  i'csislaiic<;,  Ih-aii  des  poutres  coiiLitiucs  en  cas 
de   lasscniciil  discoi'daiil  des  appuis  ou  du  cala;;c  mal   rc^l(';. 

lyOrii^nc  [M .).  —  Nolc  sur  la  luclliodo  de  ^^.  Delocro  pour  le 
ciilciil  (les  i;iMii(ls  l)ariMi;es  do  r(';scrv()irs.  (41'>"441)' 

Dans  un  Mcmoir(!  déjà  ancien,  publié  aux  Annales  en  iSfifi,  j\l.  Dclocrc  a 
montré  ([uc  ce  pi-ohlème  revcnail  à  la  résolution  de  l'une  ou  l'autre  des  équa- 
tions 

tt'  a^  - 

(i)  J7^+    -^    .r— Ip-X  =  o, 

(.)  ^»+__^_-_=o, 

a''  a' 

suivant  que  .r^  est  <  —  ou  >  -^• 

Le  but  de  celte;  Note  est  de  montrer  que  l'on  peut  traduire  ces  conditions  au 
moyen  des  données  de  façon  à  déterminer  a  priori  le  choix  de  l'équation  (i) 
ou  (:>)  (dont  il  paraît  peu  utile  de  déHnir  ici  les  notations). 

ScJiœndœrffcr.    —  Note   sur  un   appareil    enregistrant  automa- 
tiquement les  profondeurs  du  thalweg  d'une  rivière.  (485-487, 

Cet  appareil,  de  l'invention  de  Af.  Stecher,  est  basé  sur  une  propriété  de  la 
développante  du  cercle.  11  a  permis  de  faire  en  dix  jours  le  sondage  de  l'Elbe 
sur  480*"°  de  longueur. 

CoUignon  {E.).    —   Remarque  sur  les  chaudières  cylindriques. 

(8^.-872). 

Le  corps  cylindrique  d'une  chaudière  à  vapeur  est  généralement  terminé  à 
chaque  bout  par  une  calotte  sphérique  qui  coupe  le  cylindre  sous  un  angle  a 
(variable  de  o"  à  (5o°).  Les  constructeurs  donnent  souvent  à  ces  fonds  un  sur- 
croît d'épaisseur,  mais  un  calcul  très  simple  fait  voir  que  l'excès  d'épaisseur 
attribué  au  fond  donne  à  cette  partie  de  l'enveloppe  une  raideur  qui  entraîne  la 
variation  de  l'angle  a  et  la  fatigue  du  métal  au  point  le  plus  faible  de  la  chau- 
dière. 

Jozan  {A.).  —  Notice  sur  le  nouveau  barrage  de  la  machine  de 
Marly.  (960-980,  5  fig.,   i  pi.). 

Description  du  bai-rage  et  aperçu  des  calculs  de  résistance  de  ses  pièces. 

ïonic  il,  ■?.''  semestre  1891. 

Massieu.   —    Nouveaux   ordres   généraux    de    hi    Compagnie    de 
l'Ouest.  ([  1 3-2(^5,  I  lig.,  8  tabl.). 

Jlull.  des  Sciences  malhéni.,  1"  série,  t.  WH.  (Novembre  189,3.)         \\.\\ 
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Examen  des  inolifs  (|ui  onL  conduiL  à  adopter  les  dispositions  qui  font  l'objet 
de  trois  ordres  généraux  lelatifs  : 

I"  A  la  limitation  de  la  vitesse  des  trains; 

2°  A  la  distance  à  réserver  entre  les  signaux  avances  et  leurs  poteaux  de 
limite  de  protection; 

3°  Au  nombre  de  freins  à  placer  dans  les  trains. 

ColUgnoii  {E .).  —  Nomograpilie,  par  M.  d'Ocagne.  Paris,  Gau- 
ihier-Villars  et  fils  ;  1891.  (210-21  i). 

Compte  rendu  bibliographique  d'un  Ouvrage  récemment  publié  par  M.  d'O- 
cagne  et  qui  se  recommande  à  l'attention  tics  ingénieurs. 

Bricka.  —  Note  sur  la  mesure  des  flèches  et  sur  l'influence  de  la 
température    dans   la   flexion   des   poutres    droites.    (325-339, 

7  %•)• 

Les  méthodes  en  usage  pour  la  détermination  des  flèches  des  poutres  droites 
exigent  des  calculs  longs  et  souvent  compliqués,  lorsqu'on  veut  tenir  compte 
de  l'inégale  répartition  des  charges,  mais  on  pourra  faire  cette  détermination 
aussi  exactement  que  possible  au  moyen  d'une  série  dont  il  suffira,  en  général, 
de  calculer  quatre  à  cinq  termes. 

Quant  aux  variations  de  température,  dont  on  ne  tient  généralement  pas 
compte,  elles  peuvent,  dans  certains  cas,  fausser  entièrement  les  résultats  de 
l'observation  des  flèches. 

Bazin    {tl.).  —  Expériences  nouvelles   sur  l'écoulement  en  dé- 
versoir. (44^-^20,  I  fig.,  4  p'-)  35  tabl.). 

Exposé  des  résultats  des  intéressantes  observations  et  recherches  auxquelles 
donne  lieu  l'étude  de  l'écoulement  en  déversoir.  Les  données  numériques  ainsi 
obtenues  pourront  servir  de  bases  nouvelles  à  une  théorie  définitive. 

Decœav  (P-)-  —  Bélier  hydraulique  à  pulsations  rapides.  (646- 
652,  I  pL). 

Indication  de  quelques  résultats  d'expériences  faites  sur  un  petit  modèle, 
dont  les  dispositions  avaient  reçu  divers  perfectionnements  ayant  pour  objet, 
notamment,  d'amortir  les  chocs  violents  qui  se  produisent  habituellement 
lorsque  l'appareil  est  actionné  par  une  grande  élévation  d'eau. 


Tome  III,  i*"  semestre,  1892. 

Considère.  —  Utilité  des  chemins  de  fer  d'intérêt  local.  (21 --485, 
l 'j  fig.,  5  tabl.,  2  pi.). 

Cette  importante  étude  appartient  plus  naturellement  au  domaine  de  la  Statis- 
tique,   mais  elle  emprunte   à  certaines  notions  matliéniali(jues,  d'ailleurs    très 
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élcmcnliiiics,  les  iii()y(;iis  de  drinoiisLi-alion  l'L  de  vcrilicalif^n  nécessaires  à  une 
discussion  conl radicloii(î  (|n(^  la  natiiicdc  ces  questions  est  appelée  à  soulever. 

Lochcrct'.  —  iNolo  siii"  un  proliloïiirlrc.  (().)  i -().)'>,,  :>.  Hj^.). 

Modilication  proposée  pour  les  études  d'avanl-projets  de  routes,  et  rpii  paraît 
d'un  usa^(*  plus  simple  (pie  celui  des  al)a(|U(;s  de  iM.  Lalannc,  du  profiloinètre 
di'  M.  Sit'^Ier  ou  (h;  la  rèi;le  à  calcul  de  M.  Toulon. 

TVidnwr  ('/•).    —    ^'()li(•(;   sur   le  cjninl   du   Havre*  à  Taricarvillc. 
(()33-8oi,  i)  li-.,  i.)  |)l.). 

Cette  Notice  est  essenhelhMuent  <lescriplive,  mais  elle  est  conriplétéc  par  des 
renseignements  techniques  relatifs  aux  écluses  et  aux  machines  élcvatoires. 

Hitler  (C).  —  InslruMUMils  nouveaux  cl  j)roccclés  auxiliaires  de 
jaugeage  des  eaux  courantes.  (8o5-8"9,  16  fig.,  2  pi.). 

L'auteur  propose  l'emploi  d'un  instrument  de  son  invention,  l'hydro-tachymètre, 
qu'il  croit  destiné  à  remplacer  les  types  antérieurs  du  tube  de  Pitot  dont  il 
dérive. 

Il  étudie  ensuite  quchiues  procédés  auxiliaires,  comme  la  constatation  des  rides 
à  la  surface  de  l'eau  ou  les  essais  thcrmouiétri(|ues  et  hydrotimétriques,  auxquels 
on  peut  recourir  dans  les  cas  où  les  instruments  proprement  dits  cessent 
d'être  applicables,  soit  à  cause  de  la  faiblesse  ou  du  caractère  tumultueux  des 
courants,  soit  en  raison  de  l'exiguïté  ou  de  l'irrégularité  de  leur  section. 

Cet  ensemble  de  recdierches  a  longuement  occupé  l'auteur;  on  en  trouvera  le 
développement  dans  plusieurs  Mémoires  antérieurs  {Annales,  1880,  i885,  188G). 


Tome  IV,  2®  semestre  1899-. 

D^OcagJie  {M.).  —  Sur  un  abaque  destiné  au  calcul  des  profils  de 
terrassements.  (i()8). 

Simple  remarque  destinée  à  compléter  la  corrélation  du  profilométre  de 
M.  Locherer  avec  les  procédés  de  la  Nomographie.  Cette  corrélation  avait 
d'ailleurs  été  signalée  par  "SI.  Locherer. 

Chemin{0.).  —  Note  sur  un  ellipsographe  de  M.  Franz-Schromni. 

(279-280,  I  fig.). 

La  plupart  des  instruments  construits  pour  tracer  des  ellipses  reposent  sur  le 
principe  suivant  :  Les  deux  extrémités  d'un  segment  de  longueur  invariable 
se  déplacent  sur  deux  droites  fixes;  un  point  (juclconque  de  ce  segment  décrit 
une  ellipse. 

Le  dispositif  adopté  donne  lieu  toutefois  à  des  frottements  considérables  qui 
nuisent  beaucoup  à  la  précision  du  tracé  et  permettent  difficilement  de  dessiner 
des  ellipses  de  grandes  dimensions. 

Le  nouvel  appareil  ici  décrit  est  aUranchi  de  ces  imperfections.  Il  se  compose 
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(le  deux  règles  rcclangulaircs  le  long  desquelles  on  peiil  amener  et  fixer  deux 
réeiprocaleurs  ou  inverseurs  Peaucellier.  Le  segment  invariable  est  articulé  aux 
extrémités  de  ces  deux  réciprocateurs,  et  un  crayon,  placé  en  iit)  [)oint  conve- 
nable de  ce  segment,  Irace  l'ellipse  qu'il  s'agit  de  dessiner. 

Flamant,  —  Etude  sur  les  formules  de  l'écoidcment  de  l'eau  dans 
les  tu^yaux  de  conduite  (3oi-3^6,  3  pi.,  20  Labl.). 

L'auteur  a  été  amené  à  proposer  une  nouvelle  formule,  en  apparence  plus  com- 
pliquée, mais  dont  la  forme  lui  semble  s'accorder  mieux  que  les  autres  avec  le 
plus  grand  nombre  des  observations  connues.  Elle  est  d'ailleurs  monôme  et  se 
prête  plus  facilement  aux  calculs  par  logarithmes  que  celles  de  l'rony  et  de 
I)arc3^ 

Galliot  (-F.).  —  Note  sur  le  calcul  des  elTorts  dans  les  corps  cylin- 
driques en  contact.  (3(ji-4oi). 

Interprétation  de  formules  établies  par  M.  l}oiissines(f  dans  son  Ouvrage  : 
Appllcatioii  des  potentiels  à  l'étude  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  so- 
lides élastiques. 

Raynaud  (A.).  —  Note  sur  la  détermination  de  la  limite  d'emploi 
des  matériaux  de  deux  carrières  données.  [\/\i-.\l\^^  i  lii;.). 

Remarque  sur  l'application  tl'une  formule  préconisée  par  l'Administration. 

PUoii-Bressant  (L.).  —  Note  sur  la  mesure  des  polygones  plans 
lerméseten  particulier  des  profils  en  travers.  (/[^(S-SaG,  3^  lig'.). 

L'étude  et  la  préparation  des  projets  de  travaux  comprennent  une  partie  de 
calculs  matériels  dont  la  mesure  des  aires  planes  irréguliéres  constitue  un  des 
principaux  éléments;  ce  problème  se  rencontre  si  souvent  qu'il  a  toujours 
stimulé  la  sagacité  des  chercheurs  et  provoqué  les  méthodes  expéditives. 

Celles-ci  peuvent  se  diviser  en  trois  groupes  : 

Les  Tables,  qui  manquent  de  généralité; 

Les  planimétres,  dont  le  prix  élevé  a  malheureusement  pu  restreindre  l'usage; 

Les  procédés  graphiques,  dont  plusieurs,  non  basés  sur  des  vérités  géomé- 
triques élémentaires  ou  nécessitant  des  tracés  compliqués,  ne  sont  plus  d'un 
usage  familier. 

On  peut  donc  chercher  à  y  substituer  un  moyen  plus  simple,  empruntant  à  la 
Géométrie  des  formules  ou  des  constructions  usuelles. 

Un  polygone  étant  supposé  partagé  en  triangles  ayant  pour  bases  les  côtés  du 
polygone  et  pour  sommet  commun  un  point  donné  dans  le  polygone,  on  peut 
ensuite  transformer  chacun  des  triangles  en  un  autre  triangle  de  même  sommet 
et  de  même  surface,  mais  ayant  sa  base  sur  une  droite  (iuclcoin|uc  choisie  dans 
le  plan. 

Ce  procédé  conduirait,  pareillement,  à  la  détermination  graphique  du  centre 
de  gravité  d'un  polygone  ainsi  (lu'à  une  solution  gra|»hi(|ne  du  partage  d'un 
polygone. 
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77/r/j    (/*.).  —  Noie  Mil"   (III  j»i(t((''<l<'   <l('  i('|)i(''S('nl;il  i(»ii  i^i;ij)lii(jii(' 

dos  tMicIciicliciuciiis.  (.V-».7-') iy,  1'^.  Jii;-,  "'••  j>l-j- 

I,'('iii|tli>i  (les  iipp.ircils  trciiclcncliriiii'rits  csL  dcvcmi  ;i  iiiniiidliiii  d'iiii  u>^ag(; 
(•(iniMiil    sur  Ifs  li^ii(>>  de  clifriiins  «le  Ici". 

l/imp(»rl;iii('i;  de  ces  iicm veaux  aitp.iicils  jiislilie  la  reelieielii!  des  sirnplifiea- 
lions  (|iie  peiil  [iroeiirer  leur  reprc'îscrilal  inii   par  une  eoiisli'iiclion  ;,'rapliii|iie. 

Ii('i^liili.  —  Al)a(|n<'  (le  lu  xilosc  (11111    li;iiii   sue   iiii   jnofil   (Ioihk''. 

.\p[)liealioii  au  problème  n'-d<^ssus  de  la  iiKiliode  des  poiuls  isupirllies,  ex- 
|)os«''e  <lans  la  i\()nii)i;r(tphi('  de  M.  d'Oeaii^ue. 

Colsoli.  —  \j\\  roiiiiiilc  (rc;\|)l()iliil  loi)  (le  M  .  (lonsidi'-rc.  (.)()  i -()  i  f)). 

Quel(|ues  rt'ilexions,  à  ce  sujet,  sur  l'uliliLé  des  clicrnitis  de  fer  secondaires  cL 
sur  les  la  ri  (s. 

Dans  le  Mémoire  iuséréau  lonie  111.  ^!.  Considère  u  indiqué  une  formule  nou- 
velle, a|)pclée  par  lui /o/v/jm/c  ri  Ai.r  ternies,  (|u'il  propose  d'appliquer  au  calcul 
des  sommes  allouées,  en  vue  de  couvrir  leurs  frais  d'exploilaLion,  aux  conces- 
sionnaires des  chemins  de  fer  d'intérêt  local  pour  l'établissement  desquels  le 
concours  financier  des  départements  et  de  Tl^tat  est  nécessaire. 

Cette  formule  peut  s'écrire 

V  =  1000  -f-  o,i5K  ")-ho,:»5H^"^-l-  o,oo'|  V(^)h-  o,oi2  M(^)  h-  o,,^oK, 

!{('■)  désignant  la  recette  voyageurs,  11^"'^  la  recette  marchandises,  V'^'')  le  nombre 
de  voyageurs  kilométriques,  M^'')  le  nombre  de  tonnes  kilométritjues  de  mar- 
chandises, K  le  nombre  de  kilomètres  parcourus  par  les  trains. 

Elle  paraît  suscci)tible  de  simplifications,  soit  par  suppression  du  (|uaLriènie 
terme,  soit  encore  par  modidcatiou  des  coeflicicnts  restants 

F  =  3oo  -H  o,')  \\  -\-  o,o()5  M  -i-  (),  3o  H. 

Quoi  qu'il  en  soii,  la  formule  de  M.  Considère  paraît  conduire,  dans  tous  les 
cas,  à  une  solution  satisfaisante  d'un  problème  (|(ii  avait  jus([u'ici  paru  inso- 
luble, et  sa  découverte  est  un  vrai  service  rendu  à  tous  ceux  qui  ont  à  préparer 
des  conventions  pour  l'établissement  de  chemins  de  fer  secondaires. 

Dr  /îoitlon^ne  (/>•)•  —  N()lc  sur  les  ponls  suspendus  avec  poutres 
raidissantes  articulées  en  leurs  milieux.  (66---53,  i4  fig-, 
2  pi.,  I  Labl.). 

On  a  cherché  depuis  longtemps  à  rendre  rigides  les  tabliers  des  ponts  sus- 
pendus, et  le  procédé  le  plus  généralement  adopté  consiste  à  remplacer  les 
garde-corps  ordinaires  qui  dans  les  anciens  ponts  suspendus  servaient  unique- 
ment à  assurer  la  sécurité  de  la  circulation,  par  de  véritables  poutres  armées 
occu|)arit  toute  la  longueur  de  clia(|ue  trav('e  el  donnant  une  certaine  rigidité 
aux  tabliers. 

.Mai>  celle  sohili'iu    [uésciile  un    iii'nmrniciil   sérieux  qui  est  la  grande  difH- 
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cullti  ([lie  l'on  éprouve  à  calculer  les  eiïorls  supportés  parles  diiïérenles  pièces 
d'un  pareil  pont. 

Pour  obtenir  des  simplifications,  il  faut  user  d'un  artifice  de  construction  qui 
clianf^c  i)eu  le  mode  d'action  des  jjoutrcs  raidissantes  et  (|ui  permet  de  faire  les 
calculs  avec  la  plus  grande  facilité. 

Cet  artifice  consiste  à  couj^er  chaque  poutre  raidissante  en  son  nnilieu  en 
réunissant  les  deux  moitiés  par  une  articulation  et  à  fixer  en  même  temps  les 
extrémités  des  poutres  sur  les  piles,  de  façon  à  empêcher  tout  déplacement 
vertical  de  ces  extrémités. 

Bernis.  —  Note  sur  le  raccordement  parabolique  entre  denx  arcs 
de  cercle  contigtis  de  même  sens.  (^54-756,  3  fig'.). 

Simplification  des  épures  employées  par  M.  Nordling  pour  le  raccordement 
d'un  alignement  droit  et  d'une  courbe  circulaire,  et  pour  le  raccordement  pa- 
rabolique doublement  osculateur  de  deux  courbes  circulaires,  en  adoptant,  pour 
ces  deux  tracés,  la  parabole  du  troisième  degré. 

Deslandres.  —  Action   des  chocs  rythmés  sur  les  travées  métal- 
liques. (765-782,  i  fig.,  1  |)1.). 

On  connaît  depuis  le  terrible  accident  du  pont  de  la  Basse-Chatne  à  Angers 
l'action  considérable  que  les  chocs  rythmés  peuvent  avoir  sur  les  ponts  sus- 
pendus; mais  il  est  admis  d'une  façon  assez  générale  que,  pour  les  travées  or- 
dinaires, on  n'a  pas  à  se  préoccuper  de  ce  genre  de  chocs. 

L'objet  du  présent  article  est  d'établir  que,  contrairement  à  cette  opinion,  des 
chocs  légers  mais  bien  rythmés  pouvaient  avoir  une  action  très  énergique  sur 
certaines  travées  à  poutre  droite. 

Colligiion  {E .).  — •  Remarqtie  sur  la  manière  de  trouver  le  débit 
d'un  tuyau  de  conduite.  (840-847)- 

Exposé  d'une  méthode  de  résolution  d'une  équation  particulière  du  deuxième 
degré  rencontrée  en  Hydraulique. 

II.  B. 


ASSOCIATION    FRANÇAISE    pour    l'avancement    dks    sciences;    comptes 

KENDUS   DES   SESSIONS    ('). 

10*-' session  (Alger);  1881. 

Laisant.  —  Régions  d'un  plan  et  de  res]:)ace  (71-76). 

Laqnière.  —  Observations  sur  l'origine  naturelle  et  géométrique 
du  calcul  des  équipollences.  (76-84)- 


(')  Voir  Bulletin,  VI^,   iScj. 
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Laisdiil.  —   Sur    lt;s   (h'vclopiu'iiiculs    de   ((Mlnius    ])rn(lulls   ;il^<''- 
l)ri<Hi('S.  (S/j-ioS). 

]  ilhircl  (  /'/.).  —  Sur  le  <l()(l(''(';ir(li('  r('i;iili(M'.  (i  (>()). 
P(>iii('(ii-(''  (/A).  —  Sur  les  niviiri;nils  iiiilJiMK'l  i(|ues.  (i()()-i  i-). 
OUrdDuire.  —  Noie  sur  la  série  cjui  rc-sulle  (Jes  (J(';v(.l()j)[)ein(Mil.s 
(le      " —  suivant  les  ])uissanccs  de  x.  i\  1--1  :>,-). 

Ficdicr.  —  De  la  Géométrie  des  systèmes  des  cercles,  développée 
par  une  méthode  nouvelle  de  représentation,   (i '^,--i3'>.). 

Poincdi'C   (//.).    —    Sur  les    a[)plications   de    la    (j(''ométrie   non 
euclidienne  à  la   théorie  des  formes  quadratiques.    (i32-i38). 

Brocard (f/.).  —  Etude  d'un  nouveau  cercle  du  plan  du  triangle. 

(i38-i5(j). 

Pellet  (yi.-E.).  —  Exemples  d'équations  numériques  non  réso- 
lubles par  radicaux.  (i()o-i6'a). 

Laquière  (/-.)•  —  Quelques  réflexions  sur  les  origines  des  idées 
géométriques.  (162-169). 

Lignine.   —   Sur  les  axes  des    courbes  anallagmatiques.  (169). 

ScJioute.  —  Sur  une  enveloppe  qui  se  présente  dans  le  mouve- 
ment élémentaire  d'une  conique  dans  son  pian.  (170). 

Pellet  (yl.-E.).  —  Sur  les  tétraèdres.  (170-174)- 

Lemoine  {E.).  —  Quelques  questions  de  Géométrie  de  position 
sur  les  ligures  qui  peuvent  se  tracer  d'un  seul  trait.  (173-180). 

Trépied.  —  Remarques  sur  la  méthode  de  Cauchj  pour  le  calcul 
des  irrégularités  des  planètes.  (i8o-i83). 

Laisant.  —  Sur  certaines  questions  de  limites.  (184-196). 

Collignon  (E.).  —   Sur  la  cubature  des  solides  de  révolution. 

(196-220). 

Jaubert.  —  Nouveaux  systèmes  de  grandes  lunettes,  l^résentation 
de  photographies.  (225). 

Trépied.  —  Projet  d'un  observatoire  à  Alger.  (226). 
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Ldfiaii're.  —  Dcinonslralion  ralionnclhj  des  piomicrs  principes 
des  déLcrininanLs.  (:4:^G-.'4.]o). 

Pcllcl.   —  Sur  les  délcrininants.  (:>>3i). 

Liguine  (K. ).   —    Sur   les  aires    des    courbes    anallagmatiques. 

11^  session  (La  Uoclicllc);  i88'2. 

Tchebicheff  {P.).  —  Sur  la  rectification  des  courbes.  (63-64). 

P(n'me7itiei- {Général).  —  Nouvelles  formules  de  quadrature.  (6^- 

68). 

Pi'onipt  [P.-Y).  —  Des  propriétés  mathématiques  de  TAtlantide 
de  Platon.  (68). 

Ii/n^'  (G.).  —  Détermination  des  centres  de  gravité  des  solides 
ou  des  surfaces  de  révolution.  (68-69). 

ColUgnon  {E-)-  —  Problème  de  Géométrie.  (6(j-85). 

Ragoiia  {-D.).  —  Sur  la  détermination  de  la  déclinaison  magné- 
tique absolue.  (86). 

Ferrero  (^i.).  —  Avancement  des  travaux  géodésiques  en  Italie. 

(86-9.). 

Betocclii  {A.).  —  Des  marégraplies  existant  en  Italie  et  des  ob- 
servations maréograpliiques  italiennes.  (91). 

Tcliebiclieff  {P.).   —   Sur  une   nouvelle  machine   arithmétique. 

(9'-92). 

Baehr.  —  Sur  les  intégrales  d'un  système  d'é([ualions  différen- 
tielles  linéaires  du  premier  ordre,  à  coefficients  constants  et 
sans  second  membre,  dans  le  cas  où  l'équation  caractéristique 
a  des  racines  égales.  (92-96)). 

Anclréef.  —  Sur  les  jioljgones  de  Poncelet.  (96-101). 

Stephanos  {€.).  —  Sur  le  mouNcment  d'une  figure  de  forme  in- 
variable, (i  01-102). 

Dcprez  {Marcel).  —  Sur  le  dvnamomètre  hvclraulique  de 
M.  Fronde.  (102). 
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l.((is(int.  rii(''()irin('  (l'Alj^chri!.  (  1  o'^.- 1  o.) j. 

Ldisdiil.         Simple  i('iiinr(|ii('  sur  les  jxxliuics,  (lo/j-ioG). 

Laisdiit.  —  Pi'()[)ri(''l(;s  du  luouvcmciil  (Tuik'  li^^uic  phiiic  (jui 
reste  senihlahle  à  ellc-inéine.  (i()()-i()(S). 

l\'h('hii'heff  {^1* .).  —  Sur  le  clioix  tlu  rjiyon  dans  les  inléf^^alcs 
délinies  prises  Icî  long  d'un  cercle,  par  lesf|uelles  on  exj)rime 
les  probabililés  d'après  leurs  fonctions  gén(h'ulrices.  (loS). 

Lemoine  {E.).  —  Etude  sur  de  nouveaux  points  remarcjuables 
du  plan  d'un  Lriang^le.   (i  o<S-i '^.  i  ). 

Lemoine  {E.).  —  Théorèmes  sur  les  droites  menées  par  un  point 
du  |)lan  d'un  li'iangle,  parallèlement  à  ses  côtés,  (i  tir^-i  ,>»^). 

Collignon  {E.).  —  Problème  de  Mécanique.  [\:)~-\\/\). 

Casalonga.  —  Sur  la  transformation  de  la  chaleur  en  travail  mé- 
canique et  réciproquement.  (i44)' 

Guébhard  {A.).  —  Sur  un  procédé  expérimental  pour  la  résolu- 
tion du  problème  des  isothermes  dans  le  plan.  (i4->)- 

Baehr.  —  Questions  d'Optiqne.  (i45-i49)« 

Ileniiessy.  —  Une  question  de  Géodésie.  (i49)- 

TchebicJieff  {P.).  —  Sur  les  fonctions  dont  la  dérivée  d'un  cer- 
tain ordre  s'écarte  le  moins  possible  de  zéro.  (i5o). 

Bouquet  de  la  Grye.  —  Sur  l'intensité  de  la  pesanteur.  (i5o). 

Stephanos  (C).  —  Sur  les  invariants  des  formes  binaires  du 
cinquième  et  du  sixième  ordre.  (i5o-i5i). 

Ferrei^o  (A.).  —  Sur  la  nécessité  de  coordonner  les  travaux  car- 
tographiques et  géométriques  de  toutes  les  administrations  de 
l'Etat,  et  sur  l'institution,  dans  ce  but,  d'un  Conseil  central. 
(.5,). 

i^"  session  (Rouen);  i883. 

Lucas  (Ed.).  —  Sur  l'Arithmétique  figurative;  les  permutations. 
(83-97)- 

f^ull.  des  Sciences  matliém.,  "2*  série,  t.  WII.  (  Drooiubrc  189.3.)  |{.ij 
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Longchamps  (^de).  -  Sur  les  nom])re.s  psciido-BernonlIicns  et 
ultra-BcrnouUicns.  (97). 

Catalan.  —  Noies  d'Algèbre  et  d'Arithmclique.  (98-101). 

Leveau.  —  Sur  les  comètes    périodiques;   comète   de   d'Arrest. 

(.0.). 

CoUignon  (Z^-)-  —  Sur  la  chaînette  d'égale  résistance,  (io'a-i  i'a). 

Pcrrier  (Colonel).  —  Le  passage  de  Vénus  sur  le  Soleil.  (1  12). 

Desboves.  —  Sur  la  résolution  complète  d'une  équation  biquadra- 
tique  8^''  —  8j''  =  5;^-.  (i  i3). 

Lemoine  {E.).  —  Sur  les  nombres  formés  des  mêmes  chiffres 
écrits  en  sens  inverse,  (i  13-122). 

Lemoine  {E.).  —  Sur  les  quatre  groupes  de  deux  points  d'un 
triangle  ABC  qui  sont  en  même  temps  les  foyers  d'une  conique 
inscrite  et  d'une  conique  circonscrite  à  ce  triangle.  (122-126). 

Leveau.  —  Théorie  du  mouvement  de  Vesta.  (126). 

Lechalas.  —  De  l'emploi  de  l'hypothèse  dans  les  sciences  mathé- 
matiques. (127). 

Vanecek  (J.-S.).  —  Explications  de  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  (i 27-131). 

Schoute  (P.-fL).  —  Sur  deux  transformations  géométriques  uni- 
formes, (i  3 1-1.52). 

Jung  (G.).  —  Sur  les  systèmes  de  points  qui  n'ont  pas  de  bary- 
centre.  (102-1  55). 

CoUignon  {E.).  —  Quelques  problèmes  sur  le  mouvement  re- 
latif. (156-169). 

Lucas  {Ed.).  —  Le  saut  du  cavalier.  (170). 

Stephanos  (C).  —  Sur  la  décomposition  en  fractions  simples 
d'une  fraction  rationnelle  homogène.  (170-171). 

Mantel.  —  Sur  les  combinaisons  d'éléments  dispersés  dans  un 
plan.  (171-175). 


iU':\  i  i«;  i)i<:s  itmijcations.  k,., 

Loti  i^rli<nn/)S  ((î.    f/c).    —     I  i;iii->l()iin;il  lon^    iiiiicinsiilcs    cl    rcci- 
|)i()(jii('s.   (^17.)^. 

Stcplmuos  (^^).         Sur  un  svslcmo  r('inarfjii:il)l(;  de  six  posilioiis 
(I  iiiic  lii;iii('  |)l;iiic  sur  iiii  |)l;m.  (ij.Vi-()^. 

(IciHiUlc  [f/.).  —   Machine  ;i  calcuUM'.   ('JJ-';*^)- 

Laisdul   {C.-.i.).         Sur-  un  svslrmc  de  (iyurcs  scMiihlahles  dans 
un  iiirinc  j)liui .   (  1  -(S-  1  (S  1  ), 

L(US(tnl  [C.-.i.].     -    Keinar(jii(!  sui-  les  inlé^rahis  définies.   (iSi). 

Lucas   [Ed.].  —  Snr  un  M('ni()ii-e  d(.'  Gauchj  et  sur  les  nonihri^s 
de  lîcrnoulli.  (  i  (S'>). 

Roycr  (M""'  CL).  —  Criliqnc  de  l'hypothèse  de  Laplace  el  déter- 
mination de  l'orbite  solaire.  (  f  (S'>»-i8(S). 

Brocard  (//.)•   —   Nouvelles  propriétés  du  triangle.  (iS(S-i(/)). 

ParnicDtlcr  (Général).         Problème  des /i  reines.  (19--7.13). 

Genaille  {11.).  —  Graphiques  de  résistance  des  matériaux.  (.>ti4)- 

Lucas  [Ed.).  —  Calendrier  perpétuel  julien  et  grégorien.  (210- 

iV  session  (Blois);  1884  (i). 

Lucas  (Ed.).  —  Le  calcul  et  les  machines  à  calculer  (Conférence). 
(i I i-i4i)- 

Collignon  (E.).  —  Problème  de  Mécanique.  (i.Çy,  i*-ii*). 
Longchamps  (G.  de).  —  Transformation  plane  des  quadrlques. 

(i43-i44)- 

Catalan.  —  Sur  les  formules  relatives  aux  intégrales  euléiiennes. 

(.44,  i.'-ir). 

(')  Le  volume  des  Comptes  rendus  de  V Association  se  subdivise  pour  la 
session  i88.'(  en  deux  Parties  :  1°  Assemblées  générales,  Conférences,  Procès-Ver- 
baux des  séances  de  sections;  2"  Notes  et  Mémoires,  —  présentant  chacun  une 
pagination  distincte. 

Nos  renvois  se  rapportent  à  la  première  Partie.  S'il  y  a  lieu  de  signaler  des 
Communications  insérées  avec  dévclo|)pements  dans  la  seconde  Partie,  la  pagi- 
nation de  celle-ci  sera  indii^K-e  par  des  astérisques. 
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CoUignon  (^.  )•  —  Mesure,  sur  une  carte  plane,  des  lignes  tra- 
cées sur  la  sphère  terrestre.  {\f\/\^  i5*-36*). 

Catalan  {^•)-  —  Problèmes  et  théorèmes  de  probabilités.  (i44- 
145). 

Polignac  [C .  de).  —  Remarques  sur  la  notation  d'éléments  liés 
entre  eux  par  l'une  ou  l'autre  de  deux  relations  réciproques. 

(.45,  :i7*-f./). 

Schoute  (P. -IL).    —   Quelques   théorèmes  géométriques.   (i45, 

42'-/,-*). 

Troiwelot.   —   Sur  la    structure  intime   de    l'enveloppe  solaire. 

(■46). 

Rabourdiii  {L.).  —  Théorie  mathématique  de  la  valeur.  (146). 

Râteau.  —  Sur  les  centres  des  accélérations  dans  le  mouvement 
d'une  figure  plane  invariable   se   déplaçant  dans  un  plan  fixe. 

(146-147). 

Lemoine  {E.).  —  Nouvelle  solution  d'un  problème  d'arpentage. 

("4:,  4-*-49*)- 

Lemoine  {E.).  —  Sur  les  points  associés  du  plan  d'un  triangle 

ABC  (14-,  4i)*-V)- 

Lemoine  [E .).  —  Divers  théorèmes  sur  les  propriétés  de  la  somme 
d'un  nombre  et  de  ce  nombre  renversé.  (147-148,  58*-63*). 

Lecornu.  —  Sur  les  forces  analytiques.  (148-149). 

West  {E.).  —  Intégrations  des  équations  aux  différences  finies 
linéaires  et  à  coefficients  variables.  (149?  64*-73*). 

14®  session  (Grenoble);  i885  (')• 
Commines  de  Marsilly  (Général  de).  —  INote  sur  la  possibilité 


(')  A  partir  de  la  session  i885  inclusivement,  les  Comptes  rendus  sotit'^xihVié?) 
en  deux  volumes,  correspondant  aux  deux  Parties  indiquées  à  la  session  précé- 
dente. Nous  rappelons  que  les  renvois  sans  astérisques  s'appliquent  au  premier 
volume,  et  que  les  astérisques  indiquent  qu'il  s'agit  de  la  pagination  du  second 
volume. 
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(l\'xi)li(|iK'r   les  aclions  m()l(''(:iilair('s  |);>i-  la  (^ravilalion  milvci- 
sellc.  (87,  !*-()*). 

Collii^iK)ii  (/'.).  —  Pi'ohlèiiic  (le  (i(''()inéliic.  (  <S--(S8,  i')*-'A?)*). 

Lcmoine  (/i'.).  —  Propriélés  rcialivcs  à  doux  poinls  o),  (.)'  du  plan 
({'1111  tilangic  AI5(]  (jiil  so  dcdiiiseiil  d'un  |)olnL  K  (juflcoiiquc 
dii  plan  comme  les  points  de  Brocard  se  d(';dnis(  ni  du  point 
de  Lemoine.  (88,  ^xV-fx(f). 

Lcmoine  {E.).  —  Divers  problèmes  de  prohahilité.  (88-89, 
5o*-67*). 

Oitramare.  —  Généralisation  des  identités.  (89). 

Cerruti  (  V.).  —  Sur  la  déformation  d'une  sphère  homogène  iso- 
trope (89,  68*-79*). 

Neuberg  (/. ).  —  Sur  les  surfaces  anallagmatiques.  (79*-88*). 

Neuberg  (/. ).  —  Sur  le  point  de  Steiner.  (90,  89*-9o*). 

Zengcf  (C.-V.).  —  Solution  logarithmique  des  équations  numé- 
riques. (90-91,  9i*-94*). 

Longchamps  (G.  de).  —  Intégration  de  certaines  suites  récur- 
rentes. (91,  94*-ioo*). 

Lucas  (Ed.).  —  Le  calendrier  en  bâtons.  (91). 
Pillct.  —  Equilibre  du  cerf-volant.  (91,  ioi*-i07*). 
Collignon.  —  Une   remarque  sur  la  Dynamique.    (91-92,    107*- 

123*). 

Rindi  {S.).  —  Quelques  théorèmes  d'énumération  géométrique. 

(92,    I23*-I27*). 

oitramare  (G.).    —  Note  sur  la  valeur  de  l'expression 

cp  (  37  -h  jK  / —  I  )  H-  cp  (  :r  —  y  y —  i  ) . 

(92,  i27*-i3i*). 

Longchamps  (G.  de).  —  Construction  par  points  et  tangentes 
des  cubiques  circulaires  unicursales.  (92-93,   i3i*-t35*). 


'202  SECONDE   PAUTIE. 

Aubel  [Van).  —  Quelques  noies  sur  le  proljlème  de  Pell.  (90, 
i35*-i  55*). 

Sclioule   [P. -II.).   —    Sur  les   carrés  magiques   à   enceinte   (93, 
\ô'i  -II);)  ). 

Lucas  (Ed.).  —  Construction  des  carrés  magiques.  (93). 

Schoutc  (P. -If.).  —   Sur  une  généralisation  d'un   problème  de 

Steinei".   (93-9/1). 

Schlegel  {V.).  —   Sur  le  système  des  coordonnées  réciproques 
à  celui  des  coordonnées  polaires.  (94,  i56*-i68*). 

Lucas  (Ed.).  —  Figuration  géométrique  des  formules  d'Algèbre. 

(94). 

GenaiUe.  —  Nouveaux  appareils  à  calculer.  (94)- 

Arnoux  (G.).  —  Solution  des  carrés  de  magie  diverse  de  tous 
les  nombres  entiers  sans  exception.  (94)* 

Sclioute  [P. -IL).  —   Sur  la  construction  des  cubiques  unicur- 

sales.  (94,  i69*-i'-9*). 

Oitraniare  (G.).  —   Nouvelle  application  du  calcul  de  générali- 
sation à  l'intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles. 

(94)- 

i5^  session  (Nancy);  1886. 

Mathieu  [Em.).  —  Mouvement  permanent  de  l'électricité  dans 
une  plaque  rectangulaire.  (79,  i*-5*). 

Dormoy  (Em.).  —  Tliéorie  mathématique  des  jeux  de  Bourse. 

(79-80). 

LongcJiamps  [G.  de).   —   Les  points    d'inflexion    dans   les    cu- 
biques circulaires  unicursales  droites.  (80,  5*-ii*). 

Tarry  (G.)  el  Neuberg  (J.).  —   Sur  les   polygones  et  les  po- 
lyèdres harmoniques.   (80,  \ '2* -oA]*  ) . 

CoUignon  (E.).   —   Ixcndre  tautochrone  une  courbe  qui  ne  l'est 
pas  (Kcclificalion).  (80,  2-*-28*). 
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Collii^ium  (h\).  —    h^xamcii    de   ccilaiiis  cas-liinilcs  (l<;   la  I<ji    de 
l'allraclion   iicw  lonicimo.   (8()-(Si,  :ji'j*-/| :>.*). 

Cift(fh(n.  —  Sur  les  nomltrcs  de  Scj^ncr.  (<Si). 

Iiobcrls  {S.).  —  Sur  le  v.;V"  pi'ohlômc  du  5"  Livre  de  Diopliante 
cl   la  soliilioti  par-  l'ci-iual.  (8i,  /î)*-i()*). 

Idrry.  —  (icoiiKiiic  de  siliialioii:  n()rid)i'(;  (Je  manières  (]i.s- 
linctes  de  pareourir  eu  un<'  seule  course  loul(;s  les  allées  d'un 
labyrinthe  rentrant,  en  ne  passant  rpi'une  seule*  fois  |)ar  cha- 
cune des  allées.  (81,  f\(f-\)W). 

Colliv;non  {E.).  —   Problème  de  Géométrie.   (81-8'^,,  r).)*-68*j. 

Loiigcluinips  (G.  de).  —  Une  coiiicjue  remarquable  du  plan  d'un 
triangle.  (82,  69*-83*j. 

Lemoinc  (E.).  —  Questions  diverses  sur  la  Géométrie  du 
triangle.  (82,  83*- 100*). 

Donnoy  [Eni.).  —  Théorie  mathématique  du  jeu  de  l'écarté. 
(83). 

Leveau.  —  Détermination  des  éléments  du  Soleil.  (83). 

Lucas  [Ed.).  —  Sur  l'emploi  des  critériums  cubiques,  biqua- 
dratiques  et  octiques,  suivant  un  module  premier  (83,  loi*- 
io3*). 

Berdellé  [Ch.).  —  L'Arithmétique  des  directions  et  des  rota- 
tions. (83,  io3*-i  io*j. 

Commines  de  Marsilly  (Général  t/<?).  —  Enumération  des  lignes 
courbes  planes  du  troisième  degré.  (84,  iio*-i3o*). 

Dumiot.  —  Pratique  de  la  résistance  des  matériaux.  (84). 

Arnaudeau.  —  Etude  sur  iz  (84). 

Coccoz.  —  Carrés  magiques  impairs  à  enceintes  successives.  (84, 
i3o*-i34*). 

Dupais  (./.).  —  Le  nombre  géométrique  de  Platon.  (84,  i3.)*- 

.40*). 
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Férel  {J-)-  —  Application  du  Calcul  des  probabilités  à  l'étude 
d'un  jeu  forain.  (84). 

Janiet  {V.).  —  Note  sur  les  lignes  asymptotiques  d'une  caté- 
gorie de  surfaces.  (84-85,  i4o*-i48*). 

Chenevler.  —  Le  triangle  à  calcul;  le  triangle  articulé  à  calcul. 
(85). 

Catalan.  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles.  (85). 

Catalan.  —  Théorème  sur  des  intégrales  définies   équivalentes. 

(85)-. 

Catalan.  —  Sur  une  formule  d'Eisenstein.  (86). 

Fouret.  —  Sur  une  généralisation  du  théorème  de  Kœnig,  relatif 
à  la  force  vive  d'un  s^'stème  matériel.  (86). 

Fouret.  —  Sur  un  mode  de  génération  de  la  spirale  de  Poinsot. 

(86). 

Escary.  —  Sur  la  convergence  de  certaines  séries  doubles,  ren- 
contrées par  Lamé  dans  la  théorie  analytique  de  la  chaleur,  à 
l'occasion  de  la  sphère  et  des  ellipsoïdes  de  révolution.  (86-87, 
i49*-i7o*). 

Frolov  (Général).  —  Nouvelles  recherches  sur  les  carrés  ma- 
giques. (87,  i7o*-i83*). 

Delannoy .  —  Emploi  de  l'échiquier  pour  la  solution  de  pro- 
blèmes arithmétiques.  (87,  i83*-i88*). 

A.  L. 


NOUVELLES  ANNALES   de  Mathématiques,    rédigées  par  MiM.   Cn.  Brisse 
et  E.  RoucHÉ  (1).  —  y-  série. 

Tome  VI,   1892. 

Laurent  [IL).  —  Sur  l'élimination.  (5-7). 

Méthode  permettant  d'écrire  explicitement  la  résultante  de  deux  équations, 
sans  même  qu'il  soit  nécessaire  de  faire  intervenir  les  coefficients. 


(')  Xo'ir  Bulletin,  XVT.  p.  169. 
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Carvdllo  (h\).  —  I.a  niélhodc  de  (jn'a.ssinann.  (8-.)'j). 

Dans  le  iik^iiic  Kec.ueil  (i8i)i,  p.  .>i\)  <•!  V'ii),  rantcMir  a  drjà  puhlié  deux 
Noies  sur  ra[)|)licati()n  <I(î  celle  inélhode  à  la  llu;<»rie  des  délenninaiils.  Il  ne. 
propose  ici  de  faire  (-omiatlre  les  principes  essenliels  de  n-Mr.  lliéorie,  et  y  par- 
vicnl  avec  une  ien)annial)le  ciarlé  d'(;xposition.  Cet  article  lui  a  cl(';  siif;f,'éré  par 
les  travaux  de  I\l.  {^.as|)ary  el  par  l'excellenl  livre  de  M.  l'eano,  (Jalcolo  f^eome- 
tn'co,  sur  le  nièiue  sujel. 

L'élude  de  INI.  ('arvallo,  dans  le  détail  d(;  la(juelle  udus  ne  jxiuvons  etilrer, 
préscnle  les  grandes  divisions  suivantes  : 

I.  Formes  géométriques;  Définitions  el  règles  de  calcul.  —  II.  Vecteurs.  — 
III.  Discussion  des  trois  formes.  —  IV.  Coordonnées;  Déterminants;  Ilotriogra- 
pliic;  Dualité;  Produits  d'ordre  quelconque. 

Il  est  à  espérer  (jue  ce  travail  contribuera  ù  répandre  la  connaissance  de 
la  méthode  de  Grassmann,  méthode  déjà  ancienne,  et  dont  les  applications  sont 
en  nombre  infini. 

Farjon  {F.).  —  Sur  le  qiiadrilalcre.  (4i-l7). 

Propriétés  du  quadrilatère  gauche,  fondées  sur  la  considération  d'un  plan  re- 
marquable, que  M.  Farjon  appelle  plan  orthique  du  quadrilatère.  Le  cas  par- 
ticulier du  quadrilatère  inscriptible  conduit  notamment  à  des  propositions  inté- 
ressantes. 

Amigaes  (F.).  —  Démonstration  anal} tique  du  théorème  de 
M.  Bouché,  relatif  à  un  système  d'équations  algébriques  du 
premier  degré.  (47-48). 

Cette  démonstration  d'un  théorème  classique  paraît  remarquable,  dans  sa 
brièveté. 

Lemaire  (/•  ).  —  Solution  géométrique  de  la  question  de  Mathé- 
matiques du  Concours  de  l'Ecole  Polytechnique  en  1891.  (49" 
60). 

Malo  (le  Capitaine).  —  Autre  solution  géométrique  de  la  même 
question  (61-70). 

Par  chaque  point  d'une  parabole  on  porte  parallèlement  à  une  direction 
fixe  A,  et  dans  les  deux  sens,  des  longueurs  égales  à  la  distance  du  point  au 
foyer:  1°  Lieu  des  extrémités;  il  se  compose  de  deux  paraboles  P,,  P^;  2°  Les 
axes  de  P,,  P,  sont  rectangulaires,  et  pivotent  autour  d'un  point  indépendant 
de  A;  la  somme  des  carrés  des  paramètres  de  P,,  P^  est  constante;  3"  Lieu  des 
sommets  des  paraboles  P,,  P^. 

nOcagne  {M.).  —  Sur  la  corrélation  entre  les  systèmes  de  coor- 
données ponctuelles  et  les  systèmes  de  coordonnées  tangen- 
tielles.  (70-70). 

L'auteur,  en  même  temps  qu'il  fournil  sur  la  question   de   précieuses  indica- 
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lions  hibliographiqucs,  fait  ressortir  la  parfaite  corrélation  qui  existe  entre  son 
systènne  de  coordonnées  parallèles  et  le  système  des  coordonnées  cartésiennes. 
Le  Chapitre  IV  de  sa  Nomograpliie  lui  avait  déjà  odert  l'occasion  d'insister 
sur  ce  point.  Il  montre  ici,  en  outre,  la  correspondance  entre  les  coordonnées 
parallèles  ponctuelles   et   les  coordonnées  pluckériennes. 

Malo  (le  Capitaine).  —  Solution  de  la  question  de  Mathéma- 
tiques proposée  au  Concours  d'admission  à  l'Ecole  Normale  su- 
périeure en  1891.  (7;>-77). 

Problème  relatif  à  une  ellipse  et  à  la  circonférence  passant  par  un  point  du 
plan  et  par  les  points  de  contact  des  tangentes  à  l'ellipse,  issues  de  ce  point. 

Peano  (G.).  —  Sur  le  théorème  général  relatif  à  l'existence  des 
intégrales  des  équations  dififérentielles  ordinaires.  (79-8^). 

L'auteur  rappelle  une  Note  publiée  par  M.  Picard  sur  le  même  sujet,  et 
montre  que,  en  faisant  les  hypothèses  admises  par  M.  Picard,  on  peut  établir,  non 
seulement  que  les  intégrales  existent,  mais  encore  qu'elles  sont  uniques. 

Fourel  (G.).  —  Sur  le  théorème  de  Budan  et  Fourier.  (82-88). 

M.  Fourct  donne  une  démonstration  simplifiée  de  ce  célèbre  théorème,  dont 
il  fait  avec  raison  ressortir  la  grande  importance  pédagogique.  Il  montre  aussi 
comment  le  théorème  de  Descartes  n'est  qu'une  conséquence  de  celui  de  Budan 
et  Fourier,  et  combien  ce  dernier  s'applique  heureusement  à  la  détermination 
des  limites  des  racines. 

Saint-Germain  (A.  de).  —  Mouvement  d'un  point  pesant  attiré 
par  un  point  fixe  suivant  la  loi  de  Newton.  (89-97). 

Application  des  équations  d'IIamilton  et  de  Jacobi  à  un  problème  sur  lequel 
une  étude  posthume  de  Cellerier  a  été  publiée  dans  le  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques  (juin  1891).  L'analyse  en  est  ainsi  de  beaucoup  simplifiée. 

Lemaire,  —  Sur  le  centre  de  courbure  de  la  parabole.  (98-99). 

Construction  très  simple,  fondée  sur  la  remarque  géométrique  suivante  :  si 
une  circonférence  passe  par  le  sommet  d'une  parabole,  les  normales  aux  trois 
autres  points  d'intersection  passent  par  un  même  point. 

Jamet  (  F.).  —  Sur  les  séries  à  termes  positifs.  (99-108). 

Nouveau  critérium  de  convergence  pour  les  séries  de  cette  nature;   la  série 

j_ 
sera  convergente  s'il  existe  un  nombre  positif/?,  tel  que  u"^'  tende  vers  une  li- 
mite supérieure  à  i. 

Moutard.  —  Sur  les  courbes  du  troisième  degré,  (i  i3-i  i5). 

Etude  du  problème  suivant  :  «  Trouver  deux  faisceaux  de  trois  droites  con- 
courantes dont  les  neuf  points  communs  soient  situés  sur  une  courbe  donnée 
du  troisième  degré  ». 
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i/f/x'//  (  /*.).         Siii-  les  cotirlx's  (loiil  les  liinf^fMilcs  iippiiil  if-iiiiciil 

à  lin  coinplcxc  liiK-aiic.  (  i  i.)-i  i()). 

INI.  \|i|)('ll  (loiiiic  les  ruriiiiilc^  t;(''iii'i:ilrs  des  coordoiiiiéits  d'un  piiiiil  dune 
Irllf  coiiil)!',  doni  les  ciihiciiics  ;;;im  lio  sont  un  ciis  pari  inilier.  l/<:tni)loi  des 
roordomu'cs  l(''li;it'dii(|uc>  lui  |irinicl  de  liMJlcr  ht  (|ncsli(tn  ;i\('(  une  j^iand<- 
(•Irf^ancc. 

L((ui'('f}l  (II.).  —  Di'monslralion  simple  des  formules  cjui  servent, 
an  eal(Mil  des  'l'ahles  de  loi^arillïmes  sinus.   (\  i()-i'>.()). 

Ia*s  l'oniuilcs  dont   il  s'agit  sonL 

lo};  sin.r  :-^  log.r  4-  lo^f  i—  ■_^  )  -F. . .+  log(  i  —  - ,— ;  )  +..., 
et  une  autre  analogue  |)()ur  les  cosinus. 
Molenbroch.  —  Sur  (juel(|ues  propriétés  du   triangle.    (  i  >>.  i-i  /j", 

Cette  étude  débute  par  l'intéressante  proposition  (jue  voici  :  «  Deux  triangles 
étant  homologiques,  si  l'on  prcMid  Tintersection  d(;  cha(|ue  côté  de  l'un  avec  les 
deux  côtés  non  homologues  de  l'autre,  les  six  points  ainsi  obtenus  sont  sur  une 
conicjue  ».  Il  y  a  un  théorème  corrélatif,  facile  à  énoncer.  Ce  point  d»;  d(''part 
permet  à  l'auteur,  à  l'aide  de  quelques  calculs,  d'établir  en  outre  d'assez  nom- 
breuses propriétés  sur  les  triangles  homologiques. 

Lévy  [L.).  —   Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Rouclié.   (147- 

•  48). 

Communication  d'une  démonstration  de  M.  Picard,  concernant  un  théorème 
de  IVI.  Meyer  sur  les  équations  algébriques.  Voir  Bulletin,  t.  XVI,  p.  171. 

Vost.  —  Sur  les  anoles  et  sur  les  distances  en  coordonnées  Iri- 
linéaires,  (i  48-1  58). 

Cette  étude,  qui  fait  suite  aux  travaux  de  Laguerre  et  de  M.  Klein,  sera  utile- 
ment consultée  par  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux  coordonnées  trilinéaires  et 
qui  en  font  usage.  Klle  se  divise  ainsi  : 

Des  coordonnées  de  points  et  de  droites;  Des  points  cycliques  et  des  angles; 
Des  distances. 

Boulangei'  (A.).  —  Note  sur  les  surfaces  à  génératrice  circulaire. 

(i59-i63). 

L'auteur  se  propose  de  déterminer  les  surfaces  à  génératrice  circulaire  telles 
que  les  plans  tangents  menés  par  les  points  de  chaque  génératrice  enveloppent 
un  cône.  Il  établit  en  même  temps  plusieurs  propriétés  de  ces  surfaces. 

Amigues  {E.).  —  Théorème  sur  les  foyers  d'une  courbe  quel- 
conque. (163-167). 
M.   Amigues   énonce  avec  plus  de  précision  un   théorème  sur  les  foyers  qui 
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figure  notammenl  dans  l'Ouvrage  de  Salmon  :  A  tiealise  on  the  higlter  plane 
curveSj  et  que  nous  ne  saurions  reproduire  ici.  Il  en  dotine  en  même  temps  une 
démonstration  simplifiée. 

Malo  {E.).  —   Sur  le  calcul  par  approxiinalioii  des  racines  des 
équalioDs  numériques.   IVlodifi cation  de  la  fbrnuile  de  Newton. 

(169-178). 

Exposé  d'une  méthode  de  M.  Zengcr  publiée  dans  le  t.  XI  du  Journal  de 
Mathématiques  et  de  Physique  de  Prague,  et  résumée  dans  le  Bulletin  des 
Sciences  niathéniatiques,  t.  XIII,  p.  jh.  JVI.  INIalo  y  ajoute  de  très  intéres- 
santes remarques. 

Roubaudi.  —  Solution  de  la  question  de  Géométrie  descriptive 

proposée  au  Concours  d'agrégation  (enseignement  spécial)  en 

1891-  (199-208). 

Surface  engendrée  par  un  cercle  tournant  autour  d'une  droite.  A  la  solution 
géométrique,  M.  Koubaudi  joint  une  étude  analytique  qui  la  complète. 

Laisant    [C.-jÏ.).   —    Constructions    et   formules    relatives    au 
triangle.  (209-212). 

Conséquences  de  deux  équipollences  symétriques  remarquables,  qui  fournis- 
sent un  procédé  simple  de  construction  de  certains  éléments  du  triangle,  ainsi 
que  d'assez  nombreuses  propositions  de  Trigonométrie. 

Antomarl  (-^. ).  —  Sur  un  théorème  de  Géométrie  analytique. 

(212-216). 

Ce  théorème  est  le  suivant  :  «  Par  cinq  points  donnés,  tels  qu'il  n'y  en  ait 
pas  quatre  en  ligne  droite,  on  peut  faire  passer  une  conique  et  une  seule  ». 
Démonstration  analytique  simple,  fondée  sur  l'emploi  des  déterminants. 

Tresse  {A.).  —  Sur  l'intersection  de  deux  quadriques,    dans  le 
cas  oii  elle  se  décompose.  (-216-22^). 

Cette  question,  qui  figure  au  programme  de  l'Agrégation,  a  déjà  été  traitée 
par  M.  Kœnigs.  M.  Tresse  la  reprend  en  employant  un  mode  de  représentation 
plane,  dû  à  Clebsch  (  Vorlesungen  iiber  Géométrie).  Il  ramène  ainsi  le  pro- 
blème à  l'étude  des  courbes  planes  du  quatrième  degré  ayant  deux  points 
doubles  donnés.  La  discussion  des  diverses  hypothèses  possibles  l'amène  à  plu- 
sieurs propositions  dignes  d'intérêt. 

Fouclié  [M.).  —  Sur  les  cercles  qui  touchent  trois  cercles  donnés 
ou  qui   les  coupent  sous  un  angle  donné.    ( 227-244 •>  •^^1-^497 

404-424). 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  développe  une  méthode  qui  présente  sur  celle  de 
Gergonne  plusieurs  avantages  énumérés  par  lui.  Cette  méthode  repose  sur  l'em- 
ploi des  cercles  isogonaux,  c'est-à-dire  coupant  sous  un  même  angle  les  trois 
cercles  donnés.  Plusieurs  théorèmes  sur  les  cercles  isogonaux  le  ronduiscnl  au 
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pi'oMciiM"  ilii  Cl  rdi'  tiiii;;<'iil .  (Iiint  l;i  suliiiidii  csl  iiccotiip.i^^iK'C  «If  |»liisi(iiis  rc- 
iiiiii(|ii('s  iiil(T(ss.iiil('s.  Il  i(|i|ilii|iic  ciiMiilc  lii  rin'-l  liodc  ;iii\  cas  p;irl  i<iili<is  oi'i 
li'S  {■(•rclcs  se  hoiivciil  rcm[ila((''s  pjir  des  droilcs  ou  des  point*;.  Vi(.'nl  ciisuilo 
une  discussion  ^('•iK'iiilc.  porliinl.  sur  les  positions  rclalivcs  dos  rcrcics  donnés. 
Puis  M.  I'oucIk'  IimIIc  divers  pioMèuits  sur  les  cercles  isoRonaux,  et  auxquels 
s';ippli(|U('  licureuscuienl  s;i  lut'-lliodc.  \/,[  siiih!  du  Mc-inoiic  cotiipiciid  les  divi- 
sions ci-après  : 

Des  ("ainilles  de  eeicles  <|ui  sont  eoup(';s  sous  un  nii'inc  an^le  |»ai'  chaque 
cercle  d'un  faisceau.  —  Application  aux  eoni(|ues.  —  lOxtension  de  la  tlicorie 
précédente  aux  cercles  tracés  sur  la  sphère.  —  Kxtension  aux  sphères. 

.infi^f/cs  (/^.).  —    Noio  sur  ini  |^r<)l)lrmr  (ryVli;rl)rf;.  (2/\^-'2/^()). 

Ce   problème,  (jui    ne    (isui-e   dans   aucun    ouvra^*'  d'Al^èluvr,  est  le  suivant  : 

«  x  el  z  étant  deux  racines  ([uelcf)n(|ues  d'une  é'quation  alf^èhrirjue,  former  une 

'h  (  X    Z  ) 

éciualion  avant  pour  racines  les  valeurs  -7- — ^ ?  •!>  et  l'^  ('tant  deux  r)ol\nômcs 

■  '  l{x,z)     ^  '      ■ 

en  X  et  en  c,  nadmetlant  i)as  de  diviseur  commun  ». 

Valdès  [E .).  —  Sur  la  Géométrie  du  triangle.  (249-2-^o). 

Propriétés  nf)uve|les  de  la  synKÎdiane,  du  |)oint  de  Lemoine  et  de  la  droite 
de  Simson. 

Tarry  (G.).  —  Sur  les  figure.s  équipollentes.  (251-259). 

INI.  Tarry  appelle  ainsi  deux  figures  planes  où  le  rapport  enharmonique  géné- 
ralisé de  quatre  points  d'une  figure  est  le  même  que  celui  des  quatre  points 
correspondants  de  l'autre.  Il  établit  plusieurs  propriétés  des  figures  directement 
ou  inversement  équipollentes,  et  applique  cette  théorie  à  des  figures  sphériques. 
On  peut,  sur  le  même  sujet,  consulter  les  travaux  de  Bellavitis.  Voir  notam- 
ment :  C.-A.  Laisant,  Théorie  et  applications  des  érjuipollences,  Cli.  VI,  p.  1G8- 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Polytechnique  en  1892.  — 
Enoncés  des  compositions.  (259-261). 

Laisant  (C.-A.).  — Solution  de  la  composition  de  Mathématiques 
donnée  au  Concours  d'admission  à  l'Ecole  Polyteclinique  en 
1893.  (262-265). 

Larose.  —  Autre  solution  de  la  même  question.  (266-26'-). 

Propriétés  et  lieux  géométriques,  relatifs  à  l'hyperbole  équilatère.  La  solu- 
tion de  M.  Laisant  est  exclusivement  basée  sur  l'enqDloi  des  équipollences. 
Celle  de  AI.  Larose  est  purement  géométrique. 

Saint-Germain  (de).  —  Sur  la  convergence  des  séries.  (26-- 
268). 

Remarque  concernant  un  critérium  inditjué  par  .M.  Janict  dans  un  article  du 
même  lîecueil  {voir  plus  haut). 
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Speckel  [Cil.).    -  Sur  la  Géométrie  cinénialiquc.  {  .-»(i8-2-(i). 

L'anlciir  reprend  une  qiieslion  éliulit-e  par  M.  d'Ocagne  :  trajecloires  des 
points  marqués  sur  une  droite  ([ui  se  déplace  en  louchanl  consLamment  par 
l'un  d'eux  une  courl)e  donnée.  Il  y  applique  les  mélhodes  de  la  Gconr)étrie  ci- 
nénnali(iue,  el  connpIéLc  sur  quelques  points  les  résultais  obtenus  par  M.  d'O- 
cagne. 

Astor.  —  Stir  quelques  propriétés  des  courbes  planes  iinicursales 
(lu  Iroisième  ordre.  (2^6-288). 

Etude,  par  un  procédé  élémentaire,  des  points  d'inflexion  réels  des  cubiques 
gauches  unicursalcs.  L'auteur  est  ainsi  conduit  à  j)lusieurs  théorèmes  qui  pa- 
raissent nouveaux. 

Correspondance.  —  M.  Peano  (Extrait  d'une  Icllrc  à  M.  Brissc)  : 
rectification  d'une  démonstration  de  M.  Laurent,  j)ubliée  dans 
le  même  Recueil,  p.  119  \^voir  plus  haut  (28())]. 

Ravier  (L.).  —  Construction  du  dixième  point  d'une  quadrique. 

(289-291). 
Démonstration  nouvelle  du  théorème  de  Pascal,  et  extension  aux  quadriques. 

IVorontzoff.  —  Sur  l'éliminalion.  (291-299). 

II  s'agit  de  l'élimination  entre  deux  équations  de  degrés  entiers  m  et  n.  Les 
calculs  de  l'auteur  Tamènent  à  une  discussion  qui  lui  permet  de  retomber  sur 
les  méthodes  de  Hézout,  d'Euler  ou  de  AL  Sylvcster. 

Séguier  (/.  de).  —  Sur  la  série  de  Fouricr.  (299-301). 

L'auteur  établit,  sur  la  série  de  Fourier,  plusieurs  formules  qui  permettent 
de  retrouver  des  développements  de  Fourier  et  de  Laurent,  obtenus  ordinaire- 
ment par  le  théorème  de  Cauchy. 

Concours  n'ADMissioN  a  l'Ecole  Normale  supérieure  en  1892. 
—  Enoncés  des  compositions  de  Mathématiques  et  de  Physique. 

(3oi-3o2). 

Lefèvre  (•/•).  —  La  symétrie  en  coordonnées  polaires.  (3o2-3i4, 
353-374). 

Dans  une  première  Partie,  I\L  Lefèvre  indi((ue  les  difTérentes  combinaisons 
des  symétries  ([ui  peuvent  se  présenter,  soit  par  rapport  au  pôle,  soit  par  raj)- 
port  à  une  droite  passant  par  le  pôle.  Dans  une  seconde  I^artie,  il  recherche  la 
forme  analyli(iue  de  récjuation  d'une  courbe  possédant  telle  ou  telle  symétrie. 
L'étude  dont  il  s'agit  présente  les  divisions  principales  que  voici  : 

Première  Partie.  —  Axes  de  symétrie.  —  Centre  de  symétrie.  —  Centre  et 
axes. 

Seconde  Parlic.   —   Axes  de  symétrie:  écjuations  générales  des  courl^es   pos- 
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srdiiiil  m  a\('>  de  ssiiulric  (r(<|>r(r  donm'O.  --  rciilic  <!••  s\iii('lri(î.  -  (!cntrc 
(M  iixos.  —  K(|ii;il  ion  Ciiih-sifiiiic  Av^  (•niirlt<'>>  ;i\,inl  ///  ;i\cs  de  syiiK-lric  |i;issynl 
|);ir  rui'ip:iiir. 

A(;hi,(;ati()j\  dks  Scikincks  MATiii^:M,\TiQri<:s  (Goncoimis  di:  1892).  — 
l^iioncés  (les  romposillons.  ('A\  '|-.^)i-). 

Ih'iiyt'i'C  {('•)'  —  Soliilion  ^('OiiKîlriciiK'  du  pioMrnic  (lownr  au 
(iOucoiirs  i;(''n<''ral  co   i(S()i.  (.)  1 --.)'.>»,<)). 

I*r()|>ri(''l(''s  diiii  fiiiscoaii  de  (|ii;idii(|iics. 

n<(\'icr  (/>.).  —  Noie  sur  une  c<>usij-uc,lif)n  du  centre  de  ecnirhure 
de  l'ellipse.  {?rA\-:V>.iï). 

Une  droilo  enveloppant  un  ccrric,  cl.  le  |)()inl  de  cu\\\.\c{  ôljmL  fixe  sur  \;\ 
droite,  tous  ses  points  d(''eri\ent  des  circonréreiiccs.  C'est  en  faisant  une  per- 
spective cavalière  de  cette  fij^nre  mobile  (|ue  AI.  liavier  obtient  la  construction 
simple  (|ui  fait  l'objet  de  sa  Note. 

lyOcGf^ ne  [.][.).  —  Sur  la  construction  de  la  parabole  osculatrice 
en  un  point  d'une  courbe  donnée.  (326-33o). 

La  construction  est  ramenée  au  problème  suivant  :  Construire  une  parabole, 
connaissant  un  de  ses  points  A,  le  diamètre  passant  par  A,  et  le  centre  de  cour- 
bure Q  repondant  à  ce  point;  problème  que  M.  d'Ocagne  résout  simplement,  à 
l'aide  de  (juelques  propriétés  préliminaires. 

GoKRKSPOivnAivcE.  —  M.  Barisicu  (extrait  d'une  lettre  à  M.  Kou- 
ché)  :  Propriété  de  riijperbole  équilatère,  figurant  dans  la  com- 
position de  l'Ecole  Polytechnique;  démonstration  très  simple 
par  la  Géométrie  analytique.  (33o-33i). 

Ravier  {L.).  —  Sur  un  théorème  analogue  à  celui  de  Garnot,  ou 
généralisation  du  théorème  de  Jean  de  Geva.  (349-352). 

En  emploj'ant  les  équations  langentielles  en  coordonnées  rectangulaires,  l'au- 
teur obtient  une  proposition  sur  les  courbes  algébriques,  qui  généralise  le  théo- 
rème de  Jean  de  Ceva,  et  montre  ensuite  comment  cette  généralisation  peut 
s'appliquer  à  des  exemples  particuliers. 

Loucheur .  —  Sur  le  lieu  des  sommets  des  angles  constants  cir- 
conscrits ou  normaux  à  une  épicycloïde.  Application  à  la  démon- 
stration purement  géométrique  de  propriétés  de  la  cycloïde,  de 
la  cardioïde  et  des  hypocycloïdes  à  trois  et  quatre  rebrousse- 
ments.  (3;/|-384). 

Démonstration  d'une  [)roposilion  énoncée  par  Chasles  {Aperçu  historique, 
2«  édition,  \>.  12.')).  Le  litre  «|ui  pri-cèdc  indi(|iu'  d'ailleurs  suffisamment  le  sujet 
de  l'article. 
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PUleiix  (//.).  —  Sur  les  cenlres  de  courbure.  (384-386). 

Solution  de  ce  problème  :  «  Un  angle  droit  tournant  autour  de  son  sommet 
intercepte  sur  deux  courbes  une  sécante  variable;  trouver  le  point  où  cette  sécante 
touche  son  enveloppe  ».  Applications  aux  centres  de  courbure. 

U Ocagne  {M.).  —  Sur  la  construction  des  cubiques  cuspidales 
par  |)oints  et  tangentes.  (386-394). 

L'auteur  considère  le  point  d'inflexion  I,  le  point  de  rebroussement  R,  et  le 
point  de  rencontre  T  des  tangentes  en  I  et  en  K.  Il  montre  comment  la  courbe 
peut  être  construite  quand  on  connaît  le  triangle  lUT,  et  en  outre  un  élément 
simple  de  la  courbe  (point  ou  tangente). 

Barisien  [E.-N.).  —  Solution  de  la  composition  du  Concours 
d'admission  à  l'École  Normale  supérieure  en   1891  (394-4o3). 

Propriétés  d'une  ellipse  et  du  cercle  passant  par  un  point  du  plan  et  par 
les  points  de  contact  des  tangentes  à  la  courbe,  issues  de  ce  point. 

Servais  (CL).  —   Sur  la  courbure  dans  les  sections   coniques. 

(424-4^^^8). 

En  se  servant  du  théorème  de  Brianchon,  l'auteur  établit  des  propositions 
intéressantes,  et  retrouve  des  résultats  obtenus  déjà  par  M.  Mannheim  et  par 
M.  Ribaucour. 

CoTiRESPOJVDAJVcE.  —  M.  Mannlicim  (extrait  d'une  lettre)  :  Solu- 
tion géométrique  de  la  question  1625  proposée  dans  le  même 
Recueil.  (43i-433). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Centrale  en  1892  (Première 
session).  —  Enoncés  des  compositions  (433-436). 

Aiidibert.  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales 
proposée  au  Concours  d'agrégation  de  1891.  (436-44o)- 
Problème  relatif  à  deux  coniques. 

Barisien.  —  Solution  analytique  de  la  question  de  Mathéma- 
tiques proposée  au  Concours  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 
nique en  1892.  (/\/[\-/\/i6). 

Des  solutions  géométriques  ont  été  précédemment  publiées,  p.  2G2,  aG^.  Voir 
plus  haut. 

Barisien  (E.-jV.).  —  Solution  de  la  composition  du   Concours 
d'admission  à  l'Ecole  Normale  supérieure  en   1892.  (44^-4^3)- 
Sur  les  coniques  doublement  tangentes  à  un  cercle. 
Lenioine  {l^-)-  —  Application  d'une  méthode  d'évaluation  de  la 
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siniplicilé  des  coFislnicllons  à  la  comparaison  (1(;   (|n(;l(|U(!S  so- 
liillons  (In  |)i'()l)lèin('  d'Apollonius.   (4'^'>"i74)- 

ISI.  Loinoiiic  rappelle  hrièvemenl.  les  principcîs  de  sa  rnélliodc  (J'évaliialion  de 
la  siiiiplieili'^  et  de  l'exarliliidc;  d'iiiK*  eonsLriielioii  f,'C(>iiiélri(|iie.  Puis,  prenant 
texte  de  l'article  de  M.  l-duelu'  paru  précédemment  (p.  'Jt:».-]),  sur  le  (('Ichie  [)ro- 
blème  d'Apollonius  {voir  plus  haut),  il  se  livre  à  une  rorn[)arais(jn  des  [)lus  in- 
téressantes entre  <|ucl<iucs-unes  des  constructions  connues:  celles  de  V'iète,  de 
Gergonne  et  Hobillicr,  de  INI.  Fouclié  et  de  M.  Mannheim.  C'est  cette  dernière 
qui  l'emporte  de  beaucoup,  (ju'il  s'agisse  de  la  simplicité  ou  de  rexaclitude. 

Méray  {Ch.).  —  Snr  la  discussion  et  la  classification  des  surfaces 
du  deuxième  degré.  (47l-^<><))- 

L'auteur  entreprend  de  traiter  cette  question  classique  avec  plus  d'uniformité 
et  de  précision  qu'on  ne  le  fait  généralement,  et  de  déterminer  des  fonctions 
des  coefficients,  dont  le  signe  ou  la  nullité  indiquent  immédiatement  la  nature 
de  la  surface.  Il  propose  en  même  temps  un  perfectionnement  de  la  classifica- 
tion. Sa  méthode  repose,  comme  on  le  pressent  d'avance,  sur  la  théorie  des 
formes.  Voici  les  divisions  essentielles  de  cette  étude,  qui  sera  consultée  avec 
grand  fruit  par  les  professeurs  de  Mathématiques  spéciales  : 

Préliminaires  sur  les  formes  quadratiques.  —  Points  doubles,  pôles  et  plans 
polaires  dans  les  surfaces  du  deuxième  degré.  Absence  ou  existence  de  points 
simples  réels.  —  Génératrices  rectilignes.  —  Points  à  l'infini.  —  Classification. 

Marchand.  —  Solulion  de  la  cpieslion  de  Malhématiques  proposée 
au  Concours  général  de  1892.  (5o()-5i8). 

Propriétés  d'une  quadrique  circonscrite  à  un  ellipsoïde  donné. 

Mangeot^S .).  —  Sur  l'intersection  d'un  tore  et  d'une  quadrique. 
(519-026). 

L'auteur  se  propose  de  résoudre  la  question  suivante  :  Quelles  sont  lesqua- 
driques  qui  coupent  le  tore  suivant  deux  courl)es  sphériques?  Construire  ces 
deux  courbes.  Il  obtient,  au  cours  de  son  étude,  un  assez  grand  nombre  de 
propriétés  nouvelles  et  intéressantes. 

D'Ocagne  {M.).  —  Sur  une  classe  particulière  de  séries.  (026- 
532). 

Il  s'agit  des  séries  récurrentes;  M.  d'Ocagne,  dans  le  présent  article,  se  pro- 
pose surtout  de  rectifier  sur  certains  points  l'une  de  ses  études  antérieures. 
\'oir  même  Hecucil,  3*  série,  t.  III,  p.  21-2,3;  i884- 

rfOcagne  (-)/•)•  —  Note  sur  le  centre  de  courbure  des  podaires 
et  antipodaires.  (5.32-534). 

Remarques  à  l'occasion  dune  Note  de  M.  11.  Pilleux,  antérieurement  publiée, 
p.  384   {voir  plus  haut  ). 

Bull,  des  Sciences  niallicni.,  7*  série,  t.  WII.  (  l)(''cenibrc  i8(j3.)       U.iG 
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Ftujoii  (F.).  —  Solution  d'une  question  de  Géoniélrie  donnée 
au  Concours  général  en   188-.  (535-53j). 

Il  s'a::,'it  de  trouver  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  deux  coniques 
V  et/ pour  qu'un  quadrilatère  puisse  être  à  la  fois  circonscrit  dans  la  pre- 
mière et  inscrit  dans  la  seconde. 

Correspondance.  —  M.  Méraj  (extrait  d'une  lettre)  :  A  propos 
d'un  article  de  lui,  publié  p.  474  {voir  plus  haut)  :  restitution 
de  priorité  à  M.  Darboux.  (S^j). 

Rouelle  {E.).  —  Notice  sur  C.  Gerono.  (538-542). 


Exercices. 

Questions  proposées  :   1621  à  1623.  (i*)- 

Renon  {A.).  —  Solution  de  la  question  1574-.  (i*-2*). 

Lieu  relatif  à  l'ellipse. 
Barisien.  —  Solution  de  la  question  1604.  (2*-4*). 

Propriété  d'une  ellipse  et  d'une  parabole. 
Birjcard.  —  Solution  de  la  question  loio.  (\*-\o*). 

Propriétés  relatives  aux  trois  normales  menées  d'un  point  à  la  parabole. 
Audibert.  —  Solution  de  la  question  1622.  (io*-i  i*). 

Propriété  d'un  faisceau  de  coniques. 
Audibert.  —  Solution  de  la  question  1623.  (i  i*). 
Barisien.  —  Remarques  sur  la  même  question,  (i  i*-i2*). 

Les  milieux  des  six  cordes  d'intersection  de  deux  coniques  et  les  centres  des 
deux  coniques  sont  sur  une  même  conique. 

Questions  proposées  :  1624  à  1632.  (i2*-i4*)- 

Barisien,   Louckeur  (L.).    —    Solutions  de    la  question    1621. 

('■'l*->9*^ 

Propriété  d'une  ellipse  doublement  tangente  à  une  ellipse  donnée  et   passant 
par  ses  foyers. 

Valdès  ( h\).  —  Solution  géouiétri([uc  de  la  question  1622.  (19*;. 

Pro[)riélé  d'un  fiiisceau  de  conirpics. 


(iiccnstteet  y  II  .-./.').  —  Solution  Je  la  i|ucshon  l(US.  (^uo*"). 

Construction   ilun  triangle,  connaissant  tivis  points  ilixisanl  les  cibles  dans 
lies  rapports  donnés. 

(ircenst/'ccf  [^  ll\-J.).  —  Solution  do  la  quoslion  l(>-0.  \^-.r>'-.>  j*  V 

Pri^prièlès  el  lien\  relalits  à  l'ellipse. 
(lentw  —  Solution  do  la  question  l(>:2i.  (uu*-u3*'). 

Propriété  de  liiines  tracées  sur  une  surface. 
/uirisicn*  —  Solution  do  la  quoslion  lO^o.  ^^'jo*-:U)M. 

Propriété  focale  d'une  conii|uc  et  de  deux  de  ses  tansenles. 
Aiuù'hert.  —  Solution  do  la  ijuostion  lt>-7.  \^a(>*-.<-*^. 

Pivpriéte  des  points  racines  d'une  équation  algébrique. 
Ctenty.  —  Solulioi\  do  la  quostion  l(Ui).  (ii7*-'a8*^. 

Pivpriétes  de  deux  surfaces  se  correspondant  point  par  point. 
QvFSTio>s  vuovosi'vs  :    Itîoo  à    l(US.   .   H)"'-v>>'*V 
Jh'oz  /'(ï/VM"  ^^.(.V  —  Solution  do  la  i|uoslion   lolo.  ^^^o*"). 

Prv^priété  d'un  triauiilc  el  d'une  conique, 
I>roC(if\f  yli.^.  —  Solution  do  la  i]uoslii>n  IThU.  \^vV^*->^Vp^. 

Propriété  de  la  parabole. 
Lcmairc  yJ.^.  —  Solution  do  la  question  lo(>8.  ^v^  j*-vk'>"'V 

Vire  de  la  cissoWle  vie  Piodcs. 
Attihfiert. —  Solution  do  la  question  1583.  ^^3v^*-3-''^. 

t**»  —  » 
Pivpriélé  d'une  suite  calculée  d'après  la  loi  ii^^,  c=  log • 

Lvincku:;'cf  \^(t .^.  -     Solution  vlo  Ki  question  ITiSîV  y .^-''-.h)''). 
Fornude  relative  .\   un  quadrilatère  inscriplible. 

JéVrw  —  Solulivui  Ac  la  quoslii>n    [(\[{.  y^K)*^, 
Pnvpriélé  vlnuc  UvMiualc  »\  la  parabvde. 

iirocard  ^H.K  --  SidutivMi  do  la  v|uestion  l(>lo.  \^>m)*-|o*). 
Propriété  d'une  leninisealc  de  HernoulU  et  d'une  hyperbole  etjnilatèiT, 
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Dewulf  {N.).  —  Solution  de  la  question  lGi8.  {/\i)*-.\'A*). 

Sur  les  cercles  de  courbure  d'une  ellipse  en  deux  points. 

Crès  {de).  —  Solution  de  la  question  1559.  (4'2*-43*). 
Problème  relatif  à  une  pyramide  régulière. 

Brocard  {IL).  —  Solution  delà  question  1569.  (43*-45*). 
ICnveloppe  et  lieu  relatifs  à  une  conique  et  à  l'une  de  ses  tangentes. 

Barisien.  —  Solution  de  la  question  1643  {/\:)*-.\C)''). 

Propriété  d'un  quadrilatère  normal  circonscrit  à  une  ellipse. 

Brocard.  —  Solution  géométrique  de  la  question  16il.  {Ifi^-^"*). 
Intersection  d'une  circonférence  et  d'une  hyperbole  équilatère. 

Tairy.  —  Solution  de  la  question  1601.  (47*)- 

Inscription    dans  une  sphère  d'un  polygone  dont  chaque   côté  passe  par  un 
point  donné. 


Signalons,  en  terminant,  la  très  heureuse  innovation  introduite  dans  la  Table 
des  matières,  où  les  rédacteurs  ont  fait  figurer  des  indications  qui  correspon- 
dent à  la  classification  adoptée  par  le  Congrès  de  Bibliographie  mathématique 

de  1889. 

A.  L. 
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y\.nnales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse.   T.  III,  année  1889.  —  128-162. 

Annales  des  Ponts  et  Chaussées.  6«  série.  T.  XVII,  i"  semestre;  1889.  —  T.  XVIII, 

2"  semestre;  1889.  —  T.  XIX,   1"  semestre;  1890.  —  T.  XX,  2«  semestre;  1890. 
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i"  semestre;  1892.  —  T.  IV,  2«  semestre;  1892.  —  182-194. 

Annales   scientifiques    de  l'Ecole  Normale  supérieure.   3^  série,  T.  VIII,  1891.  — 

2o-3o. 
Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences  ;  comptes  rendus  des  sessions. 

—  10*  session  (Alger);  1881.  —  11*  session  (La  Rochelle);  1882.  —   12*  session 
(Rouen);  i883.   —  i3^  session   (Blois);  1884.   —  i4*  session   (Grenoble);  i885. 

—  i5*  session  (Nancy);  1886.  —  194-204. 

Atti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei.  4"  série,  Rendiconti.  Vol.  V,  1889;  1"  se- 
mestre. —  2®  semestre.  —  57-75. 
Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France.   T.  XVIII,  1890.  —  T.  XIX,  1891. 

—  5-10;  89-99. 

Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences.  T.  CXII, 

1891.  —  T.  CXIII,  1891.  —  30-57;  76-89. 
.lournal  fiir  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  T.  CI,  1887.  —  10-20. 
Mathematische  Annalen.  T.  XXXII,  1888.  —  T.  XXXIII,  1S89.  —  T.  XXXIV;  1889. 

—  152-182. 

Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  3'  série.  T.  VI,  1892.  —  204-216. 
Sitzungsberichte  der  koniglich  preussischen  Akadcmie  derVVissenschaftcn  zu  Ber- 
lin. I". semestre  1890.  —  99-128. 
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Amigucs  {E.).  3.'î,  2o5,  207-209. 

Andoycr.  i3.'|. 

Andradc.  35. 

Andréef.  196. 

Antomari  (X.).  98,  208. 

Appell  (P.).  30,95,96,  97,   145,  207. 

Arnaudcau.  2o3. 

Arnoux  (G.).  202. 

Arzela  (  C).  62. 

Aster.  210. 

Aubel  (Van).  202. 

Audibert.  212,  2i4,  2i5. 

Autonnc.  36,  83. 

Backlund  (A.-V.).  179. 

Bachr.  196,  197. 

Barisicn  (E.-N.).  212,  214,  2i5,  21G. 

Baur  (L.).  i54. 

Bazin  (H.),  186,  190. 

Béghin.  9,  10,  90,  187,  193. 

Beltrami  (E.).  63,  73. 

Bcrdellé  (Ch.).  2o3. 

Bernis.  194- 

Bertini  (E.).  179. 

Betocchi  (A.).  196. 

Blanchi  (L.).  62,  66,  78. 

Bigiavi  (C).  72. 

Bioche.  7,  92,  93,  96,  97,  146. 

Bochert  (A.).  173. 

Bartolotti  (E.).  76. 

Bougaief.  88. 

Boulanger  (A.).  207. 

Boulongne  (L.).  i83,  193. 

Bouquet  de  la  Grye.  197. 

Bourlet.  28. 

Boussinesq.  5o,  54,  76. 

Braunmuhl  (A.  von).  162. 

Bricka.  190. 

Brill  (A.).  178. 

Brillouin.  5o,  57. 

Brioschi  (F.).  24,  3o,  72. 

Brocard  (H.).  195,  199,  214,  2i5,  216. 

Bruns  (H.).  127. 

Bruyère  (G.).  211. 


Uurklumlt  (II.).  160. 

Bussy.  187. 

Cantor  (G.).  172. 

Cardinaal  (  J.).  12, 

Carvalio  (E.).  G,  149,  2o.>. 

Casalonga.  197. 

Caspary  (F.).  5i,  53,  90. 

Castelnuovo  (G.).  73,  74. 

Catalan  (E.).98,  198,  199,  200,  2o3,  2o'|. 

Cavalli  (E.).  76. 

Cayley  (A.).  t3,  178. 

Gels.  26,  47- 

Cerruti  (V^).  74-201. 

Cerulli  (V.).  72. 

Ccsâro  (  E.).  60,  74,  70. 

Chemin  (0.).  191. 

Chenevier.  204. 

Chistoni  (C.).  58. 

Clavenade.  187, 

Coccoz.  2o3. 

Collet.  52. 

CoUignon  (E.).    182,  i83,  187,  189,  190, 

Ï94,  '9^,  196,  197»  '98,  »99>  2oo>  201, 

202,  2o3. 
Colson.  193. 
Comnnines  de  INIarsiily   (General).  200, 

2o3. 
Considère.  190. 

Cosserat  (E.).  79,  81,  i3'|,  i45. 
Grès  (R.  de).  216. 
Crescini  (E.).  6i. 
Dalwigk  (F.).  176. 
Decœur  (P.).  190. 
Defforges.  34- 
Delannoy.  204. 
Deprez  (Marcel).  196. 
Desboves.  198. 
Deslandres.  194. 
Dewulf  (N.).  216. 
Dormoy  (Em.).  202,  2o3. 
Droz-P'amy  (A.).  21 5. 
Dubois  (II.).  18S. 
Dunniot.  2o3. 
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Dupiiis  (.!.)•  ^f>3. 

Diirand-CIayc  (L.)-  iS/,. 

Dyck  (W.).  1G2. 

Elliot.  80. 

Escary.  20/1. 

Farjon  (F.).  2o5,  21^. 

FereL  (J.).  204. 

r'errcro  (A.).  19G,  197. 

l^'icdlcr.  195. 

Flamant.  18^,  192. 

Fossa-Mancini.  187. 

J-i'ouché  (M.)-  9>  ^^j  208. 

FoureL.  g^[,  97,  204,  206. 

Frobenius  (G.).   17. 

J^rolov  (Général).  204. 

Fuchs  (L.).  99,  II 3. 

Gall  (v.).  167,  179. 

Galliot  (  F.).   192. 

Garibaldi  (P.-M.).  58. 

Gaudard  (J.).  188. 

Genaille  (II.).  199,  202. 

Gcnty.  95,  2i5. 

Godefroy.  96. 

Gordan  (  P.).  170. 

Gossot  (F.).  188. 

Goursat.  /\i ,  5o. 

Govi(G.).  58,  62. 

Grecnstrcct  (W.-J.).  21 5. 

Gross  (W.).  154. 

Guccia  (G.-B.).  58,  G2,  G4,  65. 

Guébhard  (A.).  197. 

Guichard.  55. 

Guimaracs.  95. 

Gutzrner  (A.).  i63. 

Harnack  (A.).  i56. 

Haton  de  la  Goupilliérc.  47- 

Ilcnnessy.  197. 

Ilensel  (Kurt).  11. 

Ilcudc.  i85. 

licun  (K.).  1G6,  167. 

Ililbert  (D.).  159,  168. 

Ilolder  (O.).  174,  180. 

Ilorn  (J.).  170,  181. 

lliirwitz  (A.).   i58,  iG3,  1G9,  170. 

llligcns  (M.).  1G6. 

Imbeaux.  i83. 

lung  (G.).  196,  198. 

Jamct  (V.).  2o4,  20G, 

Jaubert.  195. 

Jozan  (A.).  189. 

Kiepert  (L.).  i52. 

Killing  (G.).  1G4. 

Killing  {W.).  174. 

Klein  (F.).  24,  159. 

Kneser  (A.).  i58,  177. 

Kobb.  89. 

Kobcr  (G.)-  171- 


Kœnigs  (G.).  8    88,  i5o. 

Kr)nif,'sbergcr  (Léo).   10,  iG3. 

K()i)cke  (A.).  17G. 

KoLLcr  (F.).  175. 

Krause  (M.).   i58,  iG5. 

Krazer  (A.).   173. 

Kroneckcr  (L.).    20,    87,   loi,    107,  108, 

III,  124. 
Kiippcr  (  C).  157,  171. 
Lagerbog  (M"").  8. 
Laisanl.  8,  9,  10,  5o,  89,  90,  93,  9G,  97, 

98,  194?  19-^»  '97'  '99'  208,  209. 
Lancclin.  i85. 
Laquière.   uj'i,  195,  196. 
Larosc.  209. 
Laurent  (IL)-  204,  207. 
Léauté.  3i,  49- 
Lechalas.  198. 
Lecornu.  200. 
Ledieu.  46- 
Lefèvre  (J.).  210. 
Legoux  (A.).  128,  i4i- 
Leinekugel  (G.).  2i5. 
Lelieuvrc.  84- 

Lemaire  (J.).  2o5,  20G,  2i5. 
Lemoine  (E.).   98,    195,    197,    198,   200, 

201,  2o3,  212. 
Lerch.  i32. 
Léry.  2i5. 
Leveau.  198,  2o3. 
Lévy  (L.).  207. 
Lie  (S.).  157. 
Lignine.  195,  196. 
Lilienthal  (R.-V.).  162. 
Liouville  (R.).  42,  87. 
Lipschitz  (R.).  14,  118. 
Locherer.  191. 
Longchamps   (de).    198,   199,   201,   202, 

2o3. 
Loucheur.  211,  214. 
Lucas   (Ed.).    197,  198,    199,    201,    202, 

2o3. 
Lucas  (F.).  10,  5o,  95,  96,  98. 
Lu  n  eau.  184. 

Malo  (Capitaine).  2o5,  20G,  208. 
Mangeot.  56,  2i3. 
INIannheim.  10,  34,  36. 
IMantel.  198. 
INIarchand.  2i3. 
INIarcolongo  (  R.).  75. 
Markofr.  45,  5o,  52,  85,  86,  88. 
Maschke  (H.).  170. 
Massieu.  189. 
Mathieu  (  Ém.).  202. 
Méray  (Ch.).  2i3. 
iVleyer  (F.).  172. 
Millosévich  (  F.).  57,  63,  66,  72. 
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Miiikowski  (II.),   i.^,  '^'^■ 

INIolirmann.  i[)H. 

IMolciihrorh.  ?.0'j. 

Montrsano  (I).).  <i.'),  7/1. 

Moivra  (G.),  (i;. 

iMonlaid.  30(1. 

Mussy.  187. 

M  util  (P.).  17... 

Ncubcrj;  (.l-)-   '-^^'i  ■•^'>'^- 

N'd'llicr  (AI.)-    172,   180. 

Ocagnc  (tl').  S,  35,  ç)o,  91,  qG,  i8<S,  iH(), 

191 ,  2o5,  21 1,  212,  2l3. 
Ollramarc.  19,5,  aoi,  202. 
Padé.  43,  /| 8." 
Padova  (E.).  59,  73. 
Paiiilcvc.  20,  39,  52,  KG. 
Pappcritz  (E.).  177. 
Parincnticr  (Général).  196,  199. 
Pasch  (l\r.).  154. 
Pcano  (  G.).  161,  20G. 
Pellct  (A.-C).  53,  89,  93,    195,  19G. 
Pcllctreau  (A.).  i83.' 
Pctot.  56,  87. 
Perrier  (Colonel).  198. 
Pcrrin.  5. 
Phillips  32. 

Picard.  32,  4o,  53,  79,  85,87,  9^. 
Pick  (G.).  i6i. 
Pillet.  201. 
Pilleux  (II.).  212. 
Pincherlc  (S.).  57,  62,  71. 
Piton-Bressant  (L.).  192. 
Pizzctti  (  P.).  60,  72. 
Pochhammer  (L.).  170. 
Poincaré  (H.).  34,  43,  46,  81,  8G^  igS. 
Polignac  (C.  de).  200. 
Potier.  34- 

Préaudeau  (de).  i85. 
Presle  (  de).  96. 
Pringsheim  (A.).   166. 
Prompt  (P. -Y.).  196. 
Ptaszycky.  173. 
Pucci  (E.).  65. 
Rabourdin  (L.).  200. 
Haiïy.  35,  36,  45,  54,  91,  93,  94,  99. 
Kagona  (  D.).  196. 
Râteau,  200. 
Ratner  (  E.).  162. 
Ravier  (L.).  210,  211. 
Raynaud  (A.).  192. 
Rcina  (V.).  64,  73. 
Renou  (A.).  214. 
Resal.  46- 
Ribaucour.  77,  78. 
Ricci  (G.).  58,   71. 
Ricco  (A.).  63. 


Ricckc  (E.).   157. 

Rindi  (S.).  -H)i. 

Bi(|iiirr.  .i\. 

RiLIcr  (  G.).   191 . 

Rol)(;rls  (S.).  20.3. 

Roubaudi.  208. 

Rouché  (E.).  214. 

Roiuiuct  (V.).  14^;. 

Roycr  (M'""  CI.).  199. 

Saint-Germain  (de).  33,  20G,  mxj. 

Sauvage.  24. 

Schoibner  (W.).  180,  181. 

Schlcgel  (V.).  202. 

Schicsinger  (O.).  170,  171,180. 

Scliœndœrfer.  189. 

Schœnflies.  36,  176. 

Schottky.  14. 

Schoute  (P. -II.).  12,  195,  198,  200,  202. 

Schur  (F.).  1G4. 

Séguier  (J.  de).  210, 

Segre  (C).  174. 

Serret  (P.).  78. 

Servais  (Cl.).  212. 

Siacci  (F.).  68. 

Sire.  32,  39. 

Souleyre.  i85,  186. 

Speckel  (Ch.),  210. 

Stahl  (H.).  1G9. 

Stahl  (W.).  II,  18. 

Stéphanos  (C).  196,  197,  198,  199. 

Stieltjes  (T.-J.).  142. 

Stolz  (O.).  169. 
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